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 El presente compendio reúne trabajos de investigación realizados en diversas 
áreas de la ciencia, cuyo objetivo principal es contribuir a la difusión del trabajo científico 
que se realiza en México. Con este compendio también se pretende promover el trabajo 
interdisciplinario entre miembros de diferentes disciplinas científicas.  

 Este trabajo está organizado en siete tomos los cuales corresponden a las 
siguientes áreas científicas: I) Biología y química, II) Biotecnología y ciencias 
agropecuarias, III) Ciencias sociales, IV) Físico matemáticas y ciencias de la tierra, V) 
Humanidades, ciencias de la conducta y divulgación científica, VI) Ingeniería, así como 
VII) Medicina y ciencias de la salud.  
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RESUMEN   
En el formalismo de la óptica no lineal en fibras ópticas, múltiples fenomenologías son validadas y 
estudiadas a partir del modelo de propagación basado en la ecuación de Schrödinger no lineal 
(NLSE) [1], el cual incluye la contribución de la dispersión y la respuesta óptica no lineal de la fibra 
representada como un medio centrosimétrico. Cabe destacar que en el presente formalismo es de 
suma importancia garantizar la convergencia y estabilidad de las soluciones numéricas de la NLSE, 
por lo que es necesario tener un criterio para la mejor elección del método numérico a desarrollar, 
como se discute en [2]. Por lo anterior, en este trabajo se propone un análisis de estabilidad de tres 
métodos pseudo-espectrales (método de Fourier de división del pasR iWeUaWiYR ³SSFM´, PpWRdR de 
Fourier ViPpWUicR de diYiViyQ del SaVR iWeUaWiYR ³S-SSFM´ \ el PpWRdR de RXQge-Kutta de cuarto orden 
eQ la iPageQ de iQWeUacciyQ ³RK4IP´) baVadR eQ la YalidaciyQ de la le\ de cRQVeUYaciyQ de la eQeUgta 
en la propagación de un solitón de primer y tercer orden. A partir de los resultados numéricos 
obtenidos en la validación de la propagación conservativa, se concluye que los métodos SSFM y S-
SSFM presentan una mejor estabilidad y convergencia en comparación del método RK4IP. 
Adicionalmente, los resultados presentados serán un referente en trabajos futuros para garantizar la 
reproducibilidad de diversas fenomenologías en el formalismo de la óptica no lineal.  
 
INTRODUCCIÓN  
La propagación de un pulso en una fibra óptica es modelada por la ecuación de Schrödinger no lineal 
(NLSE, por sus siglas en inglés nonlinear Schrödinger equation).  Esta ecuación de propagación se 
deduce a partir de un análisis de la teoría clásica de Maxwell, considerando un campo eléctrico cuasi-
monocromático con una componente transversal (distribución del modo transversal en la fibra) y una 
componente longitudinal (perfil temporal del pulso), como se ilustra en la Fig. 1. Para llegar a esta 
ecuación, se toman en cuenta las características de la fibra óptica (vista como un medio no lineal 
isotrópico), una respuesta instantánea no lineal del medio, la variación pequeña del perfil temporal 
del pulso (𝑨ሺࢠ,  ሻ) a lo largo de la distancia de propagación, entre otras consideraciones discutidasࢀ
por Agrawal [1]. La NLSE es una ecuación diferencial de derivadas parciales representada por la 
siguiente expresión: 

ࣔ
ࢠࣔ
𝑨ሺࢠ, ሻࢀ ൌ െ࢏

૛ࢼ
૛
ࣔ૛

૛ࢀࣔ
𝑨ሺࢠ, ሻࢀ ൅ ,ࢠ𝑨ሺ|ࢽ࢏ ,ࢠሻ|૛𝑨ሺࢀ  ሻࢀ

(1) 

donde 𝑨ሺࢠ,  ૛ (ps2/km)ࢼ ,es la coordenada del eje de propagación ࢠ ,ሻ es el perfil temporal del pulsoࢀ
es el parámetro de dispersión, ࢽ ૚ି࢓࢑૚ିࢃ)  ) es el coeficiente no lineal de la fibra óptica y ࢀ 
representa a la variable temporal en un marco de referencia que se mueve a la velocidad de grupo 
del perfil temporal. El primer término del lado derecho de la Ec. (1) introduce la contribución de la 
dispersión cromática; dicha contribución es debido a la respuesta del medio al introducir una 
dependencia del índice de refracción en función de la frecuencia óptica. El segundo término del lado 
derecho de la Ec. (1) introduce la contribución no lineal del efecto Kerr, debido a la respuesta no 
lineal de la fibra óptica (ࡻ࢏ࡿ૛) [1].  
En general, la NLSE es una ecuación diferencial no lineal de derivadas parciales, cuya solución se 
obtiene a partir de métodos numéricos, ya que solo para casos aislados se tiene una solución 
analítica. En la literatura se han reportado dos tipos de métodos numéricos para resolver la NLSE: 
métodos de diferencias finitas [1,3,4] y métodos pseudo-espectrales [1,5]. Por otra parte, es 
importante mencionar que se han reportado múltiples fenomenologías en el formalismo de la óptica 
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no lineal modeladas por distintas versiones de la NLSE [1,6]. Con base en la validación y predicción 
de dichas fenomenologías, es de suma importancia garantizar la estabilidad y convergencia de los 
métodos numéricos utilizados para integrar numéricamente la NLSE.  
En este trabajo se establece un análisis de estabilidad de tres métodos pseudo-espectrales basado 
en la ley de la conservación de la energía en el problema de propagación de un pulso en fibra óptica. 
En particular, el problema de propagación se centrará en un solitón de primer y tercer orden, cuyas 
dinámicas y fundamentos son descritos a detalle por Agrawal [1]. 
 

 
Figura 1. Esquema de la propagación de un pulso en una fibra óptica. 

 
Analisis numérico 
Análisis de estabilidad y convergencia de los métodos numéricos pseudo-espectrales en el problema 
de la propagación de un pulso en fibra óptica modelado por la ecuación de Schrödinger no lineal. 
Con la finalidad de garantizar la reproducibilidad y estabilidad de los resultados numéricos en el 
formalismo de la óptica no lineal, se corrobora que las soluciones numéricas sean consistentes con 
la ley de conservación de la energía del pulso asociada a la NLSE (Ec. 1). Esta ley de conservación 
bajo la imagen del principio variacional de Weiss es deducida a detalle por Ibarra y otros [2], y su 
definición es expresada matemáticamente como 

𝑬ሺࢠሻ ൌ 𝑬ሺࢠ૙ሻ (2) 
donde 𝑬ሺࢠሻ ൌ ∫ |𝑨ሺࢠ, ஶࢀࢊሻ|૛ࢀ

ିஶ  es la energía del perfil temporal del pulso y ࢠ૙ es la posición inicial. 
 
Bajo la ley de conservación de la energía (Ec. 2), se procedió a verificar su reproducibilidad en la 
solución numérica del perfil temporal 𝑨ሺࢠ,  ሻ que describe la dinámica de un solitón de primer ordenࢀ
y un solitón de tercer orden, a partir de los siguientes métodos pseudo-espectrales: 

x Método de Fourier de división del paso iterativo (SSFM, por sus siglas en inglés split-step 
Fourier method) [1]. 

x Método de Fourier simétrico de división del paso iterativo (S-SSFM, por sus siglas en inglés 
symmetric split-step Fourier method) [1]. 

x Método de Runge-Kutta de cuarto orden en la imagen de interacción (RK4IP, por sus siglas 
en inglés Fourth-order Runge-Kutta in the interaction picture) [5]. 

Partiendo del algoritmo mostrado en la Fig. 2 se llega a la solución numérica del perfil temporal 
𝑨ሺࢠ,  ሻ que representa a las dinámicas de pulsos propuestas. En una primera fase se define laࢀ
condición inicial del perfil temporal 𝑨ሺࢠ૙, ሻࢀ ൌ ඥࡼ૙ 𝐬𝐞𝐜𝐡ሺࢀ ⁄૙ࢀ ሻ (ࡼ૙ es la potencia instantánea inicial 
y ࢀ૙ cuantifica el ancho temporal del pulso), los parámetros de la fibra óptica monomodal (SMF28, 
૛ࢼ ൌ െ૛૚. ૟૟ ࢓࢑/૛࢙࢖   y ࢽ ൌ ૚. ૞/࢓࢑/ࢃ  a 1550 nm), el dominio de la variable temporal 
,ሾെ૛૞૙ࣕࢀ³ ૛૞૙ሿ SV´ cRQ XQ SaVR ࢑ ൌ ૙. ૚૛૛ ps, la distancia de propagación final ࢌࢠ ൌ ૞૙ km  y el 
paso iterativo espacial ࢎ ∈ ሾ૙. ૙૞, ૚૙ሿ m para los métodos SSFM, S-SSFM y RK4IP. Posteriormente, 
se verifica que la potencia instantánea inicial ࡼ૙ sea consistente con el orden del solitón definido por 
el parámetro ࣁ૛ ൌ 𝑫ࡸ ⁄ࡸࡺࡸ ࣁ)  ൌ ૚ para el solitón de primer orden y  ࣁ ൌ ૜ para el solitón de tercer 
orden),  definiendo a ࡸ𝑫 ൌ ࡸࡺࡸ ૛| como la longitud de dispersión yࢼ|/૙૛ࢀ ൌ ૚ ሺࡼࢽ૙ሻ⁄  como la longitud 
no lineal. Finalmente, a partir del paso pseudo-espectral del método, tomado de su respectiva 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 5 
 

referencia, se completa cada iteración a lo largo de la propagación hasta alcanzar la distancia de 
propagación final ࢌࢠ. El paso iterativo del método SSFM es definido por 

𝑨ሺ࢓ࢠା૚, ሻࢀ ൌ 𝑭ି૚ ൤࢖࢞ࢋ ቀࢎ𝑫෡ሺ࣓ሻቁ𝑭ൣ࢖࢞ࢋ൫ࡺࢎ෡൯𝑨ሺ࢓ࢠ,  ሻ൧൨ࢀ
 

(3) 

donde 𝑭  representa a la transformada inversa de Fourier, 𝑭ି૚ representa a la transformada inversa 
de Fourier, ࡺ෡ ൌ ,࢓ࢠ𝑨ሺ|ࢽ࢏ ሻ|૛ es el operador no lineal y 𝑫෡ሺ࣓ሻࢀ ൌ ࢏ ૛ࢼ

૛
࣓૛ es el operador de dispersión. 

El paso iterativo del método S-SSFM es 

𝑨ሺ࢓ࢠା૚, ሻࢀ ൌ 𝑭ି૚ ൜𝐞𝐱𝐩 ൬
ࢎ
૛
𝑫෡൰𝑭 ൤𝐞𝐱𝐩൫ࡺࢎ෡൯ 𝑭ି૚ ൬𝐞𝐱𝐩 ൬

ࢎ
૛
𝑫෡൰𝑭ሾ𝑨ሺ࢓ࢠ,  ሻሿ൰൨ൠࢀ

(4) 

Por último, el paso iterativo del método RK4IP es definido por 

𝑨ሺ࢓ࢠା૚, ሻࢀ ൌ ࢖࢞ࢋ ൬
ࢎ
૛
𝑫෡൰൭𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅

ࢎ
૟
ሺࢻ૚ ൅ ૛ࢻ૛ ൅ ૛ࢻ૜ሻ൱ ൅

ࢎ
૟
 ࢾ

(5) 

donde ࢻ૚, ,૛ࢻ  son coeficientes que involucran la evaluación iterativa del operador no lineal ࢾ ૜ yࢻ
,ࢠ෡൫𝑨ሺࡺ ሻ൯ࢀ ൌ ,ࢠ𝑨ሺ|ࢽ࢏  :ሻ|૛, cuyas expresiones matemáticas sonࢀ

૚ࢻ  ൌ 𝑭ି૚ ൤𝐞𝐱𝐩 ቀ
ࢎ
૛
𝑫෡ቁ  𝑭ൣࡺ෡൫𝑨ሺ࢓ࢠ, ሻ൯ ൈࢀ 𝑨ሺ࢓ࢠ,    ,ሻ൧൨ࢀ

૛ࢻ ൌ ෡ࡺ ቀ𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅
ࢎ
૛
૚ቁࢻ ൈ ቀ𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅

ࢎ
૛
  ,૚ቁࢻ

૜ࢻ ൌ ෡ࡺ ቀ𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅
ࢎ
૛
૛ቁࢻ ൈ ቀ𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅

ࢎ
૛
 ,૛ቁࢻ

ࢾ ൌ ෡ࡺ ቀ𝑭ି૚ ൤𝐞𝐱𝐩 ቀࢎ
૛
𝑫෡ቁ𝑭ሾ𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅ ૜ሿ൨ቁࢻࢎ ൈ 𝑭ି૚ ൤𝐞𝐱𝐩 ቀ

ࢎ
૛
𝑫෡ቁ  𝑭ሾ𝑨𝑰ࡼሺ࢓ࢠ, ሻࢀ ൅   ,૜ሿ൨ࢻࢎ

 
En una segunda etapa, siguiendo el diagrama de la Fig. 2, se identifica si la solución numérica del 
perfil temporal representa la naturaleza conservativa del sistema, a partir de la evaluación del error 
relativo de la energía (ࢿ𝑬࢒ࢋ࢘ ≪ ૚).  
En la propagación de un solitón de primer orden, el perfil temporal del pulso se preserva a lo largo 
de la propagación debido a un mecanismo de compensación entre la contribución de dispersión y el 
efecto no lineal [1,2]. Por consiguiente, las soluciones numéricas deben de validar la evolución 
constante del perfil de intensidad (|𝑨ሺࢠ,  ሻ|૛), como se muestra en la Fig. 3.a. Por otra parte, a partirࢀ
del análisis de estabilidad basado en el criterio de la ley de conservación de la energía (ࢿ𝑬࢒ࢋ࢘ ≪ ૚)  
es posible identificar que los métodos SSFM, S-SSFM y RK4IP validan la propagación conservativa, 
ya que el error relativo de la energía confirma variaciones despreciables en dicha cantidad (ࢿ𝑬࢒ࢋ࢘ ൏
૚૙ିૢ), como se muestra en la representación del error relativo en función del tamaño del paso 
iterativo ࢎ  en la Fig. 3.b. La tendencia que sigue la curva representativa del error relativo es 
conducida por el error de truncamiento y el error de tipo round-off, como se discute a detalle en [2]. 
La eficiencia computacional es cuantificada por el tiempo computacional requerido para completar el 
proceso iterativo de cada uno de los métodos, como se muestra en la Fig. 3.c. Cabe destacar que el 
método de RK4IP requiere un mayor tiempo computacional en comparación de los métodos SSFM 
y S-SSFM; esto se debe a que el paso iterativo del método RK4IP (Ec. 5) involucra la ejecución de 
un mayor número de operaciones en comparación de los métodos SSFM (Ec. 3) y S-SSFM (Ec. 4).  
En el caso anterior, los tres métodos propuestos (SSFM, S-SSFM y RK4IP) presentan una óptima 
convergencia y estabilidad en la solución del solitón de primer orden. Sin embargo, en el caso de la 
propagación de un solitón de tercer orden, al describir una dinámica que presenta una modulación 
periódica del perfil de intensidad del pulso (Fig. 4.a), se hace evidente que el método RK4IP no 
reproduce la conservación de la energía del pulso para un tamaño del paso iterativo ࢎ ൒ ૚ m, debido 
a que se alcanzan valores considerables del error relativo de la energía ࢿ𝑬࢒ࢋ࢘ ൐ ૚૙

ି૟ , como se 
muestra en la Fig. 4.b. En contraparte, los métodos SSFM y S-SSFM garantizan la conservación de 
la energía en la propagación del solitón de tercer orden al presentar valores despreciables del error 
relativo ࢿ𝑬࢒ࢋ࢘ ൏ ૚૙

ି૟ . Adicionalmente, el tiempo computacional del método RK4IP es mayor en 
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comparación del tiempo computacional de los métodos SSFM y S-SSFM, como se muestra en la 
Fig. 4.c. 

 
Figura 2. Diagrama del algoritmo implementado en el análisis de estabilidad y convergencia 

basado en la ley de conservación de la energía del pulso. 
 

 
Figura 3. Estabilidad numérica para reproducir la propagación de un solitón de primer orden. a) 

Evolución del perfil temporal a lo largo de 50 km. b) Error numérico en función del tamaño del paso 
iWeUaWiYR ³h´ SaUa YalidaU la cRQVeUYaciyQ de la eQeUgta. La eficieQcia cRPSXWaciRQal Ve cXaQWifica 

por e) el tiempo computacional. 
 

 
Figura 4. Estabilidad numérica para reproducir la propagación de un solitón de tercer orden. a) 

Evolución del perfil temporal a lo largo de 50 km. b) Error numérico en función del tamaño del paso 
iWeUaWiYR ³h´ SaUa Yalidar la conservación de la energía. La eficiencia computacional se cuantifica 

por e) el tiempo computacional. 
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CONCLUSIONES 
En base a los resultados obtenidos, se concluyó que de los tres métodos pseudo-espectrales 
analizados en la validación de la ley de conservación de la energía del pulso, solo los métodos SSFM 
y S-SSFM presentan una buena estabilidad y convergencia para reproducir el problema de 
propagación de un pulso modelado por la ecuación de Schrödinger no lineal. 
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RESUMEN 
La baja degradabilidad y alta persistencia de materiales poliméricos de alto peso molecular, como el 
polietileno, generan un grave problema en la acumulación de residuos en el medio ambiente; por lo 
tanto, el presente trabajo tiene como objetivo caracterizar los efectos de la radiación láser de CO2 en 
la degradación del polietileno de alta y baja densidad. Las películas de polietileno de alta y baja 
densidad se expusieron a radiación laser de CO2, a diferentes fluencias, y fueron caracterizadas 
utilizando espectroscopía IR. La termodegradación del polietileno ocasiona la escisión de la cadena 
polimérica, dando lugar a la formación de macroradicales, formación de grupos terminales y la re-
cristalización de la cadena polimérica. Las películas de polietileno expuestas a la radiación láser de 
CO2 muestran cambios, principalmente en la fracción de fase cristalina y en formación de grupos 
metilo (CH3) y metileno terminales (CH2) los cuales incrementan y decrecen durante la exposición a 
la radiación láser de CO2; este comportamiento se debe a la variación de la fluencia, el tiempo de 
exposición y la potencia del láser, dado que la termodegradación depende directamente de la 
temperatura, a mayor temperatura mayor degradación. 

INTRODUCCIÓN 
Los plásticos son uno de los materiales más utilizados en los últimos 50 años, cuya demanda ha 
incrementado constantemente debido a su gran variedad de aplicaciones; sin embargo, generan 
problemas de acumulación en el medio ambiente debido a que una de sus principales aplicaciones 
son como materiales de un solo uso y a su baja degradabilidad; además, es importante mencionar 
que tan sólo en el año 2015 había alrededor de 4,9 mil millones de toneladas métricas de residuos 
plásticos en los rellenos sanitarios [1], [2]. El polietileno (PE) representa el 62.2% de los desechos 
plásticos en el mundo, ya que es un polímero que, por sus propiedades físicas y mecánicas es 
utilizado, entre otras aplicaciones, como material de embalaje; sin embargo, el PE es un polímero no 
biodegradable debido a su alto peso molecular y su hidrofóbicidad [3]±[6].  
El PE es un material de baja biodegradabilidad debidR a TXe eVWi cRQfRUPadR SRU eQlaceV VigPa (ı), 
C-C y C-H, cuyas moléculas están alineadas de forma compacta y son altamente hidrofóbicas; las 
propiedades del PE dependen principalmente de su estructura molecular, la distribución de sus 
cadenas poliméricas y la cantidad de ramificaciones [7]. La termodegradación es una alternativa para 
incrementar la degradabilidad del polietileno, ya que ocasiona la escisión de la cadena polimérica, 
cambios en el peso molecular y en la distribución de las cadenas poliméricas del PE. La velocidad y 
la eficiencia de la termodegradación dependen directamente de la temperatura, a mayor 
temperatura, mayor degradación incrementando la escisión de la cadena y disminuyendo la 
estabilidad térmica del PE [8]±[14]. 
Algunos autores han reportado que el PE experimenta reacciones de termodegradación al ser 
expuesto a radiación láser de CO2; por lo tanto, en este trabajo películas de polietileno de baja 
densidad (LDPE) y de alta densidad (HDPE) fueron expuestas a radiación láser de CO2 cuyo efecto 
fue caracterizado utilizando espectroscopía infrarroja con transformada de Fourier (FTIR) [8], [15]±
[17].  
 
EXPERIMENTACIÓN 
Materiales. 
En el presente trabajo se utilizaron películas de LDPE y HDPE comerciales de 13x20cm de 0,05 y 
0,07mm de espesor, respectivamente. El LDPE y HDPE son productos sintetizados y fabricados bajo 
marca registrada, por lo tanto, su composición y peso molecular son información confidencial. 
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Irradiación con Láser de CO2. 
Las películas de LDPE y HDPE se expusieron a radiación láser de CO2 utilizando un láser modelo 
EQgUaYeU C120H a XQa lRQgiWXd de RQda de 10.6ȝP, cRQ VSRW del liVeU de 1.8cP de diámetro, 
utilizando un lente de selenuro de zinc (SeZn) de menisco negativo. Las muestras de PE se 
colocaron en monturas a 20cm del lente y se irradiaron a diferentes potencias 6, 9.5 y 13W, y 
diferentes tiempos de exposición de 10, 20 y 30min.  

Espectroscopía Infrarroja (IR) 
Los efectos de la radiación láser de CO2 en las películas de LDPE y HDPE fueron caracterizadas 
utilizando spectroscopia infrarroja con transformada de Fourier, FTIR. Los espectros FTIR se 
obtuvieron en un espectrofotómetro Thermo Nicolet modelo iS10 con espejo de Germanio, Ge, con 
una resolución de 4cm-1 y 64 barridos, en el rango de 690-4000cm-1. Los espectros IR fueron 
normalizados con respecto a la máxima absorbancia. 

Fracción de fase cristalina (a) 
La fracción de fase cristalina de las películas de LDPE y HDPE se calculó mediante la razón entre el 
área integrada de la banda de absorción IR a 730 cm-1, vibración de balanceo de los grupos metileno 
(CH2) en la fase cristalina (I730) y el área integrada de la banda de absorción IR a 717cm-1, vibración 
de balanceo de los grupos metileno (CH2) en la fase amorfa (I717) mediante la Ec. 1 [18], [19]. Las 
áreas integradas se calcularon por el método Gaussiano. 

ࢻ ൌ  𝑰ૠ૜૙
𝑰ૠ૚ૠ
 ,           

   Ec.1 

Índice de grupos terminales (Igt) 
El índice de grupos terminales fue calculado mediante la razón entre la absorbancia a 1463cm-1 
(A1463), vibración asimétrica de tijereo de los grupos terminales CH2 y CH3, y la absorbancia a 
1472cm-1 (A1472), vibración simétrica de tijereo del CH2; la ecuación del índice de grupos terminales 
es una fórmula propuesta por los autores tomando en cuenta el comportamiento de la banda, la cual 
se bifurca conforme se incrementan las ramificaciones, CH3 terminales [20].   
     

𝑰࢚ࢍ ൌ
𝑨૚૝૟૜
𝑨૚૝ૠ૛

 ,            
  Ec. 2. 

Ángulo de contacto (ș) 
El ángulo de contacto se determinó colocando una gota de agua destilada sobre las películas de PE 
y midiendo el ángulo de contacto entre la gota y la superficie de la película; se utilizó una cámara 
fotográfica profesional, modelo CANON EOS Rebel T5i EF-S 18-55 IS STM, de lente cóncavo, la 
muestra se colocó a 5 cm y se utilizó el programa ImageJ para medir el ángulo de contacto [21]. 

RESULTADOS 
El espectro IR de las películas de LDPE y HDPE sin exponer a la radiación láser de CO2 presentan 
las bandas características del polietileno (PE), una banda intensa bifurcada en la región de 2850-
2940cm-1, vibración de estiramiento simétrico y asimétrico de los grupos metileno (-CH2-), estructura 
principal de la cadena polimérica del PE, una banda en la región de los 1430-1480cm-1, vibración 
asimétrica de los grupos metilo terminales (-CH3), una banda en la región de 720-735cm-1, vibración 
de balanceo de los grupos metileno (-CH2-). Los espectros IR de las películas de LDPE y HDPE 
expuestas a radiación láser de CO2 presentan bifurcaciones en las bandas de la región de 1430-
1480cm-1, debido a la formación de grupos CH3 terminales y en la banda de la región de 720-735cm-

1, relacionada con la cristalinidad de las películas, Fig.1 [11], [20].  
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Fig.1. Espectro IR de las películas de a) LDPE y b) HDPE expuestas a radiación láser de CO2 a 

diferentes potencias láser y un tiempo de exposición de 20 minutos. 

La fracción de fase cristalina se utilizó para caracterizar los cambios en la cristalinidad del LDPE y 
HDPE ocasionados por la radiación láser. La α del LDPE y HDPE tiende a incrementar al incrementar 
la potencia láser debido a que la radiación láser ocasiona la escisión de la cadena polimérica, 
generando cadenas moleculares de menor tamaño, las cuales tienden a recristalizarse en la misma 
orientación que las cadenas moleculares principales una vez que se detiene la exposición a la 
radiación láser. El incremento de la fracción de fase cristalina, indica la degradación de las películas 
de LDPE y HDPE. El incremento en la potencia láser genera un incremento en la α de las películas 
de LDPE y HDPE, en el LDPE el tiempo de exposición no modifica la α significativamente; sin 
embargo, el HDPE a 30min de exposición y a potencias de 6W y 9.5W presenta un incremento en la 
α, lo cual podría deberse que durante la recristalización, la estructura lineal de cadena polimérica del 
HDPE facilita la alineación de las cadenas moleculares de menor tamaño con la cadena principal a 
diferencia del LDPE que al momento de la recristalización las ramificaciones de la cadena polimérica 
dificultan la alineación de las cadenas del menor tamaño en el mismo sentido que la cadena principal.  

  

Fig.2. α del a) LDPE y b) HDPE expuestos a radiación láser, a diferentes potencias láser y tiempos 
de exposición. 

El índice de grupos terminales, CH3, es una cuantificación empírica de la escisión de la cadena 
polimérica ocasionada por la radiación láser; el incremento del Igt indica un incremento en la 
concentración de grupos terminales debido a la escisión de la cadena polimérica, por lo tanto, a 
mayor potencia láser mayor Igt, Fig.3. El Igt en las películas de HDPE presentan incrementos 
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notables comparado con las películas del LDPE, debido a que el HDPE es una cadena lineal, y la 
escisión de la cadena ocasiona la presencia de un mayor número de grupos terminales; además, el 
incremento en el Igt indica la degradación de la cadena polimérica. 

  

Fig.3. Igt del a) LDPE y b) HDPE expuestos a radiación láser, a diferentes fluencias. 

El ș es un parámetro utilizado para evaluar la hidrofobicidad del material, las películas de LDPE y 
HDPE sin exponer a radiación láser de CO2 presentan ș mayores a 90°, que corresponden a 
superficies hidrofóbicas, mientras que las películas de LDPE y HDPE expuestas a radiación láser de 
CO2, presentan ș  menores a 90°, que corresponden a superficies hidrofílicas; por lo tanto, estos 
resultados indican que las películas de LDPE y HDPE expuestas a la radiación láser de CO2 
incrementan su hidrofilicidad [21], [22]. El ș de las películas de LDPE y HDPE decrece al incrementar 
la potencia y tiempo de exposición a la radiación láser; el LDPE presenta el menor ș a 13W y 30min 
de exposición y el HDPE presenta un ș menor a 9.5W y 20min de exposición a la radiación láser. 
Las películas de LDPE presentan ș mayores a las del HDPE, lo cual indica que el HDPE está 
presentando una mayor degradación que el LDPE, ver Tabla 1. 
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Tabla 1. Ángulos de contacto de las películas de LDPE y HDPE expuestas a radiación láser a 
diferentes fluencias. 

Potencia 
láser  
(W) 

Tiempo de 
exposición 

(min) 

θ  
LDPE 

θ  
HDPE 

0 0 94.8 97.7 

6 10 90.8 88.2 

6 20 85.1 83.1 

6 30 84.2 85.2 

9.5 10 84.1 83.2 

9.5 20 83.7 75.2 

9.5 30 79.1 76.5 

13 10 84.5 84.8 

13 20 82.6 71.5 

13 30 78.4 75.4 

 

CONCLUSIONES 
Las películas de LDPE y HDPE expuestas a radiación láser de CO2 presentan un incremento en la 
fracción de fase cristalina y en el índice de grupos terminales, y un decremento en el ángulo de 
contacto, lo cual indica que experimentan una degradación causada por la radiación láser. La 
potencia de la radiación láser provoca la escisión de la cadena y por lo tanto el incremento de la 
fracción de fase cristalina debido a la recristalización de la cadena polimérica; además, la escisión 
de la cadena ocasiona un incremento en la formación de grupos terminales CH3. Los cambios en la 
fracción de la fase cristalina y en la relación de los grupos terminales dependen principalmente de la 
potencia láser; además, las películas de LDPE y HDPE incrementan su hidrofilicidad al incrementar 
la potencia láser, lo que indica que las películas se degradan con la exposición a la radiación láser, 
por lo tanto, la radiación láser se puede considerar como una opción de tratamiento para incrementar 
la degradación del LDPE y HDPE, y así contribuir en la disminución la acumulación de plásticos en 
el medio ambiente. 
 
 
BIBLIOGRAFÍA 

1. K. D. CR[, ³HXPaQ CRQVXPSWiRQ Rf MicURSlaVWicV.´ Environ.Sci.Technol., Vol.53, 12, 2019, 
pp.7068-7074. 

2. P.He, ³MXQiciSal VRlid ZaVWe ( MSW ) laQd fi llௗ: A VRXUce Rf PicURSlaVWicV? -Evidence of 
PicURSlaVWicV iQ laQd fi ll leachaWe´, Water Research, Vol. 159, 2019, pp. 38±45. 

3. M.AldaV, ³EffecW Rf Whe SURdegUadaQW-additive plastics incorporated on the polyethylene 
Uec\cliQg,´ Int. J. Polym. Sci., vol. 2018, 2018. 

4. S. Da\aQa, ³A UeYieZ RQ S\URl\ViV Rf SlaVWic ZaVWeV,´ Energy Convers. Manag., Vol. 115, 
2016, pp. 308±326. 

5. A. KRURleYa, ³O[R-biodegradability of polyethylene blends with starch, cellulose and synthetic 
addiWiYeV,´ Chem. Chem. Technol., Vol. 6, 4, 2012, pp. 405±413. 

6. D. S. Cruz-NaYaUUR, ³DegUadaWiRQ Rf O[R-Degradable-Polyethylene and Polylactic Acid Films 
Embodied in the Substrate of the Edible Fungus Pleurotus ostreatus,´ Nat. Resour., Vol. 5, 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 13 
 

15, 2014, pp. 949±957. 
7. M. KRXWQ\, ³BiRdegUadaWiRQ Rf SRl\ehWh\leQe filPV ZiWh SURR[idaQW addiWiYeV´ Chemosphere, 

Vol. 64, 2006, pp.1243-1252. 
8. Be\leU C.; HiUVchleU M. ³TheUPal DecRPSRViWiRQ Rf PRl\PeUV,´ IQ SPE Handb. Fire Prot. Eng., 

2001, pp. 110±131. 
9. Ray S.; Cooney R. Thermal Degradation of Polymer and Polymer Composites. In Handbook 

of Environmental Degradation of Materials, (Elsevier Inc., Auckland, New Zeland, 2012), 
Chapter 7, pp. 213-242. 

10. M. SaQ AQdUeV, ³FacWRUeV UeVSRQVableV de la degUadaciyQ TXtPica de lRV SRlímeros . Efectos 
SURYRcadRV SRU la UadiaciyQ lXPtQica VRbUe algXQRV PaWeUialeV XWili]adRV eQ cRQVeUYaciyQௗ: 
SUiPeURV UeVXlWadRV,´ Factores Responsab. la Restauración. 2010, pp. 263±304. 

11. Socrates G. Infrared and Raman characteristic group frequencies, (JOHN WILEY & SONS, 
LTD: England, 2004). 

12. M. S. YagfaURY, ³RecU\VWalli]aWiRQ aQd VecRQdaU\ cU\VWalli]aWiRQ iQ SRl\PeUV,´ Polym. Sci. 
U.S.S.R., vol. 28, 5, 1986, pp. 1011±1017. 

13. Q. YaQg, X. CheQ, Z. He, F. LaQ, aQd H. LiX, ³The glaVV WUaQViWiRQ WePSeUaWXUe PeaVXUements 
Rf SRl\eWh\leQe: deWeUPiQed b\ XViQg PRlecXlaU d\QaPic PeWhRd,´ RSC Adv., Vol. 6, 15, 
2016, pp. 12053±12060. 

14. ZeXV, ³TheUPal DegUadaWiRQ Rf PlaVWicV,´ Zeus Ind. Prod., 2005, pp. 1±8. 
15. T. CRUUaleV, ³PhRWRR[idaWiYe aQd WheUPal degUadaWiRQ Rf SRl\eWh\leQeVௗ: iQWeUUelaWiRQVhiS b\ 

chePilXPiQeVceQce , WheUPal gUaYiPeWUic aQal\ViV aQd FTIR daWa,´ VRl. 147, 2002, SS. 213±
224. 

16. S. Jipa, ³LDPE degUadaWiRQ b\ IR-laVeU iUUadiaWiRQ,´ Polym. Test., Vol. 24, 6, 2005, pp. 805±
809. 

17. A. MaUWtQe], ³LDPE O[idaWiRQ b\ CO 2 LaVeU RadiaWiRQ ( 10 . 6ௗȝP ),´ International Journal 
of Polymer Science, Vol. 2018, 2018. 

18. L. GXadagQR, ³ChePical aQd PRUShRlRgial modi ® cations of irradiated linear low density 
SRl\eWh\leQe ( LLDPE ),´ Polym. Degrad. Stab., Vol. 72, 2001, pp. 175±186. 

19. 19.A. MaUWtQe], ³Investigating the Degradability of HDPE, LDPE, PE-BIO, and PE-OXO Films 
under UV-B RadiaWiRQ´, Journal of Spectroscopy, Vol. 2015, 2015. 

20. P. LaUkiQ, ³IR and Raman Spectra-SWUXcWXUe CRUUelaWiRQV: ChaUacWeUiVWic gURXS fUeTXeQcieV´ 
in Infrared and Raman Spectroscopy Principles and Spectral Interpretation (Elsevier Inc., 
San Diego, CA, USA, 2011), Chapter 6, pp.73-115. 

21. H. AVVePbl\, ³CRQWacW AQgle MeaVXUePeQWV UViQg a SiPSlified E[SeUiPeQWal SeWXS,´ VRl. 
87, 12, 2010, pp. 1403±1407. 

22. Y. Yuan and T. R. Lee, Contact Angle and Wetting Properties. In: Bracco G., (Holst B. Eds. 
Surface Science Techniques. Springer Series in Surface Sciences, Berlin, Heidelberg, 2013), 
Chapter 1, pp.3-34. 

 

 

 

 

 

 

 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 14 
 

SENSOR DUAL DE TEMPERATURA Y CURVATURA CUBIERTO CON PDMS BASADO EN 
MECANISMO ARROW 

L. A. Herrera-Piad1, Iván Hernández-Romano2, S. Marrujo-García1, D. A. May-Arrioja3, V. P. 
Minkovich3 y M Torres-Cisneros1 

 
1Universidad de Guanajuato, 2Conacyt-Universidad de Guanajuato, 3Centro de Investigaciones en 

Óptica 
la.herrerapiad@ugto.mx 

 
RESUMEN   
Esta investigación describe un método sencillo para la obtención de un sensor de temperatura y 
curvatura basado en el efecto ARROW. Empalmando un segmento de fibra de núcleo hueco entre 
dos segmentos de fibras monomodo, obtenemos la estructura deseada, la cual se fijó en una lámina 
de acero con la ayuda del polímero PDMS para posteriormente ser calentada y curvada. 

. 
INTRODUCCIÓN  
En los últimos años han aparecido varias publicaciones informando el uso de fibras ópticas de núcleo 
hueco (HCF por sus siglas en inglés) para fabricar sensores de fibra óptica. Las HCF se han utilizado 
para implementar interferómetros Fabry-Perot [1], y Mach-Zehnder [2], y también para generar el 
efecto de guía de onda óptica reflejante antirresonante (ARROW por sus siglas en inglés) [3]. Los 
sensores basados en el efecto ARROW han mostrado un buen rendimiento para medir temperatura 
[4], índice de refracción [5], tensión [1], y curvatura [4,6]. En este trabajo presentamos una técnica 
simple para fabricar un sensor de temperatura y curvatura basado en el efecto ARROW. Esta simple 
estructura que se montó en una delgada lámina de acero usando cinta adhesiva, nos permitió fabricar 
un sensor con alta sensibilidad donde el segmento de HCF es el área de detección.  

. 
Fabricación y arreglo experimental  
El método de fabricación del sensor consiste en empalmar un segmento de HCF (8 cm) entre dos 
segmentos de fibra monomodo (SMF), donde el diámetro interno y externo de la HCF son 60 y 125 
ȝP, UeVSecWiYaPeQWe. CRQ el Rbjetivo de fijar el dispositivo a la lámina de acero, se usó cinta adhesiva 
para definir una cuarta parte de la HCF (2 cm) y fue cubierta con polidimetilsiloxano (PDMS). Antes 
de colocar el polímero sobre la fibra, este fue mezclado con el agente curador en proporciones de 
80 y 20 % respectivamente, esta mezcla fue dejada en reposo 45 minutos aproximadamente, para 
evitar la acumulación de burbujas de aire que puedan producir pérdidas en el sistema.  
El arreglo experimental que se usó para probar el dispositivo se muestra en la figura 1 y consta de 
un diodo superluminiscente (centrado a 1550 nm), el cual se conectó al sensor y la salida fue 
monitoreada con un analizador de espectro óptico (OSA por sus siglas en inglés). La lámina de acero 
se colocó entre dos postes metálicos, de tal forma que una punta metálica montada en un tornillo 
micrométrico empujara la lámina en el centro por la parte posterior del sensor. Esto ocasiona que el 
sensor experimente diferentes curvaturas (de 0 a 2.68 m-1). Además, la lámina de acero fue 
calentada en una parrilla eléctrica para medir los cambios en el espectro cuando la temperatura fue 
incrementada desde 30 oC hasta 110 oC, en intervalos de 10 oC. Es importante mencionar que los 
parámetros físicos nunca se midieron simultáneamente, en este caso al incrementar la temperatura 
la lámina de acero se mantuvo totalmente estable sin curvatura aplicada. De igual forma la 
temperatura se mantuvo a un valor fijo al doblar la lámina.  
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Figura 1. Arreglo Experimental 

. 
RESULTADOS  
Como se mencionó anteriormente, la lámina de acero se colocó entre dos postes metálicos, para 
que en un tornillo micrométrico pudiera empujarla en el centro por la parte posterior del sensor, 
experimentando diferentes curvaturas.  
En la figura 2, se puede observar una sección del espectro donde se muestra como la intensidad del 
valle disminuye cuando la curvatura es incrementada desde 0 hasta 2.68 m-1, obteniendo una 
sensibilidad de -2.04 ± 0.03 dB/m-1 (figura 3). Es importante mencionar que la longitud de onda no 
experimentó grandes cambios a medida que aumentó la curvatura, la sensibilidad que se obtuvo fue 
de -89.6 ± 0.04 pm/m-1. 

 
Figura 2. Espectro de la señal cuando el sensor es sometido a incrementos de curvatura.  
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Figura 3. Sensibilidad del sensor y pequeños cambios en fase cuando la curvatura es 

incrementada. 
 

Luego, la lámina de acero fue colocada en una parrilla eléctrica para medir los cambios en el espectro 
cuando la temperatura fue incrementada. En la figura 4, nótese el desplazamiento hacia longitudes 
de onda mayores cuando se produce el aumento en la temperatura, específicamente el espectro se 
movió un poco más de 1 nm cuando la temperatura se aumentó de 30 a 110 oC, con una sensibilidad 
de 13.1 ± 0.04 pm/oC (figura 5). Los cambios de temperatura producen variaciones en la potencia, 
pero estos son mínimos (sensibilidad de 0.02 dB/ oC). Lo que demuestra que los cambios de 
temperatura debido al entorno no influyen en la medición de la curvatura. 
Es importante mencionar que los experimentos se realizaron 5 veces para determinar el error que 
se cometió durante la medida. El máximo error de medición en todo el experimento es de solo 0.34 
%. Como se puede apreciar el error es tan pequeño que es prácticamente imperceptible en las 
gráficas. 

 
Figura 4. Espectro de la señal cuando el sensor es sometido a incrementos de temperatura.  
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Figura 5. Sensibilidad del sensor y pequeños cambios en potencia cuando la temperatura es 

incrementada. 
. 

CONCLUSIONES 
En resumen, se presentó y demostró experimentalmente una técnica rentable y reproducible para 
implementar un sensor curvatura y temperatura basado en el efecto ARROW. El sensor se fabricó 
empalmando un segmento de HCF entre dos SMF y este dispositivo se montó en una lámina de 
acero para probar sus propiedades de flexión. Además, el sensor cubierto exhibió buena sensibilidad 
a la temperatura, lo que muestra que los cambios de temperatura debido al entorno no alteran los 
valores de curvatura obtenidos con el dispositivo. Consideramos que este sensor puede tener 
aplicaciones en el monitoreo de estructuras mecánicas y en ingeniería civil. 
 
AGRADECIMIENTOS 
Agradecemos al CONACyT por su apoyo por medio de los proyectos CB2017-2018-A1-S-31806, 
CB2016-286368 y CB2016-286629, incluyendo una beca posdoctoral de este último. 

 
 

BIBLIOGRAFÍA 
1. P. ZhaQg eW al., ³CaVcaded fibeU-optic Fabry-Perot interferometers with Vernier effect for 

highl\ VeQViWiYe PeaVXUePeQW Rf a[ial VWUaiQ aQd PagQeWic field´, OSW. E[SUeVV., VRl. 22, 2014, 
pp. 1958174-19588. 

2. W. Ni eW al., ³SiQgle hRle WZiQ ecceQWUic cRUe fibeU VeQVRU baVed RQ aQWi-resonant effect 
combined with inline Mach-Zehnder interferometer´, Opt. Express, Vol. 25, 2017, pp. 12372-
12380. 

3. N.M. LiWchiQiWVeU eW al., ³AQWiUeVRQaQW Ueflecting photonic crystal optical waveguides´, Optics 
Letters, Vol. 27, 2002, pp. 1592-1594. 

4. H. CheQg eW al., ³IQ-Line Hybrid Fiber Sensor for Curvature and Temperature Measurement´, 
IEEE Photon. J., Vol. 11, 2019, pp. 1-11. 

5. G. Salceda-DelgadR eW. al., ³OSWical microfiber mode interferometer for temperature-
iQdeSeQdeQW UefUacWRPeWUic VeQViQg´, OSW. LeWW., VRl. 37, 2012, SS. 1974-1976. 

6. R. GaR eW al., ³Self-referenced antiresonant reflecting guidance mechanism for directional 
bending sensing with low temperature and strain crosstalk´, Opt. Express, Vol. 25, 2017, pp. 
18081-18091. 
 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 18 
 

GENERACIÓN DE SOLUCIONES EN LA TEORÍA DE RASTALL A PARTIR DE SOLUCIONES 
EN LA TEORÍA DE RELATIVIDAD GENERAL DE EINSTEIN 

Joaquin Estevez Delgado1, Gabino Estevez Delgado2, Julio Cesar Mendoza Rojas3 y Gabino 
Corona Patricio4 

1Facultad de Ciencias Físico Matemáticas de la UMSNH, 2Facultad de Químico Farmacobiología 
de la UMSNH, 3Escuela Preparatoria Lázaro Cárdenas de la UMSNH, 4Instituto de Física y 

Matemáticas de la UMSNH 
1joaquin@fismat.umich.mx, 2gestevez.ge@gmail.com, 3merojuce@hotmail.com, 

4gcoronap@gmail.com  
 

RESUMEN 
Una de las teorías alternativas a la relatividad general de Einstein es la propuesta por Rastall, ésta 
se caracteriza por ser no conservativa, cualidad presente en mecánica cuántica. Conocer las 
propiedades de estas teorías o poder comparar las consecuencias sobre un mismo fenómeno nos 
brinda información relevante para determinar cuál y hasta qué punto puede ser la más aceptable. 
Con el objetivo de abordar esta cuestión, en este trabajo presentamos una transformación que nos 
permite construir soluciones exactas en el marco de la teoría de Rastall a partir de soluciones en el 
marco de la teoría de la relatividad general de Einstein, para el caso en el que se tiene un fluido 
perfecto. Mostramos que la propiedad de isotropía, que tiene un fluido perfecto asociada a una 
solución en el marco de la teoría de Relatividad general de Einstein se preserva bajo la 
transformación propuesta para la teoría de Rastall. Sin embargo, no siempre se preservan todas las 
propiedades son preservadas; un caso particular es el de un fluido con densidad homogénea, para 
el cual la densidad no es homogénea en el marco de la teoría de Rastall.  

INTRODUCCIÓN 
Al ser la propuesta de Einstein una teoría, ésta requiere contrastarse con experimentos para verificar 
que las predicciones sean correctas. Algunos de estos experimentos son: la precesión del perihelio 
de mercurio, la desviación de la luz, la dilatación temporal, la existencia de ondas gravitatorias, por 
mencionar algunos [1, 2, 3]. Sin embargo, no es la única teoría que es consistente con las 
observaciones clásicas, la mayoría de los modelos teóricos de gravitación lo son. Sin embargo, no 
todas son capaces de tener consistencia con la cosmología, incluyendo entre éstas a la teoría de la 
relatividad general. Por ejemplo, la fase de la aceleración del universo no es explicable a través de 
la teoría de gravitación al igual que el problema de la materia obscura [4]. Existe una diversidad de 
teorías de gravitación que generalizan a la teoría de la relatividad general de Einstein; así que los 
parámetros o funciones adicionales que tienen cada teoría permite dar una explicación más 
satisfactoria de observaciones como la expansión del universo, por ejemplo. La primera modificación 
a las ecuaciones de Einstein fue planteada por el mismo Einstein cuando éste introdujo la constante 
cosmológica ࢫ, otras variantes son en donde se considera la constante cosmológica como una 
función de la traza del tensor de momento energía ࢫ ൌ ,ሻࢀሺࢫ  función que es propuesta en la 
lagrangiana [5]. Esta teoría es más general que la gravedad ࢌሺࡾሻ de Palatini ࢌሺࡾሻ [6] ya que se 
reduce a la anterior cuando se anula la presión de la materia. Otra teoría que parte de un principio 
variacional, y que es más general que las antes mencionadas, es la conocida como gravedad ࢌሺࡾ,  ሻࢀ
[7]. Sin embargo, no todas las teorías propuestas se obtienen partiendo de un principio variacional, 
un ejemplo de éstas es la propuesta de Rastall [8], para la que, como consecuencia de no proceder 
de un principio variacional, el tensor de momento energía no satisface la ecuación de conservación. 
Un estudio comparativo de la teoría de Rastall y la teoría de la relatividad general de Einstein fue 
presentado recientemente [9] en donde se propone que estas dos teorías son equivalentes, esto ha 
despertado el interés en discutir esta propuesta y su contraparte se ha argumentado, es decir, que 
las teorías no son equivalentes [10] sino que la teoría de Rastall es más general. Además, se propone 
que la teoría de gravedad de Rastall es una teoría "abierta" en comparación con la teoría general de 
la relatividad de Einstein. Por lo tanto, se espera que ésta pueda resolver los desafíos de la 
cosmología observacional y la gravedad cuántica.  En este trabajo se presenta un mapeo de 
soluciones estáticas y esféricamente simétricas de la teoría de la relatividad general de Einstein y 
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soluciones estáticas y esféricamente simétricas de la teoría de Rastall [8].  En la siguiente sección 
se abordan las ecuaciones de campo que describen las teorías de Einstein y la de Rastall, estas 
serán de ayuda para mostrar cómo se pueden mapear las soluciones, posteriormente, se presenta 
un ejemplo de fluido con densidad homogénea. 

Ecuaciones de rastall  
Una notable diferencia de la teoría de la relatividad de Einstein y la teoría de Rastall es que la primera 
se puede obtener de un principio variacional y es una teoría conservativa, mientras que la segunda 
no se obtienen de una acción y es no conservativa. Desde el punto de vista de Rastall esta era una 
manera admisible para la gravitación, la ecuación que describe la relación entre la geometría y a los 
campos asociados a la materia es muy similar, la diferencia de esta ecuación [8]:  

࢈ࢇࡾ                                                                          െ
૚
૛
࢈ࢇࢍࣅࡾ

ൌ  ሺ૚ሻ                                                                              ࢈ࢇࢀ࢑

y la de Einstein es la presencia del parámetro de Rastall ࣅ, que para ࣅ ൌ ૚  es la conocida esuacion 
de Eisntein. Esta diferencia resulta ser substancial con respecto a la conservación del tensor de 
momento energía ࣇࣆࢀ , ahora resulta que ሺ૚ െ ૃሻસࡾࣇ ൌ ૛࢑સࣇࣆࢀࣆ , desde luego, en el caso de un 
espacio plano no hay distinción de la ecuación de conservación de la teoría de Rastall y la teoría de 
Einstein, por lo que en regiones asintóticas donde la geometría es casi plana no permite diferenciar 
el comportamiento de la conservación o no conservación del tensor de momento energía. Aún no 
hay una evidencia que descarte la teoría propuesta por Rastall o que permita afirma que esta es más 
conveniente que la teoría de la Relatividad de General de Einstein, ambas tienen propiedades 
convenientes.  Parte de nuestro propósito en este trabajo es mostrar que existe un mapeo de las 
soluciones de la teoría de la relatividad general de Einstein en soluciones de la teoría de Rastall, 
para el caso de un fluido perfecto: 

࢈ࢇࢀ                                                                    ൌ ሺࢉ૛࣋ ൅ ࢈࢛ࢇ࢛ሻࡼ ൅
                                                                                ሺ૛ሻ                                                                       ࢈ࢇࢍࡼ

donde ࡼ y ࣋ representan la presión y densidad, respectivamente, en un espacio tiempo estático y 
esféricamente simétrico. En tal caso el elemento de línea puede ser expresado en la forma 

૛࢙ࢊ ൌ െࢉ૛ࢋ૛઴ሺ𝐫ሻ࢚ࢊ૛ ൅
૛࢘ࢊ

૚ െ ૛࢓ሺ࢘ሻ࢘

൅ ૛ࣂࢊ૛࢘ ൅ ૛࢘ 𝐬𝐢𝐧૛  ૛  ሺ૜ሻࣘࢊࣂ

Donde ሺ࢚, ,࢘ ,ࣂ ࣘሻ tienen valores en el rango estándar. De esta métrica y de las ecuaciones de Rastall 
(1), vemos que las componentes no cero son:  

࢑૛ࢉሻ࢘ሺ࣋ ൌ
ሺࣅ െ ૚ሻ
࢘

ሾ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሿ࢘ ൬
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ𝐫ሻ൰

૛

൅ ቈ
ሺࣅ െ ૚ሻ
࢘

ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓ ൅

ሺࣅ െ ૚ሻሺ૜࢓ሺ࢘ሻ െ ૛࢘ሻ
૛࢘

቉
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ

൅
ሺࣅ െ ૚ሻሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

࢘
૛ࢊ

૛࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ

൅
૛
૛࢘
൬
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ൰࢘ሺ࢓  ሺ૝ሻ                                                                   ࣅ
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࢑ሻ࢘ሺࡼ ൌ െ
ሺࣅ െ ૚ሻሾ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሿ࢘

࢘
൭
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ𝐫ሻ൱

૛

൅ ቈെ
ሺࣅ െ ૚ሻ
࢘

ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓ െ

૜࢓ሺ࢘ሻࣅ െ ૛࢘ࣅ ൅࢓ሺ࢘ሻ
૛࢘

቉
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ

െ
ሺࣅ െ ૚ሻሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

࢘
૛ࢊ

૛࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ ൅

૛ሺࣅ െ ૚ሻ
૛࢘

൭
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ൱࢘ሺ࢓

െ
૛࢓ሺ࢘ሻ
૜࢘

                                      ሺ૞ሻ 

࢑ሻ࢘ሺࡼ ൌ െ
ሾ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ࣅሿ࢘

࢘
൭
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ𝐫ሻ൱

૛

൅ ቈെ
ࣅ
࢘
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓  െ

૜࢓ሺ࢘ሻࣅ െ ૛࢘ࣅ െ ૛࢓ሺ࢘ሻ ൅ ࢘
૛࢘

቉
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ

െ
ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ࣅሻ࢘

࢘
૛ࢊ

૛࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ െ

ሺ૛ࣅ െ ૚ሻ
૛࢘

൭
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ൱࢘ሺ࢓

൅
ሻ࢘ሺ࢓
૜࢘

                                                    ሺ૟ሻ 

La estructura de estas ecuaciones, a diferencia del caso de la teoría de la relatividad general de 
Einstein, contiene segundas derivadas en cada uno de los términos del potencial escalar઴ . 
Afortunadamente es posible encontrar un mapeo que permita construir soluciones del sistema (4) - 
(6) a partir de soluciones de la ecuación Einstein.  

El mapeo de las soluciones 
Una manera que permite visualizar las relaciones de las funciones ࣋, ,ࡼ ࢓  de soluciones del 
sistema de Rastall con el sistema de Einstein para un fluido perfecto, es realizar una comparación; 
para ello, daremos las ecuaciones que describen una solución interior en el marco de la relatividad 
general: 

ሻ࢘𝑬ሺ࣋૛ࢉ࢑                                                                    

ൌ
૛
૛࢘
൬
ࢊ
࢘ࢊ
 ሻ൰                                                                            ሺૠሻ࢘ሺ࢓

 

𝑬ࡼ࢑                                                           

ൌ െ
૛ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

૛࢘
൬
ࢊ
࢘ࢊ
઴൰ െ

૛࢓ሺ࢘ሻ
૜࢘

                                                          ሺૡሻ 

 

ሻ࢘𝑬ሺࡼ࢑              ൌ െ
ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

࢘
൬
ࢊ
࢘ࢊ
઴൰

૛

െ ቈ
૚
࢘
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓ ൅

ሻ࢘ሺ࢓ െ ࢘
૛࢘

቉
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ െ

ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘
࢘

ቆ
૛ࢊ

૛࢘ࢊ
઴ቇ

െ
૚
૛࢘
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓

൅
ሻ࢘ሺ࢓
૜࢘

                                                                                                                        ሺૢሻ 

Donde ࡼ𝑬 y ࣋𝑬 denotan la presión y densidad en el modelo de Einstein con fluido perfecto. Por medio 
de estas ecuaciones, podemos reescribir las ecuaciones (4) - (6) para el caso del formalismo de 
Rastall en la forma: 
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૚
૛
ࣅ૛ሺ૜ࢉ࢑ െ ૚ሻ
૛ࣅ െ ૚

ሻ࢘ሺ࣋ ൅
૜
૛
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ൌ
૛
૛࢘
൬
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 ሻ൰                                             ሺ૚૙ሻ࢘ሺ࢓

                 
૚
૛
ሺࣅ െ ૚ሻࢉ૛࢑
૛ࣅ െ ૚

ሻ࢘ሺ࣋ ൅
૚
૛
ࣅሺ࢑ ൅ ૚ሻ
૛ࣅ െ ૚

ሻ࢘ሺࡼ

ൌ െ
૛ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

૛࢘
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ െ

૛࢓ሺ࢘ሻ
૜࢘

                                  ሺ૚૚ሻ 

                 
૚
૛
ሺࣅ െ ૚ሻࢉ૛࢑
૛ࣅ െ ૚

ሻ࢘ሺ࣋ ൅
૚
૛
ࣅሺ࢑ ൅ ૚ሻ
૛ࣅ െ ૚

ሻ࢘ሺࡼ

ൌ െ
ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

࢘
൭
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ൱

૛

െ ቈ
૚
࢘
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓ ൅

ሻ࢘ሺ࢓ െ ࢘
૛࢘

቉ ൭
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ൱

െ
ሺ૛࢓ሺ࢘ሻ െ ሻ࢘

࢘
ቆ
૛ࢊ

૛࢘ࢊ
઴ቇ െ

૚
૛࢘
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ࢘ሺ࢓

൅
ሻ࢘ሺ࢓
૜࢘

                                                                       ሺ૚૛ሻ 

Comparando los conjuntos de ecuaciones (7)-(9) y (10)-(12) encontramos la relación lineal que existe 
entre las funciones de densidad y presión del sistema de Einstein (࣋𝑬 y ࡼ𝑬) con las funciones de 
densidad y presión para el sistema Rastall (࣋ y ࡼ.)  Para llegar a esta conclusión hemos supuesto 
que las funciones métricas para ambos sistemas son idénticas. Las relaciones entre las variables 
hidrostáticas están dadas por: 

ሻ࢘𝑬ሺ࣋૛ࢉ࢑                                                

ൌ
૚
૛
ࣅ૛ሺ૜ࢉ࢑ െ ૚ሻ
૛ࣅ െ ૚

ሻ࢘ሺ࣋ ൅
૜
૛
ࣅሺ࢑ െ ૚ሻ
૛ࣅ െ ૚

 ሻ                                                ሺ૚૜ሻ࢘ሺࡼ

ሻ࢘𝑬ሺࡼ࢑                                                       

ൌ
૚
૛
ሺࣅ െ ૚ሻࢉ૛࣋࢑ሺ࢘ሻ

૛ࣅ െ ૚
൅
૚
૛
ࣅሻሺ࢘ሺࡼ࢑ ൅ ૚ሻ
૛ࣅ െ ૚

                                                 ሺ૚૝ሻ 

Así, la densidad y la presión para el caso de Rastall quedan expresadas en función de ࣋𝑬 y ࡼ𝑬 como: 

ሻ࢘ሺ࣋                                                              

ൌ ൬
૚
૛
ࣅ ൅

૚
૛
൰࣋𝑬 െ

૜
૛
ሺࣅ െ ૚ሻࡼ𝑬ሺ࢘ሻ

૛ࢉ
                                                         ሺ૚૝ሻ 

ሻ࢘ሺࡼ ൌ െ
૚
૛
ሺࣅ െ ૚ሻࢉ૛࣋𝑬ሺ࢘ሻ ൅

૚
૛
ሺ૜ࣅ െ ૚ሻࡼ𝑬ሺ࢘ሻ    ሺ૚૞ሻ 

Esto muestra que cualquier solución del sistema de Einstein se mapea en una solución del sistema 
de Rastall. Además, una ecuación común de ambos sistemas es la que surge de imponer que el 
fluido es isotrópico 

ሻ࢘ሺ࢓૛ሺ૛࢘ െ ሻ൭࢘
ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ൱

૛

൅ ൤൬
ࢊ
࢘ࢊ
ሻ൰࢘ሺ࢓ ૛࢘ െ ሻ࢘ሺ࢓ሺ૜࢘ െ ሻ൨࢘ ൬

ࢊ
࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ൰

൅ ሻ࢘ሺ࢓૛ሺ૛࢘ െ ሻ࢘ ൭
૛ࢊ

૛࢘ࢊ
઴ሺ࢘ሻ൱ ൅ ൬

ࢊ
࢘ࢊ
ሻ൰࢘ሺ࢓ ࢘ െ ૜࢓ሺ࢘ሻ

ൌ ૙                                                                                                         ሺ૚૟ሻ 
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Ahora, podemos aplicar estas relaciones para el caso de un fluido homogéneo en el marco de la 
relatividad general de Einstein y demostrar que en el formalismo de Rastall la solución no 
corresponde a la de un fluido con densidad constante. En el sistema de Einstein se tiene que la 
densidad  ࣋𝑬ሺ࢘ሻ ൌ  𝑬 es una constante, y la presión está dada por࣋

ሻ࢘𝑬ሺࡼ ൌ
𝑬࣋૛ࢉ ቀࣇ െ ඥ૜ࣆ െ ૛ቁ࢘𝑬࣋૛ࢉ࢑

െ૜ࣇ ൅ ඥ૜ࣆ െ ૛࢘𝑬࣋૛ࢉ࢑
  ሺ૚ૠሻ 

Sustituyendo (17) en (14) y (15) se obtiene la siguiente expresión para la densidad en el formalismo 
de Rastall  

ሻ࢘ሺ࣋ ൌ
૚
૛
ሺࣅ ൅ ૚ሻ࣋𝑬 െ

૜
૛
ሺࣅ െ ૚ሻ࣋𝑬 ቀࣇ െ ඥ૜ࣆ െ ૛ቁ࢘𝑬࣋૛ࢉ࢑

െ૜ࣇ ൅ ඥ૜ࣆ െ ૛࢘𝑬࣋૛ࢉ࢑
 

Esto demuestra que en el modelo de Rastall la densidad no es una constante. Mientras que la presión 
adquiere la forma 

ሻ࢘ሺࡼ ൌ െ
૚
૛
ሺࣅ ൅ ૚ሻࢉ૛࣋𝑬 െ

૚
૛
ሺ૜ࣅ െ ૚ሻࢉ૛࣋𝑬 ቀࣇ െ ඥ૜ࣆ െ ૛ቁ࢘𝑬࣋૛ࢉ࢑

െ૜ࣇ ൅ ඥ૜ࣆ െ ૛࢘𝑬࣋૛ࢉ࢑
 

Las constantes de integración ࣆ y ࣇ pueden obtenerse por medio de las condiciones de frontera; la 
presión debe anularse sobre la superficie de la estrella.  

CONCLUSIONES  
En este trabajo se calcularon las ecuaciones de campo de una región del espacio estático y 
esféricamente simétrico para un fluido perfecto en dos formalismos: Einstein y Rastall. A partir de 
estas ecuaciones hemos mostrado que existe un mapeo entre soluciones de ambos sistemas, los 
cuales tienen la misma forma funcional de la geometría, pero diferente comportamiento de las 
funciones hidrostáticas. Esto genera una serie de interrogantes, como: ¿Cuáles son las 
características comunes que tienen estas soluciones?, ¿Cuál es la razón de compacidad de un 
modelo comparado con el otro? ¿Qué ocurre con la generalización al caso de un modelo 
anisotrópico? Algunas de estas preguntas pueden ser resueltas en futuros trabajos.   
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RESUMEN   
Se presenta la contribución al momento dipolar cromomagnético anómalo (MDCM ࣆෝ࢏ࢗ) de los quarks 
en el ME, a nivel de 1 lazo, donde se toman en cuenta las contribuciones de los procesos 
electrodébiles y fuertes. Se demuestra que la contribución no-Abeliana del triple vértice del gluon 
contiene una divergencia infrarroja cuando se trabaja con el gluon en capa de masa q2 = 0.   
Enfocamos nuestros resultados numéricos en el quark top por ser la partícula más pesada que 
predice el ME, y por lo tanto, la que nos da mayor aportación, ya que los quarks más ligeros estarían 
fuera de alcance de detección experimental. Evaluamos nuestros resultados en el escenario de capa 
de masa q2 = 0, y fuera de capa de masa con los valores q2  = ±ࢆ࢓

૛. Predecimos en  nuestros cálculos 
un valor para el top de  ૄ𝐭ෝ (െ𝐦𝐙

૛)=-0.0224-0.000939𝐢, cuya parte real coincide con el reciente reporte 
experimental ࣆෝ࢚𝑬ࡼࢄ ൌ െ૙. ૙૛૝ି૙.૙૙ૢା૙.૙૚૜ሺ࢚ࢇ࢚࢙ሻି૙.૙૚૚ା૙.૙૚૟ሺ࢚࢙࢙࢟ሻ, mientras que nuestra predicción para la parte 
imaginaria es debida a la parte electrodébil, que se da mediante la interacción del bosón W.  
 
INTRODUCCIÓN  
El Modelo Estándar (ME) de interacciones fundamentales es una teoría cuántica relativista que 
describe con gran precisión tres de las cuatro fuerzas fundamentales presentes en la naturaleza, que 
son, la fuerza electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte, y tiene su base matemática en el 
grupo de norma SUC (3) x SUL (2) x UY(1). El ME  es una teoría  bastante exitosa debido a que sus 
predicciones teóricas han concordado con las mediciones experimentales a una precisión sin 
precedentes, donde los resultados teóricos han sido escrutados mediante los colisionadores de 
partículas en las últimas décadas. Prueba de ello es el descubrimiento del Bosón de Higgs en el año 
2012, el cual significó su máximo triunfo teórico experimental.  Entre los ejemplos típicos de 
mediciones de precisión sobre el ME se encuentran las mediciones experimentales que se realizan 
a los momentos magnéticos anómalos de partículas elementales cargadas, como son el electrón y 
el muon [1,2], el cual  ha sido otro de los grandes logros del ME, el cálculo del momento magnético 
anómalo del electrón, donde teoría y experimento han logrado concordar en 11 cifras significativas.  
Por tal motivo, se permite abrir una línea de investigación referente a las propiedades de los quarks, 
por lo que en este trabajo nos interesamos en calcular sus momentos cromomagnéticos, que se dan 
a través de la interacción entre los quarks y gluones en cromodinámica cuántica (QCD).  
Se ha estudiado el MDCM en distintos modelos de extensión, tales como modelos de dos dobletes 
de Higgs, modelos extendidos con una dimensión extra, violación de sabor, MDCM del quark top 
inducido por un pseudoescalar masivo, etc., y en este trabajo nos enfocamos en estudiarlo en el ME, 
debido a que encontramos discrepancias con los valores reportados en la literatura [3], donde se 
argumenta que el MDCM del quark top es finito. 
Nuestro interés en enfocar nuestros resultados numéricos en el quark top se debe a que actualmente 
estudiar las propiedades de este quark, es uno de los objetivos principales del LHC, otro de los 
motivos es que el quark top es la partícula más pesada que predice el ME, cuya masa es del orden 
de a escala de Fermi, debido a esto, es natural pensar que exista una conexión con efectos de nueva 
física a escala de TeVs, lo que la hace más sensible a efectos de nueva física y nos ofrecerá 
oportunidades para conocer más allá del ME. 
Respecto al MDCM del quark top, la colaboración CMS ha reportado un reciente valor experimental 
para ࢚ࣆෞ, dado por  [4]: 
 
ࡼࢄ𝑬࢚ෝࣆ                                                                       ൌ െ૙. ૙૛૝ି૙.૙૙ૢା૙.૙૚૜ሺ࢚ࢇ࢚࢙ሻି૙.૙૚૚ା૙.૙૚૟ሺ࢚࢙࢙࢟ሻ,                                       (1) 
 
y para el momento dipolar cromoeléctrico (MDCE) el límite: 
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                                                                          หࢊ෡࢚

𝑬࢖࢞ห ൏ ૙. ૙૜,                                                                                             
(2) 
al ૢ૞% ࡺ. 𝑪.  
 
TEORÍA  
El Lagrangiano efectivo que nos da la información del momento dipolar cromoelectromagnético está 
dado de la siguiente forma [5,6]: 
 
ࢌࢌࢋࡸ                                                ൌ െ

૚
૛
ࢇ𝑨𝑩ࢀ ࢗࣆ൫ࣇࣆ࣌𝑨തതതതࢗ ൅ ࢇࣇࣆ𝑩𝑮ࢗ૞൯ࢽࢗࢊ ࢏ ,                                            (3)  

 
donde ࢀ𝑨𝑩ࢇ  es el generador de color de SU (3), A y B son los índices de color, ࣇࣆ࣌ representa el 
momento angular de espín ½,  ࢗࣆ es el factor de forma cromomagnético, ࢗࢊ es el factor de forma 
cromoeléctrico y 𝑮ࢇࣇࣆ  es el campo de fuerza del gluon. El MDCM (ࢗࣆ) y el MDCE (ࢗࢊ) se pueden 
definir sin dimensiones como [7,8]: 
 

ࢗෝࣆ                                                               ≡
ࢗ࢓
࢙ࢍ
ࢗ෡ࢊ                                 ,ࢗࣆ   ≡

ࢗ࢓
࢙ࢍ
                                          ,ࢗࢊ 

(4) 
 

siendo ࢗ࢓ la masa del quark, y ࢙ࢍ  la constante de acoplamiento de la interacción fuerte. 
 
El MDCM que nos interesa estudiar en el ME, está formado por la suma de seis contribuciones: 

 
࢏ࢗෝࣆ                                         ൌ ሻࢽሺ࢏ࢗෝࣆ ൅ ሻࢆሺ࢏ࢗෝࣆ ൅ ሻࢃሺ࢏ࢗෝࣆ ൅ ሺ𝑯ሻ࢏ࢗෝࣆ ൅ ሻࢍሺ࢏ࢗෝࣆ ൅                              ,ሻࢍሺ૜࢏ࢗෝࣆ

(5) 
 

cada una de las cuales corresponden ሺࢇሻ  al fotón tipo Schwinger ࣆෝ࢏ࢗሺࢽሻ , ሺ࢈ሻ a la interacción con el 
bosón neutro Z ࣆෝ࢏ࢗሺࢆሻ, ሺ𝐜ሻ al bosón cargado W ࣆෝ࢏ࢗሺࢃሻ, ሺࢊሻ al bosón escalar Higgs ࣆෝ࢏ࢗሺ𝑯ሻ, ሺࢍሻ al 
gluon tipo Schwinger ࣆෝ࢏ࢗ y ሺࢌሻ al tri-vértice del gluon ࣆෝ࢏ࢗሺ૜ࢍሻ ,  y sus respectivos diagramas de 
Feynman se muestran en la Fig. 1. 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                                                                                        (b) 
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(c)                                                                                           (d) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                                     (e)                                                                               (f) 
 

 
Figura 1. Contribución a nivel de un lazo al MDCM de los quarks en el ME. La contribución 

electrodébil es la suma de los diagramas (a) - (d), y la parte de QCD es la suma del diagrama de la 
contribución Abeliana (e) y de la no-Abeliana (f). 

 
Nos enfocaremos en analizar únicamente el diagrama de la Fig. 1 (f), ya que es el que se porta 
problemático, al presentar una divergencia de tipo infrarroja que se analizará matemáticamente 
mediante dos métodos distintos. 
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RESULTADOS  
El factor de forma que nos da la información del MDCM de los quarks, recibe contribuciones de los 
procesos electrodébiles y fuertes. Las contribuciones fuertes están determinadas a partir de los 
diagramas de Feynman mostrados en la Fig. 1(e) y 1 (f). El diagrama en la Fig. 1(e), es la contribución 
Abeliana, y es completamente similar a la corrección del vértice fermión-fotón en electrodinámica 
cuántica (QED), a nivel de un lazo, realizada en cálculos que presentamos en el artículo [9]. El 
diagrama en la Fig. 1 (f) es esencialmente no-Abeliano y aparece debido a la auto interacción del 
gluon. Se realizaron los cálculos de las contribuciones correspondientes, donde se obtuvo la 
siguiente amplitud tensorial: 
 

࢏ࢗࡹ
ࣆ ሺ૜ࢍሻ ൌ െ

૜࢙ࢍ૜

૛
න
࢑૝ࢊ
ሺ૛࣊ሻ૝

ഥ࢛ ሺ࢖ᇱሻ
࢑૚൫ࢻࢽ ൅࢏ࢗ࢓൯ࢻࢽ૝ࢻࢍ૚ࢻ૛

ሺ࢑૛ െ࢏ࢗ࢓
૛ ሻሺ࢑ െ ࢑ሻ૛ሺ′࢖ െ ሻ૛࢖

ሾሺ࢑ െ ૛࢖ ൅ ૜ࢻࣆࢍ૛ࢻᇱሻ࢖

൅ ሺെ૛࢑ ൅ ࢖ ൅ ૛ࢻ૜ࢻࢍࣆᇱሻ࢖ ൅ ሺ࢑ ൅ ࢖ െ ૛࢖ᇱሻࢻ૜ࢻࢍ૛ࣆሿࢻࢍ૜ࢻ૝࢛ሺ࢖ሻ. 
                                                                                                                                                          (6) 
 
La integral tensorial de la Ecu. (6) se resolvió usando el método de la parametrización de Feynman 
[10], y usando las condiciones cinemáticas y de transversalidad necesarias. 
Se realizó primero la correspondiente contracción de índices en el numerador de la Ecu. (6), se 
aplicaron las ecuaciones de Dirac, se utilizó el corrimiento encontrado en la parametrización de 
Feynman, se simplificaron los resultados y finalmente se implementó  la identidad de Gordon, de 
donde obtuvimos la información para el MDCM de los quarks, que está dada mediante: 
 

ሻࢍሺ૜࢏ࢗෝࣆ ൌ
࢏ࢗ࢓

࢙ࢍ
૟࢙ࢍ૜

૜૛࣊૛
න ࢞ࢊ
૚

૙
න ࢟ࢊ
૚

૙
න ࢠࢊ
૚

૙
ሺ૚ࢾ െ ࢞ െ ࢟ െ ሻࢠ

࢞ሺ࢏ࢗ࢓ ൅ ࢟ െ ૚ሻሺ࢞ ൅ ሻ࢟
࢏ࢗ࢓
૛ ሺ࢞ ൅ ࢟ െ ૚ሻ૛ െ ࢟࢞૛ࢗ

. 

                                                                                                                                             (7) 
Después de realizar algunas simplificaciones a la Ecu. (7), llegamos a: 
 

ሻࢍሺ૜࢏ࢗෝࣆ ൌ ࢏ࢗ࢓
૛ ૜
૝࣊
࢙ࢻ න ࢠࢊ

૚

૙
න ࢞ࢊ
૚ିࢠ

૙

ࢠሺࢠ െ ૚ሻ
࢏ࢗ࢓
૛ ૛ࢠ ൅ ࢞ሺ࢞૛ࢗ ൅ ࢠ െ ૚ሻ

. 

              (8) 
 
Dicho integrando es inestable, característica ya identificada en la literatura [11], ya que si resolvemos 
la integral primeramente para el caso del gluon en capa de masa, es decir, en ࢗ૛ ൌ ૙, la integral de 
la Ecu. (8) se reduce a: 
 

ሻࢍሺ૜࢏ࢗෝࣆ ൌ ࢏ࢗ࢓
૛ ૜
૝࣊
࢙ࢻ න ࢠࢊ

૚

૙
න ࢞ࢊ
૚ିࢠ

૙

ሺࢠ െ ૚ሻ૛

࢏ࢗ࢓
૛ ࢠ

ൌ
૜
૝࣊
࢙ࢻ න ࢠࢊ

૚

૙

ሺ૚ െ ࢠሻሺࢠ െ ૚ሻ
ࢠ

ൌ
૜࢙ࢻ
૝࣊

ቈെ
૛ࢠ

૛
൅ ૛ࢠ െ 𝐥𝐨𝐠 ሺ ሻ቉ࢠ |૙૚ , 

                                                           (9) 
 

donde podemos observar que el resultado de la integral en la Ecu. (9) no converge en {0}, por lo que 
tenemos una divergencia para cualquier quark cuando se toma ࢗ૛ ൌ ૙, obteniendo concordancia con 
los resultados mostrados en la Ref. [11], donde señalan esta divergencia, sin embargo, nosotros 
fuimos un paso más allá y analizamos la divergencia por dos métodos distintos. Esta definición es 
entonces problemática, ya que requiere el uso de la teoría de perturbaciones a energía cero, donde 
esta no es válida para interacciones fuertes. Un problema relacionado es que los valores medidos 
de las constantes físicas y las masas relacionadas con las interacciones fuertes se conocen a altas 
energías, no en ࢗ૛ ൌ ૙ . Sin embargo, podemos usar las mismas técnicas para calcular el factor de 
forma anómalo cromomagnético y, por lo tanto, el MDCM en una escala de energía más alta [11]. 
Calculamos entonces el ࣆෝ࢏ࢗ en una energía correspondiente a la masa del bosón Z, es decir, en un 
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momento de transición del gluon en un momento espacialoide ࢗ૛= െࢆ࢓
૛  y temporaloide ࢗ૛ = ൅ࢆ࢓

૛. 
Los valores numéricos obtenidos en estos momentos de transición para la contribución del tri-vértice 
del gluon al MDCM de los quarks resultaron ser los siguientes: 

 
 

Tabla 1: ࣆෝࢗሺ૜ࢍሻ para todos los quarks en el momento transferido del gluon q2=െࢆ࢓
૛, 0, ൅ ࢆ࢓

૛. 
 
Los mismos resultados se obtuvieron con un segundo método, el método de descomposición 
tensorial de las funciones escalares de Passarino-Veltman (PV), donde se corrobora y se muestra 
más claramente la divergencia infrarroja encontrada, cuando se trabaja con el  gluon en capa de 
masa.  
Mediante este método de parametrización de Feynman, se obtuvieron las contribuciones totales al 
MDCM del quark top, de los diagramas mostrados en la Fig. 1, dichos valores numéricos se muestran 
a continuación: 
 

 
Tabla 2: MDCM del quark top en el momento transferido del gluon ࢗ૛ ൌ െࢆ࢓

૛, 0, ൅ࢆ࢓
૛. 

 
Donde podemos observar que numéricamente la contribución del diagrama del tri-vértice del gluon, 
presenta la divergencia infrarroja cuando trabajamos con el gluon en capa de masa. 
 
Podemos observar también en la Fig. 2, el comportamiento y valor total de ࣆෝ࢚, en los dos escenarios, 
െࢆ࢓

૛ y ࢆ࢓
૛. 

 
 
 
 
 
 

 ሻ q2ࢍሺ૜ࢗෝࣆ
െࢆ࢓

૛ 0 ൅ࢆ࢓
૛, 

 ሻࢍሺ૜࢛ෝࣆ
 ሻࢍሺ૜ࢊෝࣆ
 ሻࢍሺ૜࢙ෝࣆ
 ሻࢍሺ૜ࢉෝࣆ
 ሻࢍሺ૜࢈ෝࣆ
 ሻࢍሺ૜࢚ෝࣆ

െ૜. ૚૟ ൈ ૚૙ି૚૙ 
െ૚. ૜૜ ൈ ૚૙ିૢ 
െ૜. ૞ૢ ൈ ૚૙ିૠ 
െ૜. ૟૛ ൈ ૚૙ି૞ 
െ૛. ૞૝ ൈ ૚૙ି૝ 
െ૛. ૚૜ ൈ ૚૙ି૛ 

Divergencia IR 
Divergencia IR 
Divergencia IR 
Divergencia IR 
Divergencia IR 
Divergencia IR 

૜. ૚૟ ൈ ૚૙ି૚૙ െ ૞. ૚૟ ൈ ૚૙ି૚૚࢏ 
૚. ૜૜ ൈ ૚૙ିૢ െ ૛. ૜૞ ൈ ૚૙ି૚૙࢏ 
૜. ૞ૢ ൈ ૚૙ିૠ െ ૢ. ૟૚ ൈ ૚૙ିૡ࢏ 
૜. ૟૙ ൈ ૚૙ି૞ െ ૚. ૠ૛ ൈ ૚૙ି૞࢏ 
૛. ૝૜ ൈ ૚૙ି૝ െ ૚. ૠૡ ൈ ૚૙ି૝࢏ 
െ૚. ૛૚ ൈ ૚૙ି૛ െ ૛. ૞૞ ൈ ૚૙ି૛࢏ 

 
 ࢚ෝࣆ

q2 

െࢆ࢓
૛ 0 ൅ࢆ࢓

૛ 
 ࢽ
Z 
H 
W 
g 

3g 
Total 

2.64ൈ ૚૙ି૝ 
-1.80ൈ ૚૙ି૜ 
1.89ൈ ૚૙ି૜ 

-3.43ൈ ૚૙ି૞ െ ૢ. ૜ૢ ൈ
૚૙ି૝࢏ 

-1.50ൈ ૚૙ି૜ 
-2.13ൈ ૚૙ି૛ 

-2.24ൈ ૚૙ି૛ െ9.39ൈ
૚૙ି૝࢏ 

2.76ൈ ૚૙ି૝ 
-1.86ൈ ૚૙ି૜ 
1.94ൈ ૚૙ି૜ 

-2.81ൈ ૚૙ି૟ െ ૚. ૛૜ ൈ
૚૙ି૜࢏ 

-1.57ൈ ૚૙ି૜ 
Divergencia IR 
Divergencia IR 

2.90ൈ ૚૙ି૝ 
-1.92ൈ ૚૙ି૜ 
2.01ൈ ૚૙ି૜ 

1.44ൈ ૚૙ି૝ െ ૚. ૚ૡ ൈ
૚૙ି૜࢏ 

-1.64ൈ ૚૙ି૜ 
-1.22ൈ ૚૙ି૛ െ2.56ൈ

૚૙ି૛࢏ 
-1.34 ൈ ૚૙ି૛ െ 2.68 ൈ
૚૙ି૛࢏ 
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Figura 2. MDCM del quark top como función del momento transferido del gluon ࢗ૛ ൌ േࡹ૛,ࡹ ൌ
ሾ૙, ૛૙૙ሿ𝑮ࢂࢋ, la línea azul indica ࡹ ൌ  en (a) se aprecia el comportamiento correspondiente al ,ࢆ࢓

momento espacialoide ࢗ૛ ൌ െࢆ࢓
૛ y en (b) el temporaloide ࢗ૛ ൌ ൅ࢆ࢓

૛. Se muestra también la 
comparación respecto del valor experimental ࣆෝ࢚𝑬ࡼࢄ ൌ െ૙. ૙૛૝ି૙.૙૙ૢା૙.૙૚૜ሺ࢚ࢇ࢚࢙ሻି૙.૙૚૚ା૙.૙૚૟ሺ࢚࢙࢙࢟ሻ. 

 
 

Trabajando ahora el mismo problema de  
 ሻ,  pero ahora usando el método de reducción tensorial de las funciones escalares de PVࢍሺ૜ࢗෝࣆ
obtenemos fuera de capa de masa ࢗ૛ ് ૙ el siguiente resultado: 
 

ሻࢍሺ૜ࢗෝࣆ ൌ
૜࢙ࢻ
૝࣊

ࢗ࢓
૝

ሺࢗ૛ െ ૝ࢗ࢓
૛ሻ૛

ቈૡ െ
૛ࢗ૛

ࢗ࢓
૛ ൅ ቆૡ ൅

૛ࢗ

ࢗ࢓
૛ቇ ൫𝑩૙૚

૜ࢍ െ 𝑩૙૛
૜ࢍ൯ െ ૟ࢗ૛𝑪૙

૜ࢍ቉ 

(10) 
Donde 𝑩૙૚

૜ࢍ ≡ 𝑩૙൫ࢗ࢓
૛, ૙,ࢗ࢓

૛൯, 𝑩૙૛
૜ࢍ ≡ 𝑩૙ሺࢗ૛, ૙, ૙ሻ, 𝑪૙  ࢟

૜ࢍ ≡ 𝑪૙൫ࢗ࢓
૛,ࢗ࢓

૛, ,૛ࢗ ૙,ࢗ࢓
૛, ૙൯.  Dichos 

resultados los obtuvimos ayudados del software Mathematica, FeynCalc y Package-X. El término  
 
                                                                       𝑩૙૚

૜ࢍ െ 𝑩૙૛
૜ࢍ ൌ െ 𝐥𝐨𝐠 ሺെࢗ࢓૛

૛ࢗ
ሻ,                                                                      

(11) 
 
es responsable del mal comportamiento del gluon en capa de masa, específicamente debido a 𝑩૙૛

૜ࢍ. 
Este logaritmo problemático también se indicó en la Ref. [12], pero no se mostró la función escalar 
correspondiente que lo genera, mientras que en la Ref. [11] no es proporcionado analíticamente, 
pero este problema se identificó numéricamente en sus gráficas.  
En el escenario en capa de masa ࢗ૛ ൌ ૙, regularizamos dimensionalmente la función de PV  𝑩૙૛

૜ࢍ ≡
𝑩૙ሺࢗ૛, ૙, ૙ሻ,  mediante la función escalar de dos puntos [13] para revelar el polo divergente IR ૚/ࢿ𝑰ࡾ, 
inducido cuando ࢗ૛ → ૙, lo que nos lleva al resultado: 
 

                                                 𝑩૙૛
૜ࢍ ≡ 𝑩૙ሺ૙, ૙, ૙ሻ ൌ ࢂࢁ∆ െ ∆𝑰ࡾൌ  

૚
ࢂࢁࢿ
െ ૚
ࡾ𝑰ࢿ
,                                                  

(12) 
 

además, el último término de la Ecu. (10) desparece, ya que  
 
                                                                                 𝐥𝐢𝐦

૛→૙ࢗ
૛𝑪૙ࢗ

૜ࢍ ൌ ૙.                                                                (13) 

 
Por lo tanto, el MDCM que corresponde al diagrama del tri-vértice del gluon, cuando el gluon está en 
capa de masa, toma la forma final 
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ሻࢍሺ૜ࢗෝࣆ                                                               ൌ
૜࢙ࢻ
ૡ࣊
൬∆𝑰ࡾ ൅ 𝐥𝐨𝐠

૛ࣆ

૛ࢗ࢓
൅ ૜൰,                                                    (14) 

 
donde ∆𝑰ࡾ contiene el polo ૚/ࢿ𝑰ࡾ, de naturaleza infrarroja.  
Hemos comprobado entonces también por este método de descomposición tensorial de PV, la 
divergencia de ࣆෝࢗሺ૜ࢍሻ, cuando trabajamos con el gluon en capa de masa ࢗ૛ ൌ ૙.  
 
CONCLUSIONES 
Se revisó el MDCM de los quarks en el ME, por dos métodos distintos, el método de parametrización 
de Feynman y el método de regularización dimensional de las funciones escalares de Passarino- 
Veltman, y se mostró matemáticamente por los dos métodos que el diagrama correspondiente al tri-
vértice del gluon contiene una divergencia infrarroja cuando se trabaja con el gluon en capa de masa 
q2 = 0. Por lo que, el MDCM debe ser evaluado fuera de capa de masa, específicamente evaluamos 
nuestros resultados numéricos en el momento de transferencia del gluon espacialoide q2=െࢆ࢓

૛ y 
temporaloide q2= ൅ࢆ࢓

૛. La predicción más importante de nuestro trabajo es la evaluación del MDCM 
del quark top en el valor espacialoide  ࢚ࣆෞ(െࢆ࢓

૛)=-0.0224-0.000939࢏, cuya parte real coincide con el 
reciente reporte experimental ࣆෝ࢚𝑬ࡼࢄ ൌ െ૙. ૙૛૝ି૙.૙૙ૢା૙.૙૚૜ሺ࢚ࢇ࢚࢙ሻି૙.૙૚૚ା૙.૙૚૟ሺ࢚࢙࢙࢟ሻ ሾ૝ሿ , mientras que nuestra 
predicción para la parte imaginaria es debida a la parte electrodébil que se da mediante la interacción 
del bosón W. 
Por otro lado, el quark top es la partícula más pesada que predice el ME, y es más sensible a efectos 
de nueva física, lo que nos ofrecerá oportunidades de información sobre física más allá del ME. 
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RESUMEN   
Con el descubrimiento del bosón de Higgs en el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) se abren 
nuevas líneas de investigación y se da inicio a una nueva etapa de exploración del universo. Sería 
el comienzo para determinar si el bosón descubierto corresponde al Higgs predicho por el modelo 
estándar (ME) o es un Higgs de una teoría más general; se buscará también establecer si hay más 
partículas de las ya descubiertas o sólo existen aquéllas que ya se han identificado en el laboratorio. 
Para su estudio se han propuesto distintas extensiones del ME, una de ellas se le conoce como el 
modelo Bestest Little Higgs (BLH). Este modelo resulta interesante porque genera nuevas partículas 
con masas del orden de los TeVs y proporciona una posible explicación al problema de la jerarquía 
de masa del bosón de Higgs, que es otra de las cuestiones fundamentales que aún deja sin respuesta 
el modelo estándar. De esta manera, la propuesta en este trabajo consiste en estudiar las 
propiedades de un escalar exótico masivo (denotado comR ı) eQ el PaUcR del BLH. EQ SaUWicXlaU, Ve 
analiza la interacción del nuevo escalar con un fotón y un bosón Z que se induce a nivel de un lazo 
a través de contribuciones virtuales del quark top del ME. 
Para el proceso mencionado, se determinaron la fracción de decaimiento y su correspondiente 
sección eficaz de producción vía fusión de gluones. Estos parámetros están en función de la escala 
de energía a la cuál surge el modelo BLH y proponemos un escenario de energías comprendido 
entre 700 GeV y 3000 GeV para su estudio fenomenológico. Así, nuestras predicciones fueron: 
Br ሺ࣌ → ሻࢆࢽ  ൌ ሾ૚૙ିૡ, ૚૙ିૢ ሿ  y ࣌ሺ ࢍࢍ → ࣌ → ሻ ࢆࢽ ൌ ሾ૚૙ି૟, ૚૙ିૢ ሿ  fb para la escala de energía 
establecido. En la región de análisis encontramos que el parámetro Br ሺ࣌ → ࢆࢽ ) está bastante 
suprimida ya que nos genera una contribución muy pequeña para la sección eficaz asociada. 
Tomando en cuenta que la luminosidad integrada esperada en el LHC se ha proyectado a 3 000 fb^-
1 [1, 2], en este escenario sería muy difícil observar algún evento relacionado al proceso ࣌ →  .ࢆࢽ
 
INTRODUCCIÓN  
Actualmente el ME es un modelo bastante exitoso debido a que describe de manera satisfactoria los 
componentes de la materia y sus interacciones, sin embargo, no es la teoría final ya que con el 
descubrimiento del bosón de Higgs se han ido generando nuevas teorías conocidas como 
extensiones del ME, estas nuevas teorías buscan determinar si el Higgs descubierto corresponde al  
del ME o es de una teoría más general, además pretenden explicar algunos de los misterios que aún 
prevalecen en nuestro universo, como la materia y energía oscura o el problema de la jerarquía de 
masa, sólo por mencionar algunos ejemplos. En particular, el  BLH es un modelo que proporciona 
una solución elegante al problema de la jerarquía introduciendo nuevas partículas a la escala de 
tera-electronvoltios para cancelar las divergencias cuadráticas a la masa del bosón de Higgs. Otra 
característica del modelo mencionado es que no está limitado por datos de precisión electrodébil 
como lo están los modelos Little Higgs (LH) [3, 4, 5], esto se debe a la presencia de una simetría de 
custodia y a su particular manera de incorporar dos simetrías distintas que se rompen en subgrupos 
diagonales a diferentes escalas, permitiendo así que los nuevos bosones y fermiones obtengan sus 
masas a distintas escalas. Estas peculiaridades establecen la viabilidad del modelo. 
En el sector fermiónico del BLH se generan cuatro compañeros del quark top (ࢀ, ,૞ࢀ ,૟ࢀ  ૛/૜)  deࢀ
carga ૛/૜, un compañero del quark bottom (B)  de carga െ૚/૜ y un quark exótico (ࢀ૞/૜)  de carga 
૞/૜. En cuanto al sector de norma, los nuevos bosones que surgen son: ࢆᇱ y ࢃᇱേ. Mientras que en 
el sector escalar, se generan cinco estado físicos del Higgs: tres campos neutros (ࢎ૙,𝑯૙ y 𝑨૙)  y dos 
campos cargados (𝑯േ). En este sector aparece también un escalar pesado (࣌) que será crucial para 
generar un acoplamiento cuártico de Higgs exitoso pero también será el objeto de nuestro estudio. 
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TEORÍA  
 El BLH está basado en dos modelos sigma no lineales independientes ( ᎂ  y ࢤ ): el valor de 
expectación del vacío (vev) del campo ᎂ, ⟨ࢳ⟩ ൌ ૚૟, rompe la primera simetría global 𝐒𝐎ሺ૟ሻ𝐀 ൈ 𝐒𝐎ሺ૟ሻ𝐁  
al grupo diagonal 𝐒𝐎ሺ૟ሻ𝐕 a la escala de energía ࢌ~૚ TeV, y un campo ઢ con su vev ⟨∆⟩ ൌ ૚૟, rompe 
la segunda simetría global 𝐒𝐔ሺ૛ሻ𝐂 ൈ 𝐒𝐔ሺ૛ሻ𝐃 al subgrupo diagonal ሺ૛ሻ a la escala 𝑭~૜ࢁࡿ   TeV. 
Después del rompimiento de la simetría 𝐒𝐎ሺ૟ሻ𝐀 ൈ 𝐒𝐎ሺ૟ሻ𝐁 se generan nuevas partículas (15 
pseudobosones de Nambu-Goldstone) que están parametrizados como  ૖𝐚 y િ𝐚, 𝐚 ൌ ૚, ૛, ૜, dos 
vectores de Higgs ࢎ૚  y ࢎ૛ de  𝐒𝐎ሺ૝ሻ  y un escalar real ࣌ . La incorporación de los campos 
mencionados al campo ࢳ se estructura de la siguiente manera: 

 

ࢳ  ൌ ࢋ
ࢰ࢏
ࢌ ࢋ

૛ࢎࢰ࢏
ࢌ ࢋ

ࢰ࢏
ࢌ ,                                                                (1)   

 
siendo ࢰ y ࢎࢰ   matrices complejas y antisimétricas dados por  
 

ࢰ ൌ

(

  
 

ࢇࡸࢀࢇሺࣘ࢏  ൅ ሻ૝ൈ૝ࢇࡾࢀࢇࣁ ૙ ૙

૙ ૙
࣌࢏
√૛

૙ െ
࣌࢏
√૛

૙
)

  
 
, ࢎࢰ            ൌ

 ࢏
√૛
ቌ
૙૝ൈ૝ ૚ࢎ ૛ࢎ
െࢎ૚ࢀ ૙ ૙
െࢎ૛ࢀ ૙ ૙

ቍ,               ሺ૛ሻ 

 
los ࢇࡾ,ࡸࢀ  representan a los generadores del grupo ࡻࡿሺ૟ሻ [6]. Con respecto a la segunda simetría 
global, los bosones de Nambu-Goldstone están parametrizados en ࢤ como 
 

∆ൌ 𝑭 ࢋ૛ࢊࢰ          , ࢊࢰ ࢏ ൌ
૚
૛
ሺࢇ࣎ࢇ࣑ሻ,                                                               ሺ૜ሻ 

 
donde  ࢇ࣑ representan los bosones de Nambu-Goldstone y ࢇ࣎ las matrices de Pauli generadores de 
la simetría 𝐒𝐔ሺ૛ሻ.  
En el sector escalar del modelo BLH, el potencial de Higgs se construye a partir de los campos de 
Higgs ࢎ૚ y ࢎ૛ [6, 7, 8], 
 

ࢂ ൌ
૚
૛
૚࢓
૛ࢎ૚ࢎࢀ૚ ൅

૚
૛
૛࢓
૛ࢎ૛ࢎࢀ૛ െ 𝑩ࢎࣆ૚ࢎࢀ૛ ൅

૙ࣅ
૛
ሺࢎ૚ࢎࢀ૛ሻ૛.                                      ሺ૝ሻ 

 
A través de este potencial se genera el rompimiento espontáneo de la simetría que se logra cuando 
ࢂ  alcanza su estado de mínima energía, a lo que se traduce en transformar las primeras 
componentes de ࢎ૚  y ࢎ૛  por sus respectivos vevs, ࢜૚ y ࢜૛ relacionados entre sí por el siguiente 
ángulo de mezcla 
 

𝐭𝐚𝐧ࢼ ൌ
૚࢜
૛࢜
ൌ
૛࢓

૚࢓
.                                                                                      ሺ૞ሻ 

 
Estos vevs se relacionan con el vev del ME, como ࢜૛ ൌ ૚૛࢜ ൅ ૛૛࢜ . En este sector, a partir de la 
diagonalización de la matriz de masa se generan tres campos escalares físicos neutros ሺࢎ૙,𝑯૙, 𝑨૙) 
y dos campos escalares físicos cargados ሺ𝐇േ). En el potencial de Higgs los cuatro parámetros 
,૛࢓,૚࢓ 𝑩ࣆ  y ࣅ૙ [8], se expresan en términos de las masas de los bosones ࢎ૙  y 𝑨૙  que son 
parámetros bastante accesibles fenomenológicamente, 
 

૙ࣅ ൌ
૙ࢎ࢓
૛

૛࢜
 ቆ

૙ࢎ࢓
૛ െ࢓𝑨૙

૛

૙ࢎ࢓
૛ െ࢓𝑨૙

૛ ૛࢔࢏࢙ ૛ࢼ
ቇ,                                                                     ሺ૟ሻ 
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𝑩ࣆ ൌ
૚
૛
൫࢓𝑨૙

૛ ൅ ૛൯࢜૙ࣅ 𝐬𝐢𝐧 ૛ࢼ,                                                                              ሺૠሻ 
 

 𝑯േ࢓
૛ ൌ 𝑨૙࢓ 

૛ ൌ ૚࢓ ൅࢓૛ ,                                                                                        ሺૡሻ 
 

𝑯૙࢓
૛ ൌ

𝑩ࣆ
𝐬𝐢𝐧 ૛ࢼ

൅ ඨ൬
𝑩ࣆ

ࢼ૛࢔࢏࢙
൰
૛

െ ૛ࣅ૙𝑩࢜ࣆ૛ 𝐬𝐢𝐧 ૛ࢼ ൅ ሺࣅ૙࢜૛  ሻ૛,              ሺૢሻࢼ૛࢔࢏࢙

 
࣌࢓
૛ ൌ ૛ࣅ૙ࢌ૛࣌ࡷ.                                                                                                       ሺ૚૙ሻ 

 
La masa del escalar ࣌ está en términos de ࣅ૙  y del parámetro libre ࣌ࡷ . Por las condiciones de 
perturbatividad se impone que ࣅ૙ ൏ ૝[7] ࣊, en consecuencia 
 

૚ ൏ 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൏

√
ളള
ളള
ളള
ളള
ളള
ለ

૛ ൅ ૛ඨቆ૚ െࢎ࢓૙
૛

𝑨૙࢓
૛ ቇ ቆ૚ െ

૙ࢎ࢓
૛

૝࢜࣊૛ቇ

૙ࢎ࢓
૛

𝑨૙࢓
૛ ቆ૚ ൅࢓𝑨૙

૛ െࢎ࢓૙
૛

૝࢜࣊૛ ቇ
െ ૚ ૚      ࢟        ൏ ࣌ࡷ ൏

૚૟ ࣊૛

࣊૙ሺૡࣅ െ ૙ሻࣅ
 .                ሺ૚૚ሻ 

 
Para llevar a cabo el cálculo de la amplitud a nivel de un lazo del proceso ࣌ →  se requerirá la ࢆࢽ
siguiente regla de Feynman mostrada en la Tabla 1. En tabla, ࢚࢟ representa el acoplamiento de 
Yukawa del quark top. Para el proceso de nuestro interés, en la fluctuación cuántica están 
involucrados el quark top del ME y sus compañeros ࢀ, ,૞ࢀ  ૟ que son partículas propias del modeloࢀ
BLH. Sin embargo, en este trabajo sólo se considerará la contribución del quark top, pues resulta ser 
la dominante (ver Figura 1).  
 

Interacciones Reglas de Feynman 
 
 ࢚࢚̅࣌

െ࢚࢟ ࢜ 𝐜𝐨𝐬 ࢼ
√૛ ࢌ

 

 
Tabla 1. Vértice en el modelo BLH. 

 

 
 

Figura 1. Diagramas de Feynman que contribuyen al decaimiento ࣌ → ᖤࢆ. 
 
Para el decaimiento ࣌ → ᖤࢆ tenemos que su amplitud asociada es 
 

गሺ࣌ → ᖤࢆሻ ൌ 𝑨ᖤࢆ൫ሺࢆ࢓
૛െ࣌࢓

૛ሻ ࣇࣆࢍ ൅ ૛ ࢑૚࢑ࣇ૛
∗ࣆ൯ࣕࣆ ሺ࢑૚ሻࣕࣇ∗ሺ࢑૛ሻ,                                  ሺ૚૛ሻ 

 
con el factor de forma 
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   𝑨ᖤࢆ ൌ
૚

ૠ૛√૛ ࣊૛ 𝐜𝐨𝐬 ࢃࣂ  ሺࢆ࢓
૛െ࣌࢓

૛ሻ૛ ࢌ
ሺ࢏ 𝐜𝐨𝐬 ࢚࢓ ૛ࢍ ࢼ  𝐬𝐢𝐧 ࢃࣂ ሺૡ 𝐬𝐢𝐧.૛ ࢃࣂ െ ૜ሻ࢚࢟ ࢜  

ൈ ቀ൫ࢆ࢓
૛െ࣌࢓

૛൯ ൫ሺࢆ࢓
૛൅૝࢚࢓

૛െ࣌࢓
૛൯𝑪૙ሺ૚ሻ ൅ ૛ቁ ൅ ૛ࢆ࢓

૛ ሺ𝑩૙ሺ૛ሻ
െ 𝑩૙ሺ૚ሻሻ ሻ ሻ,                         ሺ૚૜ሻ 

 
siendo 𝑪૙ሺ૚ሻ ൌ 𝑪૙൫ࢆ࢓

૛,࣌࢓
૛, ૙,࢚࢓

૛,࢚࢓
૛,࢚࢓

૛൯,  𝑩૙ሺ૚ሻ ൌ 𝑩૙ሺ ࣌࢓
૛,࢚࢓

૛,࢚࢓
૛ሻ  y 𝑩૙ሺ૛ሻ ൌ 𝑩૙൫ࢆ࢓

૛,࢚࢓
૛,࢚࢓

૛൯  las 
funciones escalares de Passarino-Veltman. Para este proceso, la anchura de decaimiento que se 
obtiene es lo siguiente 

ડሺ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ
૚
૛૝
ሺ࣌࢓

૛ െࢆ࢓
૛ሻ૜

࣌࢓ ࣊
૜ |𝑨ࢆࢽ|૛.                                                            ሺ૚૝ሻ 

 
Presentamos también un estudio de la sección eficaz de producción, vía fusión de gluones del 
escalar ࣌  decayendo a un fotón y un bosón Z. Para este propósito, hacemos uso de las fracciones 
de decaimiento 𝑩࢘ሺ࣌ → ࣌ሺ࢘ሻ  y 𝑩ࢍࢍ → -ሻ. De manera que al considerar el propagador de Breitࢆࢽ
Wigner, la sección eficaz en la resonancia tiene la siguiente forma 
 

ોሺࢍࢍ → ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ
࣊
૚૛
𝑩࢘ሺ࣌ → ࣌ሺ࢘ሻ𝑩ࢍࢍ → ሻࢆࢽ

࣌࢓
૛  .                                          ሺ૚૞ሻ 

 
RESULTADOS  
En el modelo BLH se establecen dos escenarios de estudio: 

1. el escenario general, asume que ࢎ૙ es ligero y representa el bosón de Higgs del ME mientras 
que las masas de los otros bosones de Higgs 𝑯૙, 𝑨૙ pueden variar, y 

2. el escenario cuasi-degenerado, con una ligera degeneración entre la masas de ࢎ૙ y 𝑨૙. 
En este trabajo hemos elegido como escenario de estudio el caso general, debido a que está en 
mejor acuerdo con los resultados del LHC [7]. Existe además ciertas limitaciones experimentales y 
teóricas  que se demandan sobre el modelo BLH. La primera, ࢓𝑨૙ ൐ ૜૞૙ GeV para 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൏ ૞ de 
acuerdo a las restricciones más recientes proporcionadas por las colaboraciones ATLAS y CMS 
[9,10]. La segunda, la escala de energía ࢌ tomará valores en el intervalo ૠ૙૙ ൏ ࢌ ൏ ૜૙૙૙ GeV  
[7,11] como resultado de escanear todos los valores posibles de ࢚࢟ obedeciendo la condición de 
pertubatividad, ࢚࢟ ൏ ૝[12] ࣊. 
A continuación, estableceremos dos escenarios de estudio para la masa del bosón 𝑨૙ esto debido a 
su estrecha relación con la masa del escalar ࣌ de nuestro interés: 1) ࢓𝑨૙ ൌ ૞૙૙ GeV, y 2) ࢓𝑨૙ ൌ
૚૙૙૙ GeV. Tomando en cuenta la relación de ࢓𝑨૙ con el parámetro ࢼ en la ecuación (10) derivamos 
el siguiente espacio de parámetros para el escenario 1, ૚ ൏ 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൏  ૟. ૡ૜, y para el escenario 2, 
૚ ൏ 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൏ ૚૙. ૝૞. Sin embargo, debemos restringir el parámetro 𝐭𝐚𝐧ࢼ a los valores derivados del 
análisis experimental en el BLH [9,10], es decir, 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൏ ૞. De esta manera, elegimos trabajar con 
el valor fijo de 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൌ ૜. Respecto al parámetro ࣌ࡷ, a través de la ecuación (11), para los dos 
escenarios obtenemos 1) ૚ ൏ ࣌ࡷ  ൏  ૠ. ૢ૞  y 2) ૚ ൏ ࣌ࡷ   ൏  ૡ. ૠ૝ ; por lo tanto, para nuestras 
evaluaciones numéricas elegimos valores fijos de ࣌ࡷ ൌ ૛, ૟  que satisfacen ambos escenarios. 
Resumimos estos dos escenarios en la  Tabla 2. 
 

Escenario 1 Escenario 2 

𝑨૙࢓ ൌ ૞૙૙ GeV ࢓𝑨૙ ൌ ૚૙૙૙ GeV 
࣌ࡷ ൌ ૛ ࣌ࡷ ൌ ૟ ࣌ࡷ ൌ ૛ ࣌ࡷ ൌ ૟ 

 
Tabla 2. Escenarios de estudio para la masa del escalar ࢓𝑨૙, con 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൌ ૜. 

 
Para los dos escenarios de estudio establecidos, determinamos las fracciones de decaimiento (ver 
Figura 2) correspondiente al proceso de nuestro interés, para su cálculo se ha considerado la 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 36 
 

anchura total ࣌ࢣ como la suma de las anchuras parciales de los siguientes modos de decaimiento: 
,࢚࢚̅ ,ࢽࢽ ,ࢆࢽ ࢍࢍ . Enumeramos algunos valores específicos de Br(࣌ →  en la Tabla 3 para el (ࢆࢽ
escenario 1 y escenario 2, respectivamente. 
 

 
a)                                                                          b) 

Figura 2. Las fracciones de decaimiento para ࣌ →  .escenario 1 y (b) escenario 2 (a) :ࢆࢽ
 

 
 [TeV] ࢌ

𝑩࢘ሺ࣌ →  (ࢆࢽ
Escenario 1 Escenario 2 

𝐊ો ൌ ૛ 𝐊ો ൌ ૟ 𝐊ો ൌ ૛ 𝐊ો ൌ ૟ 
૙. ૠ  ૜. ૢ૙ ൈ ૚૙ିૡ ૛. ૞૙ ൈ ૚૙ିૡ ૝. ૙૝ ൈ ૚૙ିૡ ૛. ૟૚ ൈ ૚૙ିૡ 
૚. ૙ ૛. ૢ૜ ൈ ૚૙ିૡ ૚. ૡ૜ ൈ ૚૙ିૡ ૜. ૙૞ ൈ ૚૙ିૡ ૚. ૢ૚ ൈ ૚૙ିૡ 
૛. ૙ ૚. ૟૙ ൈ ૚૙ିૡ ૢ. ૜૚ ൈ ૚૙ିૢ ૚. ૟ૡ ൈ ૚૙ିૡ ૢ. ૠૢ ൈ ૚૙ିૢ 
૜. ૙ ૚. ૙ૡ ൈ ૚૙ିૡ ૟. ૙૛ ൈ ૚૙ିૢ ૚. ૚૜ ൈ ૚૙ିૡ ૟. ૜૞ ൈ ૚૙ିૢ 

 
Tabla 3. Algunos valores de Br(࣌ →  .en los dos escenarios de estudio (ࢆࢽ

 
En la Figura 3 mostramos también  el comportamiento de la sección eficaz de producción del escalar 
ı Yta fXViyQ de glXRQeV cRPR fXQciyQ de la eVcala de eQeUgta ࢌ ൌ ሾ૙. ૠ, ૜ሿ TeV. De acuerdo a la 
figura, la contribución ligeramente dominante surge en el escenario 2 particularmente para ࣌ࡷ ൌ ૛, 
obteniéndose  ࣌ ሺࢍࢍ → ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ ሾ૚૙ି૟, ૚૙ିૡሿ fb; mientras que  la contribución suprimida se  logra 
en el escenario 1 cuando  ࣌ࡷ ൌ ૟, obteniéndose ࣌ ሺࢍࢍ → ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ ሾ૚૙ିૠ, ૚૙ିૢሿ fb. 
 

  
a)                                                                       b) 

Figura 3. Sección eficaz de producción del escalar ࣌ vía fusión de gluones con un fotón y un bosón 
Z como estados finales: (a) escenario 1  y (b) escenario 2. 
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CONCLUSIONES 
En este trabajo hemos realizado el estudio fenomenológico del escalar pesado ࣌ en el escenario del 
BLH debido a que en la literatura no se ha llevado a cabo estudios referentes a este partícula exótica, 
pero sí para escalares como 𝑨૙ ࢟ 𝑯૙ que surgen también en  modelos con dos dobletes de Higgs 
(2HDM) tipo II, tipo III y tipo IV. En cuanto al modelo BLH su característica principal es poseer una 
simetría de custodia [13]  después del rompimiento de la simetría global, haciendo que el modelo 
sea finito, lo cual  no sucedía con otros modelos tipo Little Higgs. Otra característica propia del BLH 
consiste en tener a un escalar masivo ࣌, dicho escalar desempeña una papel importante en la teoría 
ya que elimina las divergencias que surgen en algunas interacciones, especialmente en el sector 
cuartico.  
Particularmente, en el BLH se determinó la fracción de decaimiento y la sección eficaz del proceso 
࣌ →  𝑨૙ con ࢟ ૙ࢎ a nivel de un lazo en el escenario de masas no degenerado de los escalares ࢆࢽ
una escala de energía de estudio  de ࢌ ൌ ሾ૙. ૠ, ૜ሿ TeV y ࢓𝑨૙ ൐ ૜૞૙ GeV para 𝐭𝐚𝐧ࢼ ൏ ૞  [9,10]. Se 
elige este escenario de estudio porque está de acuerdo con las restricciones más recientes 
proporcionadas por el LHC. Nuestros resultados numéricos que se obtuvieron para las fracciones de 
decaimiento de nuestro interés son: 𝑩࢘ሺ࣌ → ሻ~૚૙ିૡ para 𝐊ોࢆࢽ ൌ ૛ en el escenario 1 y escenario 2, 
y  𝑩࢘ሺ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ ሾ૚૙ିૡ,  ૚૙ିૢ] para 𝐊ો ൌ ૟ en los dos escenarios mencionados anteriormente. En 
cuanto a la sección eficaz, ࣌ ሺࢍࢍ → ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ ሾ૚૙ି૟, ૚૙ିૡሿ fb para 𝐊ો ൌ ૛ y ࣌ ሺࢍࢍ → ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ
ሾ૚૙ିૠ, ૚૙ିૢሿ fb cuando 𝐊ો ൌ ૟, esto se cumple en ambos escenario. De acuerdo a los valores 
numéricos, las fracciones de decaimiento están bastante suprimidos ya que nos generan secciones 
eficaces de producción vía fusión de gluones del escalar ࣌  no relevantes. Esto se debe a que para 
obtener una estimación del número de sucesos para un evento particular necesitamos conocer la 
sección eficaz (࣌), es decir, la probabilidad de que una colisión dé lugar a ese evento.  Entonces 
para determinar el número de sucesos que se producen de un determinado proceso físico, será 
necesario conocer la sección eficaz de producción y  la luminosidad integrada de dicho proceso. Por 
lo tanto, la expresión para el número de eventos de un proceso en un determinado tiempo es: 
 

No. de eventos = Sección eficaz x Luminosidad integrada. 
 

De acuerdo a la fórmula anterior, con el valor de ࣌ ሺࢍࢍ → ࣌ → ሻࢆࢽ ൌ ሾ૚૙ି૟, ૚૙ିૢሿ fb y considerando 
que la luminosidad integrada esperada  del LHC se proyecta que alcance los 3 000 ି࢈ࢌ૚ [1,2]  dentro 
de unos años, sería muy difícil observar algún evento relacionado con el decaimiento ࣌ →  ya que ࢆࢽ
el proceso genera una baja sección eficaz de producción por lo que es necesaria una gran 
luminosidad integrada para su observación, concluimos que dicha interacción aún no está dentro del 
rango de detección del LHC. 
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RESUMEN 
Hoy en día se busca fabricar sistemas generadores de energía alternativos a los tradicionales como 
lo son las celdas fotovoltaicas solares para uso común y/o industrial.  Los sistemas termofotovoltaicos 
han sido considerados seriamente por diversas compañías1 para aplicaciones en vehículos 
eléctricos, sistemas residenciales (calefacción y generación de electricidad) y generadores de uso 
militar. Un atractivo adicional de este tipo de generadores es que su funcionamiento no depende 
solamente de la radiación solar sino también del calor generado dentro del entorno en el que se 
encuentren integrados. Actualmente, se ha reportado para estos generadores una eficiencia del 5-
10%2 que comparada con la eficiencia de las celdas fotovoltaicas (aprox. 30 %) es aún baja.  
En este trabajo se busca mejorar la eficiencia de las celdas termofotovoltaicas empleando en la 
fabricación de los dispositivos materiales de los grupos III±V de la tabla periódica como son: Galio 
(Ga), Indio (In), Arsénico (As) y Antimonio (Sb) que absorben entre el infrarrojo cercano y el medio 
lo que se traduce en fuentes de calor aprovechables de menor temperatura (1200-1600 ºC).  
Con este fin se hicieron crecimientos epitaxiales mediante la técnica de Epitaxia en Fase Líquida 
(LPE) incorporando Nitrógeno (N) durante el proceso como lo fue agregando pequeñas cantidades 
de Nitruro de Galio (GaN) y también tratando con el disolvente Ácido Nítrico (HNO3), ya que 
anteriormente se ha reportado que la incorporación de N expande el espectro de emisión de estos 
materiales3.  
Reportamos la caracterización que se hizo mediante rayos±X de GaSbN para evaluar la posibilidad 
de que en las deposiciones quinarias pudiera haber presencia de N. Además, se caracterizó la 
fotoluminiscencia de los materiales crecidos (GaInAsSbN y GaInAsSb) a 13°K y 300°K observando 
principalmente que, a bajas temperaturas, la aleación quinaria en comparación con la cuaternaria 
mostró un pico de emisión más y emite a temperatura ambiente.  
Finalmente, reportamos el trabajo llevado a cabo en la fabricación de fotodiodos en base a estos 
materiales. Este trabajo se hace en un cuarto limpio y de entre las técnicas utilizadas en este proceso 
tenemos la deposición de soluciones mediante spinner, el proceso de fotolitografía convencional y 
el método del lift-off, así como también la deposición de metales por evaporación. 
 
INTRODUCCIÓN 
Un sistema Termofotovoltaico (TPV) se encarga de convertir radiación de baja energía proveniente 
de un emisor (generalmente radiación en el cercano infrarrojo) en electricidad por medio de 
dispositivos fotovoltaicos similares a las celdas fotovoltaicas solares convencionales. Dicha radiación 
puede ser dirigida a celdas Termofotovoltaicas que pueden ser fabricadas con semiconductores con 
un bandgap (banda prohibida) más reducido que el de las celdas solares convencionales. Entre los 
materiales que cumplen dicho requisito están el Antimoniuro de Galio (GaSb), semiconductor III-V 
(ver tabla 1) con un bandgap directo de 0.72 eV a 300°K (que le permite extender su respuesta 
espectral hasta los 1.75 micrómetros) o el Germanio (Ge) con un bandgap indirecto de 0.66 eV (y 
una respuesta espectral hasta 1.86 micrómetros).  
Las aleaciones de GaSb con los materiales de los grupos III-V de la tabla periódica pueden llegar a 
presentar emisiones infrarrojas con posibilidades de presentar una reducción notable en su 
bandgap4. Algunas de estas aleaciones III-V pueden presentar emisiones infrarrojas cercanas a 2.5 
micrómetros (Fig. 1). Aunque reducir el bandgap en estos materiales se considera una ventaja, 
dichas aleaciones III-V en contraparte, deterioran de cierta manera las propiedades optoelectrónicas 
y cristalinas de los mismos. 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 39 
 

Grupo III Grupo V 
B N 
Al P 
Ga As 
In Sb 
Tl Bi 

 
Tabla 1. Elementos de la tabla periódica de los grupos III y V 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1 BandGaps de los semiconductores cúbicos elementales y binarios más importantes versus 
constante de red a 300°K5,6.  

 
Una de las posibles aplicaciones de las aleaciones de materiales III-V es la elaboración de celdas 
fotovoltaicas en sistemas Generadores de Energía Termofotovoltaicos (TFV o TPV). El rango de 
longitudes de onda de emisión de estos materiales es de gran relevancia para el desarrollo y 
mejoramiento en las eficiencias de este tipo particular de generadores (TFV) de energía. 
Uno de los principales problemas por lo que estos sistemas Termofotovoltaicos no son explotados 
en la actualidad es su baja eficiencia de conversión.  La eficiencia de este tipo de generadores de 
energía puede ser mejorada adaptando las longitudes de onda de la radiación proveniente del emisor 
con la región espectral en la que las celdas TPV presentan mayores eficiencias de conversión, así 
como ocurre con los sistemas fotovoltaicos iluminados con luz monocromática cuyas eficiencias han 
alcanzado valores cercanos al 30%7.  
Es posible crecer heteroestructuras epitaxiales sobre sustratos (principalmente de GaSb) con 
mejores propiedades optoelectrónicas y cristalinas que las que se reportan actualmente en la 
literatura. Dichos materiales pueden ser convertidos en celdas fotovoltaicas que pueden ser 
adecuadas para el desarrollo de Generadores de Energía Termofotovoltaicas (TPV).  
En un trabajo previo8 se desarrollaron crecimientos epitaxiales (uniones PN y NP) de GaInAsSb 
sobre sustratos de GaSb con la técnica de Epitaxia en Fase Líquida (LPE) con una muy buena 
calidad cristalina. Con estos mismos crecimientos se fabricaron dispositivos fotodetectores con 
características electrónicas que no habían sido reportadas en la literatura. La exploración de 
aleaciones III-V como opción para su uso en conversión Termofotovoltaica, así como también el uso 
de los materiales convencionales como GaInAsSb aunado con los resultados de dicho trabajo son 
muy llamativos y prometedores para mejorar la eficiencia de este tipo de convertidores. 
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El estudio de los nitruros diluidos III ± V es interesante hoy en día debido a su propiedad de reducir 
el bandgap del semiconductor III ± V mediante la introducción de cantidades marginales de nitrógeno 
en las capas epitaxiales. Recientemente se ha demostrado que los nitruros diluidos, basados en el 
del grupo III±antimoniuro, podrían actuar como materiales alternativos en la fabricación de 
dispositivos optoelectrónicos ePiVRUeV eQ 1,55 ȝP9, así como en la región del infrarrojo medio10. La 
técnica MBE se ha utilizado principalmente para el crecimiento de dichos materiales, mientras que 
técnicas como la epitaxia metalorgánica en fase de vapor (MOVPE por sus siglas en inglés) y la 
implantación de iones se han utilizado para el crecimiento de otros nitruros diluidos III-V. Mondal3 
informa el crecimiento de las capas de GaSbN con la técnica LPE utilizando GaN policristalino como 
fuente de nitrógeno. La incorporación de GaN en el crecimiento de LPE en materiales III-V podría 
expandir el espectro y podrían desarrollarse celdas termofotovoltaicas con una eficiencia de 
conversión relativamente mejor. 
El procedimiento reportado por Mondal3 para incorporar nitrógeno consiste en agregar polvo de 
Nitruro de GaN como fuente de N a la fase líquida y hornearlo a temperaturas entre 600 y 800°C con 
In o Ga pero sin control de peso11. Un problema con este material es que su coeficiente de 
segregación en materiales como Ga e In parece ser relativamente bajo y su incorporación en la fase 
líquida es muy limitada a temperaturas inferiores a 1300°K. En la Fig.2 se puede observar el 
diagrama de fase liquida de GaN rich±Ga, en el lado izquierdo de la figura podemos ver la sección 
aumentada del área en la cual se está trabajando. 
  

 
 

Fig.2 Diagrama de fase liquida de GaN rich±Ga12. 
 
PARTE EXPERIMENTAL 
Crecimiento de los materiales. 
En este trabajo se trató de incorporar N en la fase líquida de una aleación de Ga-In As-Sb para 
después hacer crecimientos de capas epitaxiales de una aleación GaInAsSbN sobre un substrato de 
GaSb. El crecimiento y la cocción se realizaron en un sistema LPE horizontal convencional utilizando 
la técnica de regla deslizante en un bote de zafiro. Los materiales utilizados fueron Ga, In, Sb y GaAs 
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y GaSb policristalinos de alta pureza, empleando la composición de la fase líquida ya conocida13 que 
es: 
 

ࢇ𝑮ࢄ ൌ ૙. ૚ૡ૝ 
࢔𝑰ࢄ      ൌ ૙. ૞ૠ૞                                                                  

(1) 
࢙𝑨ࢄ ൌ ૙. ૙૙૜ 
࢈ࡿࢄ ൌ ૙. ૛૜ૡ 

 
En los experimentos realizados con estas concentraciones se obtuvo una temperatura de liquidus 
de 540°C; en base a esta temperatura se hicieron los crecimientos a 532°C. 
 
Para la incorporación de N se utilizaron dos técnicas, la primera es incorporando a la fase líquida 
polvo de GaN para posteriormente hacer los crecimientos epitaxiales, la segunda técnica fue 
empleando una técnica novedosa implementada en nuestro laboratorio usando como fuente de N el 
Ga tratado con HNO3 en la fase líquida acorde a la siguiente reacción: 
 

         𝑮ࢇ ൅ ૟𝑯ࡻࡺ૜ → 𝑮ࢇሺࡻࡺ૜ሻ૜ ൅ ૜ࡻࡺ૛ ൅ ૜𝑯૛ࡻ                                        
(2) 

 
El método consiste en humedecer un trozo de Ga esperando que la reacción anterior se realice 
esperando unas 24 horas hasta que se detenga la reacción. Luego lo horneamos junto con el resto 
de In y Ga, a una temperatura de 850 ° C, esperando que se incorpore algo de N en la fase líquida. 
 
Fabricación de los dispositivos  
En el esquema de la Fig.3 tenemos la estructura mesa del dispositivo final a fabricar. Como se puede 
observar, consta de un substrato de GaSb el cual está dopado con Telurio (Te), una capa epitaxial 
de GaInAsSbN y sobre esta capa y bajo el substrato se tienen los contactos óhmicos. El contacto 
inferior, bajo el substrato, tiene la aleación oro (Au)- germanio (Ge), y el contacto superior, en 
contacto con la parte activa de la capa epitaxial tiene una aleación de oro (Au)-Zinc (Zn)- oro (Au).    
  

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.  Esquema de la estructura mesa del dispositivo final a fabricar 
 
La fabricación de los dispositivos se llevó a cabo en un cuarto limpio, y de entre las técnicas utilizadas 
en este proceso tenemos la deposición de soluciones mediante el spin coating (spinner), el proceso 
de fotolitografía convencional y el método del lift-off, así como también la deposición de metales por 
evaporación. En la fotolitografía se utilizó fotoresina positiva shipley 1818. Los metales depositados 
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fueron Au ± Zn ± Au para la capa activa (tipo P) y Au ± Ge para el substrato (tipo N) para terminar 
con la técnica de lift ± off.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 4. Esquema de la técnica de fotolitografía y lift off empleadas en la fabricación de los 

fotodiodos. 
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El proceso de fabricación de los dispositivos se resume en la Fig.4. y a continuación se describen 
cada una de las etapas: 

1. Primera deposición de la fotoresina. Se aplican 2 gotas de fotoresina sobre la muestra ya 
crecida por medio de LPE y se hace el centrifugado para tener una película uniforme, el 
³VSiQQeU´ Ve SURgUaPa a 6000 rpm y con un tiempo de rotación de 40 segundos, después del 
depósito se hace un horneado de 30 minutos a 90℃. 

2. Insolación y revelado de la resina. Una vez que las muestras se han enfriado, se procede 
con la insolación de la fotoresina durante el tiempo suficiente para que la luz penetre todo el 
espesor depositado. Este proceso se lleva a cabo en una alineadora de luz UV, al término 
de la insolación se hace el revelado de la fotoresina por 15 segundos, después se enjuaga 
con abundante agua para eliminar el químico y se seca con nitrógeno comprimido. 

3. Evaporación de contactos. Una vez que se tienen los motivos se procede a la evaporación 
de contactos óhmicos. Se evaporó una aleación de Au (12𝐴ሶ) ± Zn (40𝐴ሶ) ± Au (280𝐴ሶ) para la 
capa epitaxial con conductividad P (capa superior) y Au (280𝐴ሶ) ± Ge (40𝐴ሶ) para el substrato 
con conductividad N (capa inferior). 

4. Lift-off. Después de que se hace la deposición de metales se prosigue con la técnica de lift 
± off para remover la fotoresina y quedarnos únicamente con el oro, para ello se sumerge la 
muestra en el revelador el tiempo que sea necesario para la eliminación total de la resina. 
Después de remover la resina, se hornea la muestra con el fin de asegurar una buena 
adherencia de la aleación de oro, se utiliza un horno Annealing Oven AO 500 a una 
temperatura de 350℃ durante un minuto y medio por cada lado.  

5. Segunda deposición de fotoresina. Posteriormente al recocido se hace otra deposición de 
fotoresina utilizando los mismos parámetros de la etapa 1 para proceder con una segunda 
insolación, la cual definirá cada uno de los diodos de otros y para definir el área sensible de 
los mismos.  

6. Revelado de la resina. Al revelar la resina y enjuagar la muestra los motivos de oro quedan 
cubiertos por la fotoresina la cual servirá para protegerlos durante la última etapa del 
proceso. 

7.  Ataque del GaInAsSb.  Para finalizar se sumerge la muestra en una solución elaborada a 
base de HF (ácido fluorhídrico) para atacarla químicamente, el tiempo que se deja va 
dependiendo del espesor de la capa epitaxial, aproximadamente son 5 segundos para atacar 
1 micrómetro de la capa, el área subyacente al ataque químico permitirá el poder separar 
físicamente cada uno de los diodos.  

 
RESULTADOS 
Caracterización de los materiales 
Las muestras crecidas por LPE se caracterizaron en fotoluminiscencia. En la Fig. 5 podemos 
observar los espectros obtenidos, se grafica la intensidad en función de la longitud de onda de 
emisión.  Podemos observar que, a bajas temperaturas, las Figs. 4a y 4d tienen un pico de emisión 
alrededor de 2.05 mm que podría deberse a la incorporación de nitrógeno. La posición del pico 
principal no cambia en comparación con las capas cuaternarias crecidas sin N (Fig. 4c) y esto podría 
explicarse suponiendo que la concentración de N es tan pequeña que se comporta como una 
impureza. Además, las capas que crecen a partir de soluciones que contienen N emiten a 
temperatura ambiente (Fig. 4b) pero las capas sin él no lo hacen y es bien sabido que el N forma 
centros de emisión muy eficientes14. Todas las capas crecidas en el laboratorio tenían superficies 
lisas tipo espejo, esto quiere decir que, el material crecido es de buena calidad sin tantos defectos 
por lo que puediera mejorar la eficiencia del fotodiodo. 
También se analizaron las muestras en rayos±X para comprobar la presencia de N en las capas 
epitaxiales, para dicho análisis se usaron muestras de GaSbN sobre substratos de GaSb; en la Fig. 
6a se puede observar la gráfica de rayos ±X del GaSb el cual tiene un ángulo de difracción en la 
dirección (004) de ࣂ ൌ ૜૙. ૜૟૛૟ૠ° 15, en la Fig. 6b se muestra la gráfica de GaSbN la cual muestra 
un pico más en comparación con la gráfica del GaSb por lo que es evidente que si hay presencia de 
nitrógeno. 
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Fig.5 Gráficas de Fotoluminiscencia de diferentes muestras. a) y b) GaInAsSb con HNO3 como 
fuente de N, c) una capa simple de GaInAsSb sin N, d) y b) GaInAsSb con polvo de GaN como 

fuente.  
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Fig.6 Caracterización en Rayos ± X y comparación de las muestras crecidas a) sin incorporación 
de N y b) con incorporación de N. 

 
Fabricación de los dispositivos 
Las primeras etapas de la fabricación de nuestros dispositivos nos permitieron optimizar los 
parámetros involucrados en la deposición, insolación y revelados de las fotoresina. Esto lo 
reportamos en la tabla 2. 
 

a

b
) 
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Velocidad de rotación 

SPINNER 
(rpm) 

Tiempo de 
rotación (seg) 

Tiempo de 
insolación (seg) 

Tiempo de 
revelado (seg) 

Espesor de 
la resina 
ሺ࢓ࣆሻ 

1000 45 90 10 § 4�P 
6000 40 50 15 § 1�P 

 
Tabla 2. Parámetros optimizados para la fotoresina positiva. 

 
En nuestro caso es más conveniente utilizar el espesor de 1µm debido que se facilita remover la 
fotoresina al momento de implementar la técnica del lift-off una vez que se han depositado los 
metales.  
En la tabla 3 listamos los metales depositados, así como sus espesores respectivos. Cabe mencionar 
que estos espesores son determinados por el sensor de espesores que está dentro de la 
evaporadora de metales. 
 

Deposición de oro Espesor 
Oro ± Zinc -  Oro 12𝑨ሶ  ± 40𝑨ሶ  ± 280𝑨ሶ  
Oro ± Germanio 280𝑨ሶ  ± 40𝑨ሶ  

 
Tabla 3. Espesores de los metales depositados. 

 

 
Fig.7 Fotografías tomadas desde un microscopio convencional. a) muestra con la técnica de 

fotolitografía, b) muestra con lift-off. 
 
En las imágenes que se muestran en la Fig. 7 podemos observar los motivos que serán los fotodiodos 
una vez que se termine todo el proceso de fabricación antes mencionado. Estas imágenes fueron 
tomadas al observar las muestras en el microscopio. En la Fig. 7a podemos ver una muestra a la 
cual se le ha hecho el proceso de fotolitografía; es decir, cuando se le ha depositado la fotoresina y 
se le ha hecho la insolación y revelado; mientras que en la Fig. 7b además de la fotolitografía, la 
muestra tiene la deposición de aleación de oro y se le aplicó la técnica de lift-off. Un problema que 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

a) b) 
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se ha presentado con ésta técnica es que en algunas partes se empieza a levantar el oro en los 
límites de los motivos.                                                                     

 
CONCLUSIONES 
Hemos crecido capas de GaInAsSbN mediante la técnica convencional de LPE utilizando polvo de 
GaN policristalino y HNO3 como fuente de nitrógeno en la solución de crecimiento. El efecto parece 
ser que la incorporación de N podría ser igual que el de un dopante. Debido a los diagramas de fase 
Ga-N12 no esperamos una aleación con alto contenido de N en GaInAsSb. Las evidencias de una 
posible incorporación de N en las capas epitaxiales son sus espectros de luminiscencia y rayos-X. 
Se tienen optimizados los parámetros para la fabricación de los dispositivos, se requiere hacer más 
pruebas para que al momento de remover la resina no se elimine también parte del motivo, se está 
buscando la manera en que esto no suceda. En el futuro, desarrollaremos dispositivos para estos 
materiales, como las celdas fotodetectoras que podrían usarse en la conversión térmica de energía 
termoeléctrica con la esperanza de mejorar la eficiencia de conversión que se informa para estos 
materiales. 
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RESUMEN   
En este trabajo, construimos estados coherentes para electrones en materiales anisotrópicos de 
Dirac bidimensionales sumergidos en un campo magnético uniforme ortogonal a la muestra. Con el 
fin de describir los efectos bidimensionales sobre la dinámica de los electrones en un enfoque 
semiclásico, adoptamos la norma simétrica para describir el campo magnético externo a través de 
un potencial vectorial. Resolvemos una ecuación de tipo Dirac con una velocidad de Fermi 
anisotrópica, definimos dos conjuntos de operadores escalera generalizados que son los 
generadores del álgebra de Heisenberg-Weyl o ࢛࢙ሺ૚, ૚ሻ y constuimos estados coherentes como 
estados propios de los operadores de aniquilación generalizados con valores propios complejos. 
Para ilustrar los efectos de la anisotropía en estos estados, obtenemos su densidad de probabilidad 
y su valor medio de energía. Dependiendo de la anisotropía, expresada por la relación entre las 
velocidades de Fermi a lo largo de los ejes ࢞ y ࢟, la forma de la densidad de probabilidad se modifica 
en el plano ࢟࢞ con respecto al caso isotrópico y de acuerdo con la dinámica clásica. 

 
INTRODUCCIÓN  
La ciencia de los materiales ha experimentado una tremenda revolución después del primer 
aislamiento de muestras de grafeno [1-3], el primer miembro de una larga clase de materiales hoy 
en día denominado genéricamente como materiales de Dirac bidimensionales, que incluyen aislantes 
topológicos [4, 5] y conductores orgánicos [6, 7]. En general, estos materiales se caracterizan porque 
a baja energía, el comportamiento de sus portadores de carga es bastante similar a la de los 
fermiones ultra-relativistas, dada la naturaleza lineal de su relación de dispersión. Como una 
consecuencia, estas cuasi-partículas se describen mejor mediante una ecuación de tipo Dirac, en 
lugar de la ecuación de Schrödinger ordinaria con una típica relación de dispersión parabólica. Tal 
descripción codifica el comportamiento quiral y pseudo-relativista de los portadores de carga que 
producen dificultades para confinar estas cuasi-partículas a través de, por ejemplo, barreras 
electrostáticas. Varias propuestas han sido planteadas para abordar este problema, entre ellas, para 
inducir cuasi-limitados estados de fermiones de Dirac sin masa por la influencia de los campos 
magnéticos. Otra alternativa para controlar el confinamiento y el transporte de portadores de carga 
en materiales que no son intrínsecamente anisotrópicos, como el grafeno, proviene de la ingeniería 
de estiramientos. En este sentido, la ingeniería de estiramientos [8] surgió como el campo que 
explora cómo las deformaciones mecánicas de las capas de grafeno modifican sus propiedades 
eléctricas [9]. Hoy en día, hay un creciente interés por explorar los efectos de la anisotropía para 
controlar otras propiedades de materiales de Dirac bidimensionales, por ejemplo, su rigidez, 
resistencia y conductividad óptica [10], han surgido. De esta manera, la construcción de estados 
coherentes en el grafeno prístino como se lleva a cabo en [11] puede extenderse a sistemas de 
fermión de Dirac anisotrópicos para dar una descripción semiclásica de los fenómenos relacionados 
con los efectos combinados de los campos magnéticos y la anisotropía [12]. Este último permite 
analizar una variedad de propiedades físicas interesantes de estos materiales [13-18].  
Siguiendo el enfoque anterior, el problema físico de una partícula sin espín que se mueve en el plano 
 bajo la acción de un campo magnético uniforme 𝑩ሬሬ ૙ se ha resuelto en la llamada norma simétrica ࢟࢞
[19-21] 
 

𝑨ሬሬ ൌ ૚
૛
൫𝑩ሬሬ ૙ ൈ ሬ ൯࢘  ൌ

𝑩ሬሬ ૙
૛
ሺെ࢟, ,࢞ ૙ሻ,                                                     (1) 
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y en la que ha sido posible construir estados coherentes [22] como generalizaciones bidimensionales 
de los estados Glauber [23], a partir de los resultados obtenidos por Landau [24]. Por lo tanto, 
comenzamos con la ecuación de Dirac anisotrópica independiente del tiempo [6, 25-26], 
 
                                                  𝑯શ ൌ ൫࢞࣊࢞࣌࢞࢜ ൅ ൯શ࢟࣊࢟࣌࢟࢜ ൌ 𝑬શ,                                                (2) 

 
donde ࢞࢜ ൗ࢟  es la velocidad de la partícula en la dirección ࢞ ൗ࢟  y que es modificada por la anisotropía 
aunque la velocidad de Fermi tiene un carácter tensorial en un sentido general, uno puede escoger 
un sistema de coordenadas apropiadas donde el tensor es diagonal [27], ࢞࣌ ൗ࢟  son las matrices de 
Pauli, ࢞࣊ ൗ࢟ ൌ ࢟,࢞࢖ ൅ ሺࢉ/ࢋሻ𝑨࢞ ൗ࢟  es el momento canónico con 𝑨ሬሬ  dado en la ecuación (1) y શ ൌ
ሺ࣒૚,࣒૛ሻࢀ son las dos componentes de las funciones de onda. Este marco puede ser considerado 
como una generalización de [28,29]. 

 
TEORÍA  
Hamiltoniano de Dirac anisotrópico  
Considerando el potencial vectorial en la norma simétrica de (1) en la ecuación (2), el Hamiltoniano 
de Dirac 𝑯 se reescribe de la siguiente manera 
 

                                                      𝑯 ൌ ඥ࣓𝑩ℏ࢜𝑭ᇱ ቂ
૙ െ࢏𝑨ି
𝑨ା࢏ ૙ ቃ,                                                          

(3) 
 

donde los operadores de escalera son 
 

                                           𝑨േ ൌ ࢏∓

√࣓𝑩ℏ
൤ࣀ૚ ૛ൗ ቀ࢞࢖ െ

𝑩૙ࢋ
૛ࢉ
ቁ࢟ േ ࢏

ࣀ
૚
૛ൗ
ቀ࢟࢖ ൅

𝑩૙ࢋ
૛ࢉ
                                      ,ቁ൨࢞

(4)  
 

que satisfacen la relación de conmutación 
 
                                                                   ሾ𝑨ି, 𝑨ାሿ ൌ ૚,                                                                  (5) 

 
donde ࣓𝑩 ൌ ૛ࢋ𝑩૙/ࢉℏ es la frecuencia de ciclotrón, ࢜𝑭ᇱ ൌ ඥ࢟࢜࢞࢜ y ࣀ ൌ ࢞࢜ ൗ࢟࢜ dependen de la dirección 
de anisotropía (ver Figura 1). 
 
Los valores propios de la ecuación (3) dan lugar a dos ecuaciones acopladas que se pueden 
desacoplar para obtener las siguientes ecuaciones para cada componente de pseudo-espinor,  
 

                                             ऒି࣒૚ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ 𝑨ି𝑨ା࣒૚ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞૚ሺ࣒ࢿ                                             ,ሻ࢟
(6a) 

 
                                            ऒା࣒૛ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ 𝑨ା𝑨ି࣒૛ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞૛ሺ࣒ࢿ                                             ,ሻ࢟

(6b) 
 

donde ࢿ ≡ ሺ𝑬/ℏ࢜𝑭ᇱ √࣓𝑩ሻ૛. Así, tenemos dos ecuaciones de Schrödinger, cada una correspondiente 
a un oscilador armónico, pero cuyos valores propios están relacionados como  
 
૚ି࢔,૚ࢿ                                          ൌ ࢔,૛ࢿ ൌ ࢔      ,࢔ ൒ ૚,    ࢿ૛,૙ ൌ ૙,                                                  (7) 

 
tal que el espectro de energía resulta ser 
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                             𝑬࢔ ൌ േℏ࢜𝑭ᇱ ࢔        ,𝑩࣓࢔√ ൌ ૙, ૚, ૛,⋯,                                                                     
(8) 

 
donde la energía positiva (negativa) corresponde a los electrones en la banda de conducción 
(valencia). Como parte de nuestra discusión, solo consideramos los electrones en la banda de 
conducción. 

 
 

Figura 1: Conos de Dirac para un caso isotrópico (contorno gris discontinuo) y anisotrópico 
(contorno café sólido). Las proyecciones del cono de Dirac en el plano horizontal son elipses cuyo 

eje semi-mayor está a lo largo del eje 𝐩𝐱 cuando (a) 𝐯𝐱 ൏ 𝐯𝐲 o del eje 𝐩𝐲 cuando (b) 𝐯𝐱 ൐ 𝐯𝐲. 
 
Procediendo como en [30], las funciones propias normalizadas del Hamiltoniano ऒା resultan ser [19] 
 

,࣋ሺ࢔,࢓࣒ ሻࣂ ൌ ሺെ૚ሻ𝐦𝐢𝐧 ሺ࢔,࢓ሻඨ
࣓𝑩
૝࣊

𝐦𝐢𝐧ሺ࢓, ሻ࢔ !
𝐦𝐚𝐱ሺ࢓, ሻ࢔ !

ቆ√
࣓𝑩
૛
ቇ࣋

|࢓ି࢔|

࢖࢞ࢋ ቀെ
࣓𝑩
ૡ
૛࣋ ൅ ࢔ሺ࢏ െ࢓ሻࣂቁ ൈ 

ሻ࢔,࢓𝐦𝐢𝐧 ሺࡸ                                                                      
|࢓ି࢔| ቀ࣓𝑩

૝
 ૛ቁ,                                                         (9)࣋

 
con ࢓,࢔ ൌ ૙, ૚, ૛,⋯ y ࢈ࢇࡸሺ࢞ሻ representando los polinomios asociados de Laguerre. Notemos que las 
funciones propias normalizadas del Hamiltoniano ऒି  se obtienen simplemente como ି࢔,࢓࣒૚ ൌ
𝑨ି࢔√/࢔,࢓࣒. 
 Como podemos ver, los estados propios de los Hamiltonianos ऒേ están etiquetados por dos 
números enteros positivos, ࢔,࢓, que corresponden a los valores propios de dos operadores número 
 :respectivamente (ver Apendice A) ,ࡺ y ࡹ
 
,ࣈ૚ሺ࣒                                    ሻࣂ ≡ ,ࣈ૚ሺି࢔,࢓࣒ ,ࣈ૛ሺ࣒    ,ሻࣂ ሻࣂ ≡ ,ࣈሺ࢔,࢓࣒  ሻ.                                       (10)ࣂ

 
De la ecuación (A.7), podemos concluir que los estados ࢔,࢓࣒  son también estados propios del 
operador tipo momento angular ࢠࡸ ൌ ࡺ െࡹ con valores propios ࢠ࢓ ൌ ࢔ െ࢓. 
 Finalmente, definimos la componente ࢠ del operador de momento angular total como ॵࢠ ൌ
ࢠࡸ ⊗ ॴ ൅  ૛, tenemos que/ࢠ࣌
 
                                      ॵࢠશ࢔,࢓ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ቀࢠ࢓ െ

૚
૛
ቁશ࢔,࢓ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞ሺ࢔,࢓શ࢐  ሻ,                                     (11)࢟

 
es decir los estados શ࢔,࢓ሺ࢞, ࢐ con un valor propio racional ࢠሻ son también estados propios de ॵ࢟ ≡
ࢠ࢓ െ ૚/૛. 
 
RESULTADOS  
Operadores de aniquilación 
Vamos a definir dos operadores de aniquilación independientes ८ି y ९ି como 
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                                ८ି ൌ ൥
𝐜𝐨𝐬ሺࢾሻ ା૛ࡺ√

ା૚ࡺ√
𝑨ି 𝐬𝐢𝐧ሺࢾሻ ૚

ା૚ࡺ√
ሺ𝑨ିሻ૛

െ 𝐬𝐢𝐧ሺࢾሻ ࡺ√ ൅ ૚ 𝐜𝐨𝐬ሺࢾሻ 𝑨ି
൩,                                                 (12a) 

 

                                ९ି ൌ ቎
𝐜𝐨𝐬ሺࣁሻ𝑩ି 𝐬𝐢𝐧ሺࣁሻ 𝑩ష

ା૚ࡺ√
𝑨ି

െ 𝐬𝐢𝐧ሺࣁሻ 𝑩ష

ା૚ࡺ√
𝐜𝐨𝐬ሺࣁሻ𝑩ି

቏,                                                          (12b) 

 
tal que ࢾ, ∋ ࣁ ሾ૙, ૛࣊ሿ y para ࢔,࢓ ∈  ℤା ∪ ሼ૙ሽ:  
 
                                               ८ିશ࢔,࢓ ൌ

𝐞𝐱𝐩 ሺࢾ࢏ሻ
ඥ૛ࢾ૚࢔

 ૚,                                                            (13a)ି࢔,࢓શ࢔√
 

                                               ९ିશ࢔,࢓ ൌ  (13b)                                                                ,࢔,૚ି࢓શ࢔࣓࢓√
 

con ࣓࢔ ≡ 𝐜𝐨𝐬ሺࣁሻ ൅ ࢏ 𝐬𝐢𝐧ሺࣁሻሺ૚ െ  .ሻ࢔૙ࢾ
 
Adicionalmente, consideramos el siguiente operador 

 

                ॶି ൌ ८ି९ି ≡ ൥
𝐜𝐨𝐬ሺࢽሻ ା૛ࡺ√

ା૚ࡺ√
𝑨ି𝑩ି 𝐬𝐢𝐧ሺࢽሻ ૚

ା૚ࡺ√
ሺ𝑨ିሻ૛𝑩ି

െ 𝐬𝐢𝐧ሺࢽሻ√ࡺ ൅ ૚𝑩ି 𝐜𝐨𝐬ሺࢽሻ 𝑨ି𝑩ି
൩,                                 

(14) 
 
donde ࢽ ൌ ࢾ ൅ ∋ ࣁ ሾ૙, ૛࣊ሿ debido a la periodicidad de las funciones seno y el coseno, tal que para 
ࢠ࢓ ൌ ૙,േ૚,േ૛,⋯,  se verifica que 
 

                                                ॶି઴࢔,ࢠ࢓ ൌ
𝐞𝐱𝐩 ሺࢽ࢏ሻ
ඥ૛ࢾ૚࢔

ඥ࢔ሺ࢔ െࢠ࢓ሻ઴ି࢔,ࢠ࢓૚,                                            
(15) 

 
para ࢔ ൌ ૙, ૚, ૛,⋯, con (ver Figura 2) 
 

 
 

Figura 2: El espacio de estados escalares ૖𝐦𝐳,𝐧 está representado unívocamente por coordenadas 
ሺ𝐦𝐳, 𝐧ሻ. Las líneas inclinadas conectan estados con el valor 𝐦 ൌ 𝐧 െ𝐦𝐳. El plano se divide en dos 

sectores de acuerdo a 𝐦𝐳 ൒ ૙ (sector derecho) o 𝐦𝐳 ൏ ૙ (sector izquierdo). 
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                                     ઴࢔,ࢠ࢓ሺ࢞, ሻ࢟ ൌ
૚

ඥ૛ሺ૚ష ࢾ૙࢔ሻ
ቆ
ሺ૚ െ ,࢞૚ሺି࢔,ష૚ࢠ࢓ሻࣘ࢔૙ࢾ ሻ࢟

,࢞ሺ࢔,ࢠ࢓ࣘ࢏ ሻ࢟
ቇ.                                     

(16) 
 

Vale la pena señalar que, dependiendo de los valores de, ࣁ ,ࢾ y ࢽ, podemos trabajar con 
operadores de matriz diagonales o no diagonales. 
 
Por otro lado, los estados coherentes bidimensionales, શࢼ,ࢻሺ࢞, ሻ࢟ ≡൏ ,࢞ ,ࢻ|࢟ ࢼ ൐, se definen como 
estados propios comunes de los operadores de aniquilación generalizados ८ି y ९ି [22, 30, 31]: 

  
                                 ८ିશࢼ,ࢻሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞ሺࢼ,ࢻશࢻ ∋ ࢻ          ,ሻ࢟ ℂ,                                         (17a) 

 
                                ९ିશࢼ,ࢻሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞ሺࢼ,ࢻશࢼ ∋ ࢼ          ,ሻ࢟ ℂ.                                         (17b) 

 
Similarmente, es posible construir otra clase de estados coherentes, ઴࣎

,࢞ሺࢠ࢓ ሻ࢟ ≡൏ ,࢞ ࢠ࢓,࣎|࢟ ൌ ࢔ െ
࢓ ൐ que también son estados propios del operador ॵࢠ, es decir, 

 
                                 ॶି઴࣎

,࢞ሺࢠ࢓ ሻ࢟ ൌ ࣎઴࣎
,࢞ሺࢠ࢓ ࣎         ,ሻ࢟ ∈ ℂ,                                            (18a) 

 
                                 ॵࢠ઴࣎

,࢞ሺࢠ࢓ ሻ࢟ ൌ ࣎઴࢐
,࢞ሺࢠ࢓ ࢐    ,ሻ࢟ ൌ േ ૚

૛
, േ૜

૛
, േ ૞

૛
,⋯.                             (18a) 

 
A continuación, vamos a construir estados coherentes bidimensionales [32,33] en el grafeno para 
algunos valores particulares de los parámetros, ࢾ,  .ࢽ y ࣁ
 
Estados coherentes bidimensionales  
 
En general, los estados bidimensionales son una combinación lineal de todos los estados 
estacionarios શ࢔.࢓ሺ࢞,   :ሻ [31]࢟
 
   શࢼ,ࢻሺ࢞, ሻ࢟ ൌ घ∑ ∑ ,࢞ሺ࢔,࢓શ࢓ࢊ࢔ࢉ ሻ࢟ ൌஶ

ୀ૙࢓
ஶ
ୀ૙࢔ घ∑ ,࢞ሺ࢔ࢼશ࢔ࢉ ሻ࢟ ൌஶ

ୀ૙࢔ घ∑ ,࢞ሺ࢓ࢻશ࢓ࢊ ሻஶ࢟
ୀ૙࢓ ,             (19) 

 
donde घ  es una constante de normalización y los estados શ࢓ࢻሺ࢞, ሻ࢟ , શ࢔ࢼሺ࢞, ሻ࢟  son los estados 
propios de los operadores ८ି y ९ି, es decir, 
 
                                                       ८ିશ࢓ࢻሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞ሺ࢓ࢻશࢻ  ሻ,                                                      (20a)࢟

 
                                                        ९ିશ࢔ࢼሺ࢞, ሻ࢟ ൌ ,࢞ሺ࢔ࢼશࢼ  ሻ.                                                      (20b)࢟

 
Por lo tanto, la ecuación (19) proporciona una primer manera de obtener la construcción de estados 
coherentes bidimensionales શ࢓ࢻሺ࢞, ሻ࢟  o શ࢔ࢼሺ࢞, ሻ࢟  y luego reunirlos correctamente. La expresión 
explicita que obtenemos para estados coherentes bidimensionales es 
 

                                      શࢼ,ࢻሺ࢞, ሻ࢟ ൌ
ࢠ૛ቃࢠିࢼ൬ቂ࢖࢞ࢋ

|ࢼ|ି∗
૛
૛ ൰

ට࣊ሺ૛ 𝐞𝐱𝐩൫|ࢻ෥|૛൯ି૚ሻ
∑ ࢔෥ࢻ

!࢔
൬√࢔ሺࢠ െ ሻࢼ

૚ି࢔

ࢠሺ࢏ െ ࢔ሻࢼ
൰ஶ

ୀ૙࢔ ,                                 (21) 

 
donde ࢠ ൌ √࣓𝑩

૛
૚ିࣀ) ૛ൗ ࢞ ൅ ૚ࣀ࢏ ૛ൗ ෥ࢻ y (࢟ ൌ  introduce un factor ࢾ ሻ. Notemos que el parámetroࢾ࢏𝐞𝐱𝐩 ሺെ ࢻ

de fase para el valor propio de ࢻ. 
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Figura 3: Para los estados coherentes bidimensionales શહ,઺ሺ𝐱, 𝐲ሻ, la densidad de probabilidad 
ૉહ,઺ሺ𝐱, 𝐲ሻ, se muestra para algunos valores de હ. En todos los casos ઺ ൌ ૞, 𝐁૙ ൌ ા ൌ ૚/૛ y ૑𝐁 ൌ ૚. 
Las curvas naranjas en el plano 𝐱𝐲 describen la trayectoria clásica de un portador de carga en un 

campo magnético: las coordenadas del centro de la elipse se determinan por ઺ mientras que હ nos 
da las coordenadas en la cuál la amplitud de probabilidad máxima se puede encontrar con 

respecto a ese punto. 
 

Finalmente, tomando ࢾ ൌ ૙, la correspondiente densidad de probabilidad ࢼ,ࢻ࣋ሺ࢞,  ሻ y el valor࢟
medio de energía 〈𝑯〉ࢻ son, respectivamente (ver Figuras 3-5): 
 

,࢞ሺࢼ,ࢻ࣋ ሻ࢟ ൌ શࢼ,ࢻ
ற ሺ࢞, ,࢞ሺࢼ,ࢻሻશ࢟ ሻ࢟ ൌ

𝐞𝐱𝐩 ሺെ|ࢠ െ ૛ሻ|ࢼ
૛ሻ|ࢻ|ሺ૛𝐞𝐱𝐩ሺ࣊ െ ૚ሻ

቎૚ ൅ อ෍
ሾࢻሺࢠ െ ࢔ሻሿࢼ

!࢔

ஶ

ୀ૚࢔

อ
૛

 

 

                                          ൅ ቚ∑ ሾࢻሺࢼିࢠሻሿ࢔√࢔
ሻࢼ ିࢠሺ!࢔

ஶ
ୀ૚࢔ ቚ

૛
൅ ૛ব ቂ∑ ሾࢻሺࢼିࢠሻሿ࢔

!࢔
ஶ
ୀ૚࢔ ቃ൨,                                          (22a) 

 
                                                     〈𝑯〉ࢻ ൌ

૛√࣓𝑩ℏ࢜𝑭
ᇲ

૛𝐞𝐱𝐩൫|ࢻ|૛൯ି૚
∑ ࢔૛|ࢻ|

!࢔
ஶ
ୀ૙࢔  (22b)                                                .࢔√

 
Las Figuras 3 y 4 muestran que los parámetros complejos ࢻ y ࢼ determinan conjuntamente dónde 
está el máximo de la densidad de probabilidad en el plano ࢟࢞. Además, la densidad de probabilidad 
,࢞ሺࢼ,ࢻ࣋  de modo que el ,ࢼ y ࢻ ሻ exhibe una forma estable independientemente de los valores de࢟
comportamiento de la función ࢼ,ࢻ࣋ሺ࢞,  ሻ se asemeja a los estados coherentes comprimidos en la࢟
representación del espacio de fase, en el cual el producto de las variaciones de los operadores de 
posición ࢞ y del momento ࢞࢖ minimizan la relación de incertidumbre de Heisenberg ሺ∆࢞ሻሺ∆࢞࢖ሻ ൌ ૚/૝ 
con ሺ∆࢞ሻ૛ ൌ 𝐞𝐱𝐩ሺെ૛࢘ሻ /૝ y ሺ∆࢞࢖ሻ૛ ൌ 𝐞𝐱𝐩ሺ૛࢘ሻ /૝, donde ࢘ ൌ  se llama parámetro comprimido y |ࣅ|
ࣅ ∈ ℂ. En nuestra discusión, la cantidad ࣎ ൌ ૚

૛
𝐥𝐧 ሺࣀሻ puede considerarse como un parámetro de tipo 

comprimido para la variable ࢠ. 
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Figura 4: Para los estados coherentes bidimensionales શહ,઺ሺ𝐱, 𝐲ሻ, la densidad de probabilidad 
ૉહ,઺ሺ𝐱, 𝐲ሻ,  se muestra para algunos valores de હ. En todos los casos ઺ ൌ ૞, 𝐁૙ ൌ ા ൌ ૚/૛ y ૑𝐁 ൌ
૚. Las curvas naranjas en el plano 𝐱𝐲 describen la trayectoria clásica de un portador de carga en 
un campo magnético: las coordenadas del centro de la elipse se determinan por ઺mientras que હ 

nos da las coordenadas en cuál la amplitud de probabilidad máxima se puede encontrar con 
respecto a ese punto. 

 
Además, como podemos ver, los valores propios de ࢻ y ࢼ ൌ   ሻ están relacionados con los࣐࢏𝐞𝐱𝐩 ሺ|ࢼ|
parámetros geométricos de la trayectoria elíptica clásica de una partícula cargada en un campo 
magnético en el plano ࢟࢞ (ver las Figuras 3 y 4): 
 
                                                               ሺ࢞ି࢞૙ሻ

૛

૝ࢻ|ࣀ|૛
൅ ሺ࢟ି࢟૙ሻ૛

૝ࣀష૚|ࢻ|૛
ൌ ૚,                                                         (23) 

donde los puntos 
 
                                           ሺ࢞૙, ૙ሻ࢟ ൌ ቀ

૛ࣀ૚/૛|ࢼ|

√࣓𝑩
𝐜𝐨𝐬ሺ࣐ሻ , ૛ࣀ

ష૚/૛|ࢼ|

√࣓𝑩
𝐬𝐢𝐧࣐ቁ,                                            (24) 

 
determinan las coordenadas del centro de la curva con respecto al origen ሺ૙, ૙ሻ, mientras que la 
excentricidad ࢿ, esta dada por 
 

࢞ࢿ                                                ൌ ඥ૚ െ ࢞࢜ ૛,   paraࣀ ൏                                                    ,࢟࢜
(25a) 

 
࢟ࢿ                                              ൌ ඥ૚ െ ࢞࢜ ૛,   paraିࣀ ൐                                                    ,࢟࢜

(25b) 
 

Por lo tanto, cuando la anisotropía se dirige a lo largo de la dirección ࢞, el pico de la probabilidad 
máxima se encuentra en una curva elíptica cuyo eje semi-mayor es paralelo al eje ࢟ (Figura 3), 
mientras que si la anisotropía está a lo largo de la dirección ࢟, el eje semi-mayor es paralelo al eje ࢞ 
(Figura 4). Además, para el caso isotrópico tenemos que ࣀ ൌ ૚ y ࢞ࢿ ൌ ࢟ࢿ ൌ ૙, es decir, obtenemos 
una densidad de probabilidad ࢼ,ࢻ࣋ሺ࢞,  ሻque tiene una forma de tipo Gausiana y cuyo valor máximo࢟
se encuentra en una curva circular. 
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Figura 5: La energía media 〈H〉஑/ℏv୊ᇱ  como una función de α con B଴ ൌ 1/2 y ω୆ ൌ 1. 
 
CONCLUSIONES 
En este trabajo, para analizar los efectos bidimensionales de la anisotropía en materiales Dirac 
bidimensionales sobre la dinámica de sus portadores de carga, hemos obtenido estados coherentes 
bidimensionales a través de un potencial vectorial en una norma simétrica para la interacción entre 
tales partículas y un campo magnético ortogonal homogéneo. Tales estados coherentes se han 
obtenido como estados propios de operadores de aniquilación generalizados que satisfacen álgebras 
de Heisenberg-Weyl o ࢛࢙ሺ૚, ૚ሻ. 
Para el potencial vectorial en la ecuación (1), el espectro de energía del Hamiltoniano de Dirac 
anisotrópico 𝑯 tiene una degeneración infinita debido a la simetría rotacional, ሾ𝑯േ, ሿࢠࡸ ൌ ૙, mientras 
que sus soluciones tienen simetría axial. Además, podemos identificar dos conjuntos de operadores 
escalera de tipo escalar que satisfacen dos copias independientes del álgebra de Heisenberg-Weyl 
y con el cual, es posible definir un conjunto de operadores de aniquilación generalizados ८ି, ९ି y 
ॶି (ecuaciones (12a), (12b) y (14)). Al emplear estos operadores de aniquilación, al menos dos 
diferentes tipos de estados coherentes, શࢼ,ࢻሺ࢞, ࣎ሻ y ઴࢟

,࢞ሺࢠ࢓  ሻ se obtienen, cada uno con diferentes࢟
características. 
La familia de estados coherentes શࢼ,ࢻሺ࢞,  ሻ, exhibe una forma estable para cualquier valor de los࢟
valores propios ࢻ y ࢼ (Figura 3), que determinan la ubicación del máximo pico de probabilidad. 
Además, la Figura 4 muestra el efecto de la anisotropía en estos estados: como el parámetro ࣀ crece, 
es decir, pasamos de un cono de Dirac alineado en la dirección ࢞࢖ a uno alineado a la dirección ࢟࢖, 
la densidad de probabilidad es alineada siendo paralela al eje ࢟ para ser 
paralela al eje ࢞, adquiriendo una proyección elíptica o circular sobre el plano ࢟࢞. Cuando ࣀ ൌ ૚, 
recuperamos los resultados en [29], por lo que podemos considerar esos como un caso particular de 
los estados coherentes aquí presentados.  
La familia de estados coherentes ઴࣎

,࢞ሺࢠ࢓  .ሻ se discute ampliamente en [34]࢟
 
APÉNDICE A.  
Estructura algebraica y estados propios 
Para obtener las relaciones algebraicas asociadas a este sistema, hacemos la siguiente 
transformación de coordenadas 
 
࢞                        ൌ ࣋૚/૛ࣀ 𝐜𝐨𝐬ሺࣂሻ,        ࢟ ൌ ࣋૚/૛ିࣀ 𝐬𝐢𝐧ሺࣂሻ,                                                                (A.1) 

 
que corresponden a la ecuación de la elipse 
 
࢞                                                                

૛

૛࣋ࣀ
൅ ૛࢟

૛࣋ష૚ࣀ
ൌ ૚.                                                               (A.2) 
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Así, definiendo la variable adimensional ࣈ como 
 

ࣈ                                                                 ൌ √࣓𝑩
૛
 (A.3)                                                                       ,࣋

 
los operadores del Hamiltoniano correspondientes en la ecuación (2) [19, 21, 30] pueden factorizarse 
en términos de dos conjuntos de operadores diferenciales, a saber [30, 35, 36], 
 
                                           ऒା ൌ 𝑨ା𝑨ି ൌ 𝑩ା𝑩ି ൅ ऒି     ,ࢠࡸ ൌ ऒା ൅ ૚,                                      (A.4) 

 
donde 
 
                                          𝑨ି ൌ 𝐞𝐱𝐩 ሺିࣂ࢏ሻ

૛
ቀࣔࣈ െ

ࣂࣔ࢏
ࣈ
൅ ቁ,     𝑨ାࣈ ൌ ሺ𝑨ିሻற,                                          (A.5) 

 
                                          𝑨ି ൌ 𝐞𝐱𝐩 ሺିࣂ࢏ሻ

૛
ቀࣔࣈ െ

ࣂࣔ࢏
ࣈ
൅ ቁ,     𝑨ାࣈ ൌ ሺ𝑨ିሻற,                                          (A.6) 

 
ࢠࡸ                                                                 ൌ െࣂࣔ࢏ ൌ ࡺ െࡹ,                                                       (A.7) 
 
siendo ࢠࡸ ൌ ሺିࣀ૚࢟࢖࢞ െ ࡺ de un operador similar al momento angular y ࢠ ሻ/ℏ la componente࢞࢖࢟ࣀ ൌ
𝑨ା𝑨ି  y ࡹ ൌ 𝑩ା𝑩ି son operadores número. Los operadores anteriores satisfacen las siguientes 
relaciones de conmutación 
 
                                        ሾ𝑨ି, 𝑨ାሿ ൌ ૚,    ሾ𝑩ି, 𝑩ାሿ ൌ ૚,                                                                  (A.8) 

 
                                       ሾ𝑨േ, 𝑩േሿ ൌ ૙,    ሾ𝑨േ, 𝑩േሿ ൌ ૙,                                                                  (A.9) 

 
                                    ሾࢠࡸ, 𝑨േሿ ൌ േ𝑨േ,    ሾࢠࡸ, 𝑩േሿ ൌ ∓𝑩േ,                                                            (A.10) 

 
Estas relaciones implican que cada conjunto de operadores escalera 𝑨േ y 𝑩േ son generadores del 
álgebra de Heisenberg-Weyl y también son independientes entre sí. 
La ecuación (A.10) implica que los operadores 𝑨ା y 𝑨ି, al actuar sobre un estado propio de ࢠࡸ, 
aumenta o disminuye, respectivamente, el valor propio de ࢠࡸ  en una unidad; mientras tanto, los 
operadores 𝑩േ tienen el efecto contrario. 
Además, la acción de los operadores 𝑨േ y 𝑩േ en los estados ࢔,࢓࣒ son (ver Figura A1) 

 
                            𝑨ି࢔,࢓࣒ ൌ ࢔,࢓࣒૚,    𝑨ାି࢔,࢓࣒࢔√ ൌ ࢔√ ൅ ૚࢔,࢓࣒ା૚,                                             

(A.11) 
 

                           𝑩ି࢔,࢓࣒ ൌ ࢔,࢓࣒𝑩ା    ,࢔,૚ି࢓࣒࢓√ ൌ ൅࢓√ ૚࢓࣒ା૚,࢔.                                          
(A.12) 
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Figura A1: El espacio de estados escalares ૐ𝐦,𝐧 está unívocamente representado por las 
coordenadas ሺ𝐦, 𝐧ሻ. Las líneas inclinadas conectan estados con el mismo momento angular 𝐦𝐳 ൌ
𝐧 െ𝐦. El plano se divide en dos sectores de acuerdo a 𝐦𝐳 ൒ ૙ (sector superior) o 𝐦𝐳 ൑ ૙ (sector 

inferior). 
 

Además, debido a la elección de la norma, está presente la simetría rotacional ሾऒേ, ሿࢠࡸ ൌ ૙ y las 
soluciones escalares ࢔,࢓࣒ en la ecuación (9) tienen simetría axial y degeneración infinita. En el 
sentido de sistemas dinámicos integrables, se dice que el problema abordado es integrable debido 
a que el operador de simetría ࢠࡸ, conduce a la componente ࢠ del operador de momento angular 
siendo una cantidad conservada. 
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RESUMEN   
Si bien es cierto que la cultura de la prevención no es tan nueva y que en algunos campos del 
desarrollo de actividades humanas se han atendido, lo cierto es que los esfuerzos se dieron de 
manera aislada, hasta transformarse en procesos normados y regulados, inclusive se han construido 
técnicas que han permeados las normatividades más importantes como lo es la norma ISO 9001. 
Los consensos sobre cómo regular los riesgos y peligros han llevado a la construcción de directrices 
para generar modelos de gestión de riesgos, como es la norma ISO 31000, que de manera paralela 
acompañen a los sistemas de gestión de calidad, empatándose en la búsqueda del cumplimiento de 
objetivos propuestos por las empresas. Como parte del acompañamiento de los sistemas de gestión 
de riesgos se han agrupado técnicas para poder abordar los riesgos, y tener una gama de 
posibilidades que se adecuen a las actividades y a los objetivos planteados, de igual manera 
marcados como directrices en la norma ISO 31010. Sin embargo, la aplicación de las técnicas a fin 
de cumplan con el objetivo de reducción de riesgos o la erradicación de estos, requiere de un estudio 
profundo para quienes aplican las técnicas, lo que llega a complicar su objetivo. Como parte de la 
búsqueda de una técnica que permita poder abordar de manera eficaz los riesgos y que permita la 
toma de decisiones oportunas, se construyó una técnica basada en el análisis de las frecuencias 
relativas de los procesos medidos y empatada con la matriz de riesgos planteada en la misma norma. 
Al comparar el análisis de los resultados de riesgos observados en la atención a estudiantes que 
ingresan a una institución educativa en los procesos administrativos a partir de la técnica AMFE, 
Análisis Modal de Fallas y Efectos, y la técnica propuesta, se observó coincidencia de los resultados 
en un 98% de los casos, además que el modelo de análisis propuesto si permite anticiparse ante 
que se puedan materializar los riesgos y conllevar a la atención de no conformidades a diferencias 
de la técnica AMFE, como una de las técnicas más utilizadas, en el que las tendencias no se pueden 
anticipar en la gran mayoría de los casos. Por lo que podemos concluir que el modelo propuesto, no 
solo puede ser un modelo alternativo a los modelos de gestión de riesgos de uso común, sino que 
además puede ser utilizado de manera formal, pero sin recurrir a consideraciones poco formales 
como lo es la técnica de lluvia de ideas para la consideración de consecuencias de la ocurrencia de 
un evento determinado que lleve a incumplimiento de objetivos. Lo que además resulta oportuno en 
la atención administrativa de los estudiantes que inician un proceso determinado, como lo es la 
obtención de una inscripción, una constancia, una verificación de sus procesos administrativos, entre 
los más importantes. 
 
INTRODUCCIÓN  
Estar seguro de que en nuestras actividades hemos tomado, o tomaremos, la mejor decisión 
producto de considerar todas las aristas con las que se puede ver un planteamiento para la 
realización de una actividad, es un argumento casi imposible, por que nada nos asegura que 
conocemos todos los posibles escenarios. Más allá del pensamiento filosófico. sobre la nula 
seguridad de conocer todos los caminos de las decisiones que puede haber, lo que si podemos hacer 
es la construcción de las acciones a realizar sobre lo que hemos identificado, de tal forma que lo 
elegido tenga las menores eventualidades que nos aleje de lo planteado. Aquí surge diversas 
interrogantes que nos llevan a reflexiones de análisis, tales como: ¿qué elementos me permiten 
identificar la mejor opción? ¿cuándo es el momento de poder llevar el análisis?, ¿quiénes son las 
personas idóneas para poder llevar a cabo el análisis y sobre todo sobre las acciones a seguir para 
evitar eventos adversos?, ¿es factible anticiparnos a los eventos a priori, a fin de tener un control 
sobre las adversidades?, entre otras interrogantes, observamos que lo primero que debemos hacer 
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es identificar con claridad cuál es el objetivo que pretendemos. Si iniciamos por tener claridad en los 
objetivos tendremos respuestas concretas con mejores oportunidades de éxito, cuando hablamos 
de dar cumplimiento a un objetivo generamos diversos escenarios tanto para llevarlo a cabo como 
para adaptarnos ante los escenarios más adversos. Es en este momento, es oportuno considerar un 
concepto que nos permita la gestión de los posibles escenarios y conducirlo al mejor de todos ellos, 
o por lo menos plantear otros que nos permiten evitar un impacto negativo al tomar las decisiones, 
de tal forma que hablaremos de un concepto llamado riesgo, definido como la incertidumbre que se 
genera el cumplimiento de un objetivo.  Cuando hablamos de incertidumbre estamos directamente 
relacionando el concepto de variabilidad, de tal forma que entre mas variabilidad tengamos mayor 
es la incertidumbre que se genera, esta relación directa sobre el concepto de riesgo, incertidumbre 
y variabilidad nos plantea la posibilidad de construir andamios cognitivos que nos permiten 
categorizar el nivel de riesgo, clasificarlos de acuerdo a los valores que se determinen, pero sobre 
todo anticiparnos a los eventos adversos, de tal forma que el nivel de prevención de un riesgo será 
de acuerdo a la categoría. De manera particular, en el campo de la administración, la toma de 
decisiones se realiza sobre proyectos que son planificados sobre objetivos concretos que buscan 
dar cumplimiento a estándares de entrega de bienes o prestación de servicios. Las variaciones que 
se pueden presentar en el cumplimiento de los objetivos de una acción administrativa nos alejan, 
primero de su logro y segundo del impacto que puede tener el cumplir parcialmente con el objetivo, 
lo cual generará riesgos y consecuencias sobre lo que se espera.  
Cuando administrativamente se trabaja con estándares de calidad, las variaciones que se generan 
en el cumplimiento de los objetivos en un marco de regulaciones, la ventaja que se tiene es que 
podemos identificar las tendencias y anticiparnos a priori en las posibles desviaciones que nos 
permitan adecuar estrategias de atención. La principal ventaja de la planeación en un sistema de 
calidad implantado es que se puede medir el nivel de impacto de una posible variación y anticiparnos 
a los eventos adversos.  
Un escenario que nos permite un espacio de actuación sobre la calidad, son las certificaciones y las 
acreditaciones en el que de manera explícita se solicita la atención de requisitos plasmados en las 
normatividades y con ello la ejecución de procesos o procedimientos tendientes a poder asegurar el 
cumplimiento de un objetivo y niveles de actuación ante variaciones que nos pueden alejar del 
cumplimiento de objetivos concretos.  
Generar un escenario de calidad nos lleva a la implementación de un Sistema de Gestión de la 
Calidad, sujeto al cumplimiento de normatividades, como es el caso de las normas con estándares 
internacionales, tal como lo es la norma ISO 9001 cuyos lineamientos permiten garantizar que se 
tiene el compromiso de llevar a cabo lineamientos de calidad, reducir las variaciones en el servicio, 
tener políticas de actuación ante posibles desviaciones y sobre todo garantizar que los objetivos 
declarados, como políticas de calidad por parte de las instituciones, puedan garantizar la satisfacción 
de los clientes o usuarios que reciben un producto o servicio.  
Llevar a cabo de manera armónica el cumplimiento de un objetivo y reducir las variaciones en la 
entrega de un resultado no siempre es tarea fácil, en múltiples ocasiones además de lo plasmado, 
se requiere anticiparse a escenarios y generar procedimientos para la actuación ante las variaciones, 
y en el peor de los escenarios, a establecer políticas de actuación que den respuesta a las 
inconformidades. Para llevar a un mejor terreno el cumplimento de la calidad, se ha optado en la 
última versión de la norma ISO 9001, la cual nos permite construir de manera paralela al Sistema de 
Gestión de la Calidad un Sistema de Gestión de Riesgos, con la finalidad de cambiar la visión 
tradicional de actuar sobre la corrección o la prevención.  
A raíz de las necesidades de no solo tener Sistemas de Gestión de la Calidad (International 
Organization for Standardization, ISO 9001:2015, 2019), se construyó lineamientos para generar un 
Sistema de Gestión de Riesgos (International Organization for Standardization, ISO 31000:2009, 
2020), en el que en conjunto de ambos sistemas se puedan tomar mejores decisiones en el marco 
del cumplimiento de lo declarado en las normatividades o de lo que las propias empresas se han 
establecido. Una vez que se tienen lineamientos para tener un sistema de gestión de riesgos, 
tomando en consideración que los conceptos formales descansan sobre una base solidad de 
técnicas estadísticas (International Organization for Standardization, ISO 31010:2009, 2020). 
Dependiendo de las características del tipo de riesgo, dado de prevención, condiciones de operación, 
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pero sobre todo, de las consideraciones propias de la empresa, en el que la forma de atención puede 
ser solo cualitativa o cuantitativa. En este sentido, a partir de las exigencias de generar análisis de 
riesgos en todas las actividades declaradas en las normatividades en diversos rubros, se ha buscado 
técnicas que llenen las expectativas de análisis, pero que además sean lo mas completas posibles. 
Una de estas técnicas es la técnica de AMFE, Análisis Modal de Fallos y Efectos, resulta de bastante 
utilidad porque a partir de un valor llamado índice de prioridad de fallo, se puede determinar la 
categoría del riesgo que se puede presentar al llevar a cabo cada objetivo. La rentabilidad de las 
técnicas se convierte en potencial se articula de manera adecuada la información con la que se 
dispone, generalmente históricos de lo que se ha observado o se puede documentar sobre la 
incidencia de hechos que evalúan el incumplimiento del objetivo propuesto, la posibilidad de un 
análisis incorrecto al utilizar esta técnica de AMFE es que no se pueda determinar de manera robusta 
o que de manera subjetiva se evalúe: la probabilidad de las incidencias, la probabilidad de detección, 
o la severidad o impacto y que en consecuencias los resultados del análisis nos lleve a tomar 
decisiones incorrectas. De tal forma que cuando no se cuenta con información suficiente corremos 
estamos expuestos a generar análisis confiables, la forma de ir cubriendo las necesidades de análisis 
de información en estos casos es a través de técnicas poco confiable como son las lluvias de ideas 
o estudios sobre la opinión de lo que llamamos expertos, que si bien no son despreciables si llegan 
a carecer de objetividad e inclusive es difícil identificar que la experiencia es suficiente. En ese 
sentido, se debe buscar técnicas formales, que involucren un menor número de pasos o variables y 
que nos de la confianza que las técnicas de análisis de riesgos nos lleve a un análisis menos 
subjetivo. 
  
TEORÍA  
Analicemos la definición de riesgo antes de realizar una propuesta de análisis para los riesgos que 
pueden generarse producto de las actividades, lo que puede dar una mejor óptica sobre la obtención 
de la técnica propuesta. Como se ha mencionado el concepto de riesgo esta determinado a partir de 
la incertidumbre que se genera en el cumplimiento de un objetivo, el concepto involucra el constructo 
de incertidumbre el cual se bifurca a su vez a dos conceptos: la ley de propagación de los errores y 
el concepto de probabilidad. Derivado de esta proyección se puede observar la pertinencia del 
concepto de probabilidad, que además históricamente se ha incorporado en las temáticas de certeza 
sobre lo que se requiere, tal como el caso de la mecánica cuántica, teoría del error, teorías del estado 
sólido, en la metrología entre otras. Y el canal de la ley de propagación de los errores, que de manera 
natural se incorpora una densidad de probabilidad a cada una de las variaciones. De tal manera que 
cuando hablamos de la generación de un posible error intrínsicamente estamos generando 
distribuciones de probabilidad de los errores. Como punto de partida, podemos considerar que lo 
mas adecuado es suponer que los eventos son de carácter normal, considerando que tenemos 
información suficiente para poder inferir algún evento a partir de densidades de probabilidad 
paramétrica. Así, independiente de cuál sea la técnica de análisis sobre los riesgos, tendremos que 
suponer que al habla de incertidumbre o dispersión vamos a suponer que la información obtenida 
para dar una valoración sobre el acontecimiento tiene un respaldo con la información normalizada.    
Hablemos ahora de la técnica mas popular en varios sectores, pero de manera particular tomemos 
el sentido administrativo, la técnica de AMFE, requiere construir un valor determinado que se llama 
índice de probabilidad de prioridad de riesgo (IPR) el cual estará ligado a la obtención de los valores 
de probabilidad de lo que ocurra (P) y la importancia de ese evento que puede ocurrir lo que genera 
desviación sobre el cumplimiento del objetivo. A su vez, los valores de probabilidad de una 
desviación del objetivo están fundamentados sobre una distribución normal, en la que se determina 
por áreas el comportamiento con respecto de valores, considerando el grado que nos alejamos de 
un valor promedio y de acuerdo con las desviaciones estándar de ese valor. La importancia o 
consecuencia de materializarse un riesgo, es decir, en el caso de ocurrir el evento adverso al 
cumplimiento del objetivo se determina como una especie de daño, debido a ello en ocasiones 
también a la importancia o consecuencia también se le llama severidad.  
La forma tradicional es obtener el factor de impacto de acuerdo a la siguiente expresión: 
 𝑰ࡾࡼ ൌ ሺࢍሻሺࢌሻሺࢊሻ (1) 
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Donde: g es la gravedad si es que se presenta el evento, f la frecuencia con que suele ocurrir el 
evento de acuerdo a lo que se conoce de datos históricos y d el grado de detección, generalmente 
este esta referido a las complicaciones que resulta detectar una posible incidencia de los errores. 
La presente tabla permite categoriza los valores del riesgo de acuerdo con el índice de prioridad del 
riesgo 
 

Tabla 1. Valoración del riesgo 
Nivel de riesgo IPR Criterio de riesgo Abreviatura 
Bajo <10 Aceptable A 
Medio 20-30 A controlar C 
Alto >30 Inaceptable I 

 
De igual manera, en la siguiente tabla se presenta los valores mínimos y máximos permitidos 
 

Tabla 2. Índice de prioridad de riesg (IPR)  
Valores f g d IPR 
Mínimos 1 1 1 1 
Máximos 10 10 10 1000 

 
Sus criterios son determinados por la tabla siguiente: 
 

Tabla 3. Puntuaciones para la determinación del indice de prioridad de riesgo, incluye escala de 
gravedad, frecuencia y detección 

Puntuación 
Frecuencia 

(f) 
Gravedad  

 (g) 
Detección 

 (d) 

10 Muy alta 
Peligrosos, pueden ocurrir sin 

previo aviso 
Absolutamente seguro que no se 

detectará 

9 Muy alta 
Peligrosos, pueden ocurrir con 

previo aviso Muy remota 
8 Alta Gravedad alta Remota 
7 Alta Alta Muy baja 
6 Moderada Moderada Baja 
5 Moderada Baja Moderada 
4 Baja Muy baja Moderadamente alta 
3 Baja Menor Alta 
2 Baja Mínima Muy alta 

1 Remota Ninguna 
Casi con toda seguridad se 

detectará 
 
La asignación de valores está íntimamente ligada a lo que se menciona en la norma ISO 3100, sobre 
la matriz de riesgos y los valores se pueden adecuar al tamaño de la misma, particularmente 
podemos considerar una matriz de acuerdo a las consecuencias del materializarse un riesgo y de la 
probabilidad con que ocurra, de tal forma que una matriz de riesgos con 5 aspectos para la 
probabilidad y los mismos para la ocurrencia o el grado de severidad de presentarse el evento. Los 
valores asignados para las probabilidades a considerar están sujetos a la periodicidad con la que se 
presentan, así por ejemplo si el análisis se desarrolla de manera anual, los valores de asignación 
pudieran dividirse en eventos que ocurren a o largo de una semana, un mes, un trimestre, un 
semestre o un años, condición que podría modificarse si el evento a analizar se realiza en un periodo 
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más pequeño. La probabilidad asignada de materializarse un riesgo tendrá un valor más grande si 
se presenta en un periodo más corto de tiempo y podrá ser menor en un periodo de tiempo mas 
largo. Siguiendo el ejemplo de un evento que se analiza a lo largo de un año asignaríamos los 
siguientes valores: una probabilidad muy alta, asignándole 5 puntos, si el evento se presenta una o 
dos veces por semana; una probabilidad alta, asignándole 4 puntos, si el evento se presenta una 
vez al mes; una probabilidad media, asignándole 3 puntos; si el evento se presenta una vez al 
trimestre; una probabilidad baja, asignándole 2 puntos, si el la incidencia se puede presentar una 
vez al semestre y finalmente una probabilidad muy baja si el evento se presenta una vez al año, 
asignándole 1 punto. Para la severidad del daño o la consecuencia del mismo, se construyen criterios 
similares en las escalas como se hizo para el riesgo, de tal forma que un valor de consecuencia o 
severidad muy alto es el en el que los daños son catastróficos, asignándole un valor de 5 puntos; 
para el caso de un nivel alto es en que se detecta que los daños serán significativos, asignándole un 
valor de 4 puntos; en tanto que si consideramos que la consecuencia de ocurrir un daño este es 
severo en el cumplimiento del objetivo se le asignara un valor de 3 puntos; un escenario menos grave 
es la probabilidad de que pueda haber daño es baja, asignando un valor de 2 puntos, en tanto que 
si la probabilidad de un evento de daño en el evento analizar es muy bajo, prácticamente nulo, este 
se le asignara un valor de 1 punto  
El enunciado de si se consideran consecuencias o severidad de la incidencia, así como la forma en 
que tomamos los eventos de probabilidad puede cambiar el contexto dependiendo de la 
temporalidad, por lo que podemos presentar la matriz de riesgos únicamente con valores de 
puntuaciones como se muestra a continuación: 
 

Tabla 4. Matriz de riesgo (probabilidades y consecuencias) 

Probabilidad 

5 5 10 15 20 25 
4 4 8 12 16 20 
3 3 6 9 12 15 
2 2 4 6 8 10 
1 1 2 3 4 5 

 Puntuacione
s 1 2 3 4 5 
 Severidad 

 
 
Para la generación de valores con los colores indicados, estos se pueden generar a partir de una 
tabla de frecuencias de los valores que aparecen en la tabla: 
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Tabla 5. Tabla de frecuencias para la asignación de colores 
Valor fi Hi fi x Hi Nivel de Riesgo Color  

25 1 0.04 1 

Riesgo alto Rojo 20 2 0.12 1.6 
16 1 0.16 0.64 
15 2 0.24 1.2 
12 2 0.32 0.96 

Riesgo moderado Amarillo  

10 2 0.4 0.8 
9 1 0.44 0.36 
8 2 0.52 0.64 
6 2 0.6 0.48 
5 2 0.68 0.4 
4 3 0.8 0.48 

Riesgo bajo Verde 3 2 0.88 0.24 
2 2 0.96 0.16 
1 1 1 0.04 

 
De acuerdo al valor de la frecuencia relativa se asigna el color, así el color rojo correspondiente a un 
valor de riesgo alto el cual representa los valores que corresponden al 20 % del área total, en tanto 
que el valor verde determina el otro 20 %, para tener en consideración el área máxima 
correspondiente al valor de los riesgos moderados. Recordando que existe una analogía entre el 
teorema de Laplace para el concepto de probabilidad y frecuencia relativa, de allí la posibilidad de 
darle un tratamiento a las frecuencias en correspondencia con el concepto de probabilidad.  
Para el procedimiento propuesto, a contrastar, iniciemos por considerar el teorema de Bayes, en el 
que definimos una serie de eventos a los que llamaremos efectos o resultados como 𝑩૚,𝑩૛, … , 𝑩࢓, 
sujetos a otros eventos que le anteceden, de tal forma que la probabilidad de ocurrencia de cualquier 
evento Bj, está sujeto a un evento Ai, representado por su probabilidad condicional como  
 ሻ, luego el teorema de Bayes expresa una forma particular el caso del teorema de Laplace࢏𝑨/࢐ሺ𝑩ࡼ
para las probabilidades como: 
 

𝑩ሻ|࢏ሺ𝑨ࡼ ൌ
ሻ࢏ሺ𝑨ࡼሻ࢏ሺ𝑩|𝑨ࡼ

ሺ𝑩ሻࡼ
ൌ  

ሻ࢏ሺ𝑨ࡼሻ࢏ሺ𝑩|𝑨ࡼ
∑ ࢔൯࢐൫𝑩ห𝑨ࡼ
ୀ૚࢐ ሻ࢐ሺ𝑨ࡼ

 

 

(2) 

Donde: ࡼሺ𝑨࢏ሻ son las probabilidades a priori, ࡼሺ𝑩/𝑨࢏ሻ es la probabilidad de B en la hipótesis 𝑨࢏ 
 .𝑩ሻ son las probabilidades a posteriori/࢏ሺ𝑨ࡼ
Si bien los datos que podremos alimentar nuestro valor de análisis pueden ser de diferente origen 
tal como datos que permitan identificar el riesgo, como es el caso de estudios de Fortalezas, 
Oportunidades, Debilidades y Amenazas (FODA), partamos de un estudio de escalar Likert, que bien 
diseñado podría implicar evaluaciones en teorías del test. Al momento de realizar una prueba 
podemos esta llevarla a frecuencias relativas de tal forma que las colocaremos de la siguiente forma: 
 
 Tabla 6. Formato para el vaciado de los valores de la escala likert 

 Frecuencia Excelente Muy bueno Bueno Regular  Malo 

 Absoluta      
 Relativa      
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De acuerdo con el nivel de asignación para las variables Malo, e inclusive el aspecto Regular, se 
podrán dar las siguientes consideraciones: si el nivel dado es superior a 0.1, debemos realizar el 
análisis por que se requiere atención para determinar si el riesgo puede ser moderado o alto, de ser 
inferior. consideraremos que no requiere de análisis por que no es un valor que ponga en riesgo el 
objetivo propuesto.  
 

Tabla 7. Analisis considerando las escalas de riesgo (valor máximo de escala y valor máximo 
gaussiano) VME-VMG 

CASO 
MALO  

  
  
SECCIÓN DE ASIGNACIÓN 
DE NIVEL  

Valor máximo de la 
escala Lickert 

Valor máximo de la 
matriz de riesgo 

  
  
  

Valor obtenido en la 
característica Malo 

Valor correspondiente 
con en la matriz   

CONCLUSIÓN SOBRE EL 
NIVEL DE RIESGO Nivel de riesgo   

 
La comparación entre valores resulta natural si suponemos que la escala de valores lickert esta 
normalizada, lo que garantiza que los valores asignados provienen de una muestra robusta. 
Recordamos que en una distribución normal, los valores de la media y mediana coinciden y cuando 
hay moda también esta última.   De tal forma que la comparación de valores máximos de escala 
lickert obtenida de la tabla 6 y el valor máximo de la matriz de la tabla 5 son comparaciones de curvas 
normales. El valor de comparación de aspecto desfavorable es el correspondiente al valor asignado 
correspondiente a la matriz de riesgos, de lo que deriva el último renglón en la comparación de 
riesgo. De aplicar alguna segunda consideración sobre la acción estaríamos aprovechando la 
determinación de la comparación de la tabla 7 y el teorema de Bayes de la ecuación de tal manera 
que las evaluaciones subsecuentes valorarían la eficacia de las acciones sobre el nivel de riesgo. 
En la siguiente sección pondremos un ejemplo sobre un aspecto administrativo que tiene que ver 
con los posibles riesgos de rebasar en nivel de atención declarados como un objetivo de calidad 
 
PARTE EXPERIMENTAL   
Se declaró el tiempo de atención de un servicio en ventanilla de no más de 30 minutos, en la que 
desde luego el tiempo y las características de cada proceso son un elemento que influye en el total 
del tiempo en la atención de servicio además de considerar elementos que no siempre son objetivos, 
tales como la capacitación del personal, la hora en al que se atiende al usuario, la entrega de 
requisiciones al usuario, la validación de la información presentada, y los elementos tecnológicos 
que puedan limitar la atención, entre lo más importante. Por un lado, se estimó por al menos una 
semana una encuesta de satisfacción del usuario, con 1200, cuya naturaleza es en escala lickert; a 
la par se determinó mediante el índice de prioridad de riesgo, considerando los valores obtenidos 
con personal que han atendido los procesos administrativos por al menos 5 años a fin de valorar un 
estudio AMFE. El conclusión del valor de  AMFE, del valor de índice de prioridad de riesgo, nos llevó 
a determinar que el problema sobre el que puede incluir un riesgo es el procesamiento de la 
información, dando lugar a otro análisis sobre aspectos tecnológicos y de carácter psicológico sobre 
la carga de trabajo del personal. 
Al evaluar el estudio propuesto VME-VMG,  llevo a las mismas determinaciones, encontrándose las 
mismas coincidencias, al involucras en el análisis otros aspectos de apreciación sobre lo que 
apreciaron los usuarios, se encontraron coincidencias en los aspectos analizados de al menos un 
98%. 
 
RESULTADOS  
Al realzar la comparación entre las dos técnicas tanto la de AMFE como la VME-VMG  se observaron 
coincidencias pero resultaron importantes los siguientes aspectos mostrado en la presente tabla: 
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Tabla 8. Comparación de la técnica de AMFE contra la técnica propuesta VME-VMG 
Aspecto  Fortalezas de los Métodos Coincidencias o diferencias  

Diferencias  
Tiempo de 
análisis 

En el caso de VME-VMG el método 
reduce el tiempo de análisis. 

En ambos el proceso es similar al 
poderse automatizar, sin embargo se 
invierte bastante en la generación de 
los valores a asignar mediante el 
método AMFE, pero coincidieron en el 
estudio en al menos 98% de los 
valores 

Anticipación 
en algún 
nivel de 
atención 
posterior 

El método de AMFE  requiere volver a 
insertar nuevos datos para poder realizar 
una inferencia sobre lo que puede pasar, 
lo que limita en desarrollar un análisis 
posterior, traduciéndose en costos En 
tanto el método VME.VMG  permite 
generar la simulación de cuál variable 
modificar y el nivel que se podría tener, 
lo que permite tomar acciones a priori. 

El método AMFE es limitado para una 
segunda acción. 

Número de 
participantes 
en el diseño 
del estudio 

Mediante AMFE  se requiere de 
expertos, sin ello no hay forma de 
mantener la confianza en el estudio, en 
tanto con el uso de la escala Likert se 
requiere un diseño adecuado de la 
misma, inclusive indagar sobre pruebas 
normalizadas para los cuestionarios o 
entrevistas. 

Ambos requieren pruebas 
normalizadas.  

Uso de 
matriz de 
riesgo 

Ambos hacen uso del concepto de 
probabilidad y de evaluación del riesgo 
sobre un valor de la distribución normal, 
lo que garantiza la robustez de la prueba. 

Los criterios del valor del riesgo es 
equiparable en ambas técnicas. 

 
CONCLUSIONES 
Se puede observar que se de acuerdo a la comparación de la técnica de AMFE  y la propuesta 
generada a partir del concepto de probabilidad, VME-VMG, se tienen una técnica que involucra un 
menor número de análisis, pero que además involucra la mismas matriz de riesgos descrita en la 
técnica de AMFE  o de otro tipo de técnicas, dando las mismas condiciones en la toma de decisiones. 
Haciendo uso de las frecuencias en presentadas podemos observar al modificar el valor de estas en 
donde debemos priorizar las estrategias de análisis, lo que particularmente resulta bastante útil como 
una oportunidad de mejora cuando el valor de las frecuencias queda en el límite de la categoría de 
análisis y que se convierta en un modelo que permita la gestión del riesgo. En el caso administrativo, 
las acciones a tomar derivado del análisis de la categoría del riesgo puede llevar a reducción de 
gastos en las acciones o la atención mas adecuada lo que se transforma en la satisfacción de 
servicios en calidad de atención, en la reducción de tiempos y en la construcción de criterios mas 
objetivos sobre el servicios, pero no menos importante resultan las acciones en las que podemos 
observar cuando podemos trasladar el riesgo a un tercero a través de la contratación de servicios 
como lo pueden ser los seguros sobre el posible daño o deterioro de nuestros insumos o de la 
propiedad misma del cliente, siendo las decisiones a partir del análisis lo que puede llevar a este 
análisis.  
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RESUMEN   
El estudio de las propiedades estadísticas de los sistemas desordenados es de fundamental 
importancia porque conduce a fenómenos tales como localización débil (retroesparcimiento 
reforzado)  y fuerte (Anderson), fluctuaciones de conductancia universal y correlaciones de 
intensidad. Además, recientes desarrollos en la teoría de sistemas desordenados basados en 
modelos no lineales o usando la teoría de supersimetría han llevado al reconocimiento de que el 
límite difusivo extremo de los sistemas desordenados también se comporta de manera similar a los 
sistemas caóticos cuánticos. Entre estos últimos sistemas que son de creciente interés son las guías 
de onda cuánticas. Estos sistemas se utilizan para estudiar posibles aplicaciones tecnológicas y 
efectos cuánticos, como los efectos Aharonov-Bohm. De igual manera se ha investigado la presencia 
del caos en el transporte clásico a través de guías de ondas, mostrando un comportamiento diferente 
para la resistividad cuando el sistema es regular o caótico. Teniendo esto en cuenta, en nuestro 
trabajo consideramos un sistema electromagnético compuesto por dos superficies planas 
perfectamente conductoras y un arreglo periódico de inclusiones cilíndricas circulares que forman 
una guía de ondas de cristal fotónico (PCW). Este sistema periódico tiene una estructura de bandas 
dada por una relación de dispersión que nos permite caracterizar los modos normales del sistema. 
Sin embargo, una PCW realista tiene siempre una longitud finita y para ello consideramos un número 
de periodos suficiente que representan la PCW perfectamente periódica. La técnica numérica 
aplicada se le conoce con el Método de la Ecuación Integral y permite calcular las intensidades de 
campo correspondientes a los modos normales en un amplio rango de frecuencias. Además, se 
calcularon las propiedades estadísticas espaciales de la densidad de probabilidad; en particular, la 
función de autocorrelación y la longitud de correlación. Cuando esta última es muy pequeña, el 
sistema presenta patrones desordenados de intensidades de campo. Así bajo ciertas condiciones, 
el sistema correspondiente presenta un comportamiento caótico. Por lo tanto, se puede concluir que 
el efecto del caos electromagnético contribuye a la presencia de patrones de campo desordenados 
que podrían tener varias aplicaciones como en criptografía. 

 
INTRODUCCIÓN  
El estudio de la propagación y esparcimiento de ondas clásicas y cuánticas es un tema de gran 
interés tanto para científicos como para ingenieros. Esto no es de sorprenderse puesto que las ondas 
son uno de los pilares de la comunicación, detección y medición. Fenómenos tales como la difusión 
de electrones en potenciales aleatorios [1], la difusión del spin [2], las oscilaciones periódicas en la 
magnetoresistencia de anillos de aluminio sometidos a campos magnéticos [3] e interacciones de 
haces de luz polarizados incidiendo en superficies rugosas de PEC [4] han sido estudiadas 
teóricamente a partir de las propiedades estadísticas de cada sistema. Siendo las propiedades 
estadísticas las que vislumbran comportamientos desordenados en estos sistemas. De la teoría de 
supersimetría [5] resulta que el límite difusivo extremo de los sistemas desordenados clásicos 
también se comporta de manera similar a los sistemas caóticos cuánticos. Pudiendo relacionar estos 
sistemas clásicos desordenados con un comportamiento caótico. Entre los sistemas con 
comportamiento desordenado destacan las guías de ondas tratadas como cristales fotónicos que 
muestran comportamientos diferentes dadas las condiciones que se toman en algunos de los cuales 
presentan comportamientos caóticos [6-10]. Por otro lado también se han obtenido resultados 
experimentales sobre comportamiento caótico en este tipo de sistemas, tal es el caso de las fibras 
ópticas con sección transversal no circulares donde los rayos de luz exhiben una dinámica caótica 
[11]. También se conoce que el fenómeno de interferencia aleatoria básica que subyace a los 
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patrones desordenados tiene grandes similitudes en muchas otras ramas de la física y la ingeniería 
[7]. Estos patrones irregulares se describen mejor mediante métodos de teoría de probabilidad y 
estadísticas. Para explicar estos patrones irregulares en algunos trabajos se ha considerado que la 
geometría de las guías de onda infinitas son como un sistema de billar, lo que permite estudiar sus 
propiedades de transporte cuánticas y clásicas [12]. Además es bien sabido que una guía de ondas 
compuesta por conductores perfectos puede ser tratada como un cristal fotónico lo que permite 
obtener su estructura de bandas [13] que es de vital importancia en el estudio de propiedades 
estadísticas en este tipo de sistemas. Vale la pena mencionar que el uso de geometrías similares al 
sistema aquí propuesto para modelar el campo electromagnético en una guía de ondas clásica (o 
cuántica [14] o acústica [17]), generalmente conducen a un comportamiento caótico cuando se 
consideran valores de frecuencias altos [12-17]. Un entendimiento pleno del caos en este tipo de 
sistemas ya sean clásicos o un sistema análogo de ondas cuánticas podría dar lugar a grandes 
aportes en áreas como la criptografía y en circuitos ópticos integrados. Para dar una satisfactoria 
explicación, es necesario comenzar este trabajo hablando de la teoría para una PCW infinita con 
inclusiones cilíndricas circulares para posteriormente relacionarlo con un sistema análogo finito. Así 
evitaremos perder de vista que este trabajo trata de examinar una PCW finita compuesta por dos 
superficies planas de PEC con un arreglo periódico de inclusiones cilíndricas circulares de PEC. En 
las siguientes secciones se describe brevemente como se obtiene la intensidad del campo reflejada 
para un campo incidente con polarización TE, usando el método de la ecuación integral para su 
resolución. A su vez, se describe el cómo se obtiene la longitud de correlación (desviación estándar 
de la función de autocorrelación ACF) para finalmente dar las conclusiones de estos resultados. 

 
TEORÍA  
Iniciaremos por simplicidad con el sistema infinito compuesto de dos placas de PEC con inclusiones 
cilíndricas circulares también de PEC (Fig. 1), el cual puede ser tratado como un cristal fotónico 
bidimensional con una infinidad de celdas unitarias formadas por un arreglo periódico de inclusiones 
cilíndricas circulares en la dirección x [13]. Asumimos que este sistema es invariante a lo largo de 
todo el eje z. 

 
Figura 1. Diagrama de una PCW infinita con inclusiones cilíndricas circulares de PEC. 

Para calcular numéricamente las intensidades correspondientes de los modos propios del sistema, 
usamos el método de la ecuación integral [12-15]. Asumiendo una dependencia armónica del tiempo 
para los campos electromagnéticos con polarización TE o TM,  Eሬሬ =E(r )exp(-iȦt)k෠  , al cual puede 
aplicarse el teorema de Bloch debido a la periodicidad de la guía de ondas, Eሬሬ (x-P,y)=Eሬሬ (x,y)exp(-i 
Kሬሬ P) donde Kሬሬ  es el vector unidimensional de Bloch. Consideramos la ecuación de onda para el medio 
j, la cual es transformada en la ecuación de Helmholtz 

ൣ∇2+kj
2൧Ejሺ r  ሻ=0,     (1) 

kj=nj(Ȧ) Ȧ
c
,      (2) 

donde r  es el vector de posición en el plano xy, con nj el índice de refracción del medio j. La Ec. (1) 
puede ser representada en forma integral para el medio j, considerando como solución la función de 
Green bidimensional y la segunda identidad del teorema de Green [12,13]. Así, es obtenida la forma 
general de la ecuación integral de Helmholtz para el medio j,  
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1
4ʌ∮ ቂGሺr ,r ´ሻ ∂Eሺr ´ሻ

∂n´
-Eሺr ´ሻ ∂Gሺr ,r ´ሻ

∂n´
ቃds´Γ =Eሺr ሻΘሺr ሻ,                                       (3) 

con      
     GሺRሻ= i

4
H0

1(kR),                             (4) 
siendo H0

1(ȗ) la función de Hankel de primer tipo y orden cero, R=|r -r ´| y Θሺr ሻ=1 si r  está dentro de la 
región j y Θሺr ሻ=0 en caso contrario. Dada la geometría, el problema se debe plantear como un 
sistema de n  ecuaciones (una por cada región o interfaz entre medios homogéneos distintos) en las 
que se deben satisfacer las condiciones de frontera para la polarización TE: 

Ej=Ej´,                    (5) 
1
İj

∂Ej

∂n
= 1

İj´

∂Ej´

∂n
.      (6) 

Para conductores perfectos el problema se simplifica notablemente; por ejemplo, en el caso de la 
polarización TE, el campo es cero por lo que no hay campo dentro de los conductores perfectos. 
Para resolver la Ec. (3) numéricamente, es necesario hacer una discretización dividiendo la curva Γ 
de la región j en segmentos  de curva Γi de longitud de arco ǻs lo suficientemente pequeños para 
que el campo y su derivada normal sean constantes. Así, las integrales de la Ec. (3) para la región j 
pueden aproximarse como sigue: 

∮ ቂGሺr ,r ´ሻ ∂Eሺr ´ሻ
∂n´
ቃ ds´Γ ≈∑ ΦnLmnn ,                 (7) 

∮ ቂEሺr ´ሻ ∂Gሺr ,r ´ሻ
∂n´

ቃ ds´Γ ≈∑ Ȍnn Nmn,                 (8) 
siendo 

Φn= ∂Eሺr ´ሻ
∂n´
ቚ
r ´=r ´n

,      (9) 

Ȍn=Eሺr ´ሻr ´=r ´n,                 (10) 
Lmn= ∫ Gሺr ,r ´ሻds´sn+ǻs/2

sn-ǻs/2 ,                             
(11) 

y 

Nmn= ∫ ∂Gሺr ,r ´ሻ
∂n´

ds´
sn+ǻs

2
sn-ǻs

2
 .                (12) 

En las expresiones anteriores el subíndice m denota el punto de observación y n el de integración. 
Sustituyendo la Ec. (4)  en las Ecs. (11) y (12) para obtener formas explícitas, es necesario además 
considerar que la función de Green tiene una singularidad removible en el caso bidimensional en r ൌ
r ´; ya que en este punto es donde se localiza la fuente puntual que da origen a esta función. Se llega 
entonces a que las Ecs. (11) y (12) son respectivamente: 

Lmn=ሾ1-įmnሿ
iǻs
4

H0
ሺ1ሻ൫kjหr m-r nห൯+ ቂ

iǻs
4

H0
ሺ1ሻ ቀkj

ǻs
2e
ቁቃįmn,              (13) 

Nmn=ሾ1-įmnሿ
iǻskj

4
nොn⋅

ሺr m-r nሻ
หr m-r nห

H1
ሺ1ሻ൫kjหr m-r nห൯+ ቂ

1
2

+ ǻs
4ʌ

nොn⋅tመn´ቃįmn,              
(14) 

siendo nොn  la normal y tመn´ el vector de curvatura. 
Por tanto, hemos convertido el conjunto de ecuaciones integrales de la Ec. (3) en un sistema de 
ecuaciones lineales que puede ser representado por matrices como:  

FቀKሬሬ ,ȦቁM(Kሬሬ ,Ȧ)=0,                (15) 
donde M es la matriz representativa asociada al sistema, la cual depende de la frecuencia Ȧ y el 
vector de Bloch  Kሬሬ  . Dado que el sistema de ecuaciones es homogéneo, se puede obtener una 
solución no trivial si el determinante de dicha matriz es cero. Es posible determinar la estructura de 
bandas al encontrar la relación de dispersión Ȧ=Ȧ( Kሬሬሬ )  y con ella los modos propios del sistema. 
Para ello, definimos la función determinante: 

DቀKሬሬ ,Ȧቁ=Ln( |det(MቀKሬሬ ,Ȧቁ)| ),                (16) 
la cual presenta puntos mínimos locales que darán la relación de dispersión numérica, que determina 
los modos propios del sistema para una frecuencia específica. 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 71 
 

Guías de ondas de cristal fotónico finita 
Como el sistema a desarrollar en este proyecto es finito, puede ser tratado como un cristal fotónico 
bidimensional con celdas unitarias truncadas formadas por un arreglo de varias inclusiones 
cilíndricas circulares como se muestra en la Fig. 2. El haz de luz  ilumina el sistema a incidencia 
normal; así que además de la teoría ya mencionada se considera un haz incidente (en la región j=0) 
y el cálculo del campo esparcido como respuesta de la guía de ondas [13].  

 
Figura 2. Diagrama de la guía de ondas finita de conductor perfecto con inclusiones cilíndricas 

circulares. 

Para evitar los efectos de borde lo iluminamos con un haz Gaussiano cuya intersección con el plano 
de la guía tiene un ancho medio g. Este parámetro debe ser más pequeño que la longitud total del 
sistema Ly=2l+b, pero mucho más grande que la anchura de la abertura de la guía de ondas b (ver 
Fig. 2). Así se puede considerar un haz incidente en la Ec. (3) en términos de un espectro  denotado 
por Aሺq,0ሻ [15]: 

Eincሺr ሻ=∫
dq
2ʌ

A(q,0)expሼi(qx-α0(q)y)ሽȦ/c
-Ȧ/c ,                           (16) 

siendo 
α0(q)=ൣ(Ȧ/c)2-q2൧

1/2
,                                      (17) 

Aሺq,0ሻ=ȥ0√ʌgexp ൜-(gq)2

4
+iα0(q)dൠ,                            

(18) 
donde la parte real e imaginaria de α0 son positivos, ȥ0 es una constante con unidades apropiadas 
y d es la separación de las placas que se muestra en la Fig. 2. Similarmente los campos esparcidos 
transmitido (x>d) y reflejado (x<0) con polarización TE, pueden ser escritos con el signo ൅ para el 
campo reflejado y el  െ  para el transmitido [13,15]: 

Esc
± ሺr ሻ=∫ dq

2ʌ
S±(q,ț)∞

-∞ expሼ-iሺqx±α0ሺqሻyሻሽ,                                       (19) 

S±ሺq,țሻ= i
2α0ሺqሻ

∑ ቈ∫ ቈ- ∂E0ሺr ሻ
∂n
ฬ
r =r n
቉ expሼ-iሺqx∓α0ሺqሻyሻሽdsΓj

቉B
j=1 ,                          (20) 

siendo B el número de cuerpos existentes que en nuestro caso son 12 (las dos placas y las 10 
inclusiones). Para la propagación de ondas, podemos identificar las componentes del vector de onda 
dado como q=ksen(șs) y α0ሺqሻ=kcos(șs), donde șs es el ángulo de esparcimiento ya sea reflejado o 
el trasmitido. Con estas formas de los campos incidente, reflejado y transmitido se pueden obtener 
las potencias incidente y esparcida y con ello la reflectancia y transmitancia. Para mayor detalle se 
pueden consultar las Refs. [13,15]. 
 
RESULTADOS  
En métodos computacionales es común introducir valores adimensionales, por lo que nuestros 
resultados se expresan en términos de un vector de Bloch reducido dado por Kሬሬ r=(P/2ʌ)Kሬሬ  y una 
frecuencia reducida dada por Ȧr=(P/2ʌ)Ȧ. Para la obtención de resultados confiables en el caso de 
altas frecuencias, es necesario utilizar intervalos de discretización pequeños. Para nuestros cálculos 
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se utilizó ∆s=(P/ȦrMax)/20 en los sistemas infinito y finito de guías de ondas con inclusiones cilíndricas 
circulares. Esta sección comienza con los resultados del campo obtenido para un sistema de una 
PCW infinita con periodicidad P=2ʌ de inclusiones cilíndricas circulares de radio a=0.3b, donde 
b=1.5 es la separación entre las placas (ver Fig. 1). Estas intensidades del campo tomadas de la 
Ref. [17] para dos frecuencias reducidas Ȧr=1.2101 y Ȧr=70.0224 son mostradas en las Figs. 3(a) y 
(c), respectivamente; las cuales serán comparadas con nuestros resultados del caso finito. Para 
ambos casos, se calcularon las correspondientes funciones de autocorrelación (ACFs) (Figs. 3(b) y 
(d)) y sus longitudes de correlación ı  definidas como la desviación estándar de la función de 
autocorrelación. Para la PCW infinita, por simplicidad se consideró el vector de Bloch reducido Kሬሬ r=0 
bajo la polarización TM. 

 
Figura 3. Intensidades del campo para una PCW infinita con inclusiones cilíndricas de PEC para la 

frecuencia reducida (a) Ȧr=1.2101 con  su ACF en (b) y (d) Ȧr=70.0224 con su ACF en (d). 

Para la frecuencia más baja, la longitud de correlación obtenida es ı=0.3461 y para la frecuencia 
más alta se obtiene una menor de ı=0.0744. En especial para la frecuencia más alta se puede 
apreciar en la Fig. 3(c) que muestra una distribución de los patrones del campo con mayor desorden. 
Los cálculos mostrados nos llevan a pensar que la intensidad del modo propio es una variable 
aleatoria no correlacionada en función de un punto (x,y) en la celda unitaria; por lo que podría ser 
una manifestación del caos de ondas electromagnéticas. Los patrones desordenados de los modos 
de la intensidad de campo de la Fig. 3(c) no son suficientes para garantizar la presencia del caos en 
el sistema; sin embargo, algunos sistemas clásicos con geometría similar, como los billares de Sinai 
[16], presentan un comportamiento caótico, y éste es nuestro principal argumento para interpretar 
estos resultados como una manifestación de caos electromagnético.  
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PCW realista 
En los resultados anteriores, asumimos una PCW de longitud infinita; sin embargo, las guías de 
ondas que podemos analizar experimentalmente son de longitud finita. Por consiguiente, vamos a 
ver si el patrón del campo desordenado de la PCW ideal (longitud infinita) aparece en el caso de una 
PCW de longitud finita. Para ello, vamos a considerar una PCW con 10 inclusiones cilíndricas 
circulares iluminada con un haz incidente con polarización TE a incidencia normal. El sistema está 
formado por dos bloques de PEC que forman la guía de ondas con separación entre las placas de 
b=4ʌ, espesor ࢒ ൌ ૚. ૠ૚ y longitud d=20ʌ, con inclusiones cilíndricas de radio a=0.1b (ver Fig. 2). 
Como ejemplo para las frecuencias reducidas Ȧr=1.7607 y Ȧr=4.9302, las intensidades de campo 
obtenidas se muestran en las Figs. 4(a) y (c). Las curvas de las ACFs de las Figs. 4(b) y (d) fueron 
obtenidas con la región superior de la celda debido a la simetría de la PCW. Además las longitudes 
de autocorrelación fueron  ı=0.2807   para la frecuencia menor y para la frecuencia mayor de 
ı=0.3278, observando que esta última no decrece abruptamente debido a que la frecuencia no es 
suficientemente grande para exhibir el comportamiento caótico. De acuerdo a nuestros estudios, con 
frecuencias reducidas del orden de 70 es posible observar el fenómeno de caos en el sistema 
electromagnético de la Fig. 3(c). Tenemos la hipótesis de que a frecuencias del orden similar en el 
sistema finito serán suficientes para observar el fenómeno de caos; sin embargo no hemos podido 
hacer cálculos a frecuencias de ese orden debido al poder computacional requerido. 
 

 
Figura 4. Intensidades del campo para una PCW finita con 10 inclusiones cilíndricas de PEC para 

frecuencias reducidas (a) Ȧr=1.7607  con  su ACF en (b) y (c) Ȧr=4.9302 con su ACF en (d). 
 
CONCLUSIONES 
Se aplicó un método integral numérico a la ecuación de Helmholtz para estudiar el fenómeno de 
caos electromagnético en una PCW de longitud finita e infinita con inclusiones cilíndricas circulares. 
Para la PCW infinita con frecuencias reducidas altas (valor alrededor de 70), se obtienen patrones 
desordenados de la intensidad del campo. Estos patrones desordenados están asociados con 
sistemas caóticos, por lo que este resultado confirma que una PCW con inclusiones cilíndricas 
circulares también presenta este fenómeno. Otra forma de corroborar esta aseveración es mediante 
el valor de la longitud de correlación de la función de autocorrelación que tiende a cero cuando el 
sistema clásico correspondiente es caótico. Creemos que un fenómeno, como el mostrado en el caso 
de la PCW infinita, para patrones de intensidades de campo desordenados, debe comenzarse a 
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observar en la guía finita para frecuencias reducidas del orden de 70. Sin embargo, requiere un poder 
computacional muy alto. No obstante, son interesantes estos resultados ya que tienen posibles 
aplicaciones en criptografía. 
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RESUMEN 
La estructura de las ecuaciones en teorías de gravedad implica restricciones sobre la existencia de 
soluciones para una geometría y una fuente de materia dadas. Un ejemplo conocido sobre las 
restricciones que el tensor momento impone sobre la geometría (en el formalismo de Einstein) es en 
el que se considera un espacio tiempo estático y axialmente simétrico con fuentes formadas por un 
campo escalar; en este caso no es posible construir soluciones tipo Weyl. En este trabajo 
expondremos las condiciones que debe satisfacer el tensor de momento energía para la existencia 
de soluciones tipo Weyl en el marco de la teoría de gravitación de Rastall; además, demostraremos 
que, si la traza del tensor de momento energía es cero y existen soluciones tipo Weyl en el marco 
de la relatividad general de Einstein, entonces existen soluciones tipo Weyl en el marco de la teoría 
de Rastall.  

INTRODUCCIÓN 
El poder construir soluciones en una teoría es relevante debido a que nos permite entender el tipo 
de estructuras que estas implican. En el caso de teorías de gravitación, las soluciones nos ayudan a 
entender la naturaleza del espacio-tiempo, así como sus propiedades [1]. Esto ha permitido describir, 
de una manera aceptable el universo [2], a través del modelo estándar de cosmología [3], predecir 
la existencia de agujeros negros [4], entre otros. Para poder obtener una solución exacta o incluso 
construir una solución mediante métodos numérico es necesario imponer restricciones sobre la 
geometría, estas son conocidas como simetrías [4], el tipo de simetrías permite representar la métrica 
asociada a estas en una forma particular mediante la adaptación de las coordenadas a las simetrías, 
relacionadas con vectores de Killing [5]. Una de las simetrías es la estática y axialmente simétrica, 
en la que existen dos campos vectoriales de Killing uno temporal y otro axialmente simétrico que 
conmutan entre sí, la métrica de Weyl tiene esta simetría y adicionalmente existe una función que es 
armónica, y permite reducir el número de funciones para representar la geometría únicamente con 
dos funciones. La importancia de que a partir de un tensor de momento energía se puedan tener 
soluciones tipo Weyl radica en que en esta carta coordenada se puede tener superposición de las 
soluciones [6]. En el caso de las ecuaciones de Einstein en el vacío, las dos funciones ࣆ y ࣇ que 
definen la métrica satisfacen las ecuaciones [1] 

െ
૒૛

૒ૉ૛
,ሺૉࣆ ሻࢠ ൅

૒૛

૒ࢠ૛
,ሺૉࣆ ሻࢠ ൅

૚
ૉ
૒
૒ૉ
,ሺૉࣆ ሻࢠ ൌ ૙ 

૒
૒ૉ
,ሺૉࣇ ሻࢠ ൌ ࣋ ቎൭

૒
૒ૉ
ૄሺૉ, ሻ൱ࢠ

૛

െ ൭
૒
૒𝐳
ૄሺૉ, ሻ൱ࢠ

૛

቏ 

૒
૒𝐳
,ሺૉࣇ ሻࢠ ൌ ૛࣋൭

૒
૒𝐳
ૄሺૉ, ሻ൱ࢠ ൭

૒
૒ૉ
ૄሺૉ,  ሻ൱ࢠ

Para construir una solución primero damos una solución de la primera ecuación (ecuación de Laplace 
en un espacio plano de tres dimensiones) y determinamos la función ࣇ de las otras dos ecuaciones. 
La linealidad de la ecuacion de Laplace nos permite hacer una superposición de soluciones de Weyl. 
Si la materia admite este tipo de métrica, las ecuaciones de Einstein en tal caso se expresan en una 
manera similar al dado en el sistema anterior [7]. En este trabajo nos centramos al análisis de las 
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condiciones a imponer sobre el tensor de momento energía para la existencia de soluciones tipo 
Weyl en la teoría de Rastall [8].  

Espacio tiempo estatico y esfericaente simetrico  
Nuestro interés se centra en el análisis de la condición que se debe imponer sobre el tensor de 
momento energía en la teoría de Rastall, la cual descrita por la ecuación 

࢈ࢇࡾ                                                                               െ
૚
૛
࢈ࢇࢍࣅࡾ

ൌ  ሺ૚ሻ                                                                         ࢈ࢇࢀ࢑

para poder obtener soluciones tipo Weyl. Éstas corresponden a un espacio tiempo estático y 
axialmente simétrico con elemento de línea 

૛࢙ࢊ                                    
ൌ െࢋ૛ૄሺ࢟,࢞ሻ࢘ࢊ૛ ൅ ,࢞ሺ࣋ ૖૛ࢊሻ࢟,࢞૛ૄሺିࢋሻ૛࢟ ൅ ૛࢞ࢊሻሺ࢟,࢞ሻି૛ૄሺ࢟,࢞૛ૅሺࢋ ൅  ૛ሻ                   ሺ૛ሻ࢟ࢊ

pero con sólo dos funciones métricas y no con tres como las que aparecen en la ecuación (3). La 
métrica (3) representa la geometría cuando se tienen dos vectores de Killing. Uno temporal ૒

૒𝐭
 que es 

ortogonal a una hipersuperficie, con ࢚ ∈ ሺെ∞,∞ሻ. Y otro espacial ૒
૒૖

  axialmente simétrico con ࣘ ∈
ሺ૙, ૛ૈሻ. Esta propiedad requiere que los coeficientes métricos ࢈ࢇࢍ sean independientes de ሺ࢚, ૖ሻ y 
que ademas no se  tengan terminos cruzados ࢚ࢍ,૖, ,࢞,࢚ࢍ ,࢟,࢚ࢍ ࢞,૖ࢍ    y 𝐠૖,𝐲   Con respecto a este 
elemento de línea las componentes de las ecuaciones de Rastall  diferentes de cero  son:  
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Puesto que queremos obtener la condición que se debe imponer sobre el tensor de momento 
energía, sólo hemos representado sus componentes en forma simbólica, ya que no tenemos un tipo 
de materia específico. Sumando las ecuaciones (3) y (4) llegamos a la siguiente relación  

࢑                                                     ൬࢚࢚ࢀ ൅
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૚ െ ૛ࣅ
൅ ൰ࣘࣘࢀ

ൌ െ
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ࣔ૛࣋
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൅
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૛࢟ࣔ

ቇ                                           ሺૠሻ 

en la que únicamente aparecen derivadas para la función ࣋ y que será empleada para introducir la 
métrica de Weyl. 

La metrica de Weyl y la teoria de Rastall  
La métrica de Weyl es un caso particular de un espacio tiempo estático y axialmente simétrico, que 
no necesariamente existe para cualquier tensor de momento energía. Su existencia requiere que la 
función ࣋ satisfaga  

                                                                                          
ࣔ૛࣋
૛࢞ࣔ

൅
ࣔ૛࣋
૛࢟ࣔ

ൌ ૙                                                                           ሺૡሻ 

Pero, de la Ec. (7), encontramos que el tensor de momento energía debe satisfacer la condición:  

࢑                                                                            ൬࢚࢚ࢀ ൅
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૚ െ ૛ࣅ
൅ ൰ࣘࣘࢀ ൌ ૙                                                              ሺૢሻ 

Esta relación es una condición necesaria para la existencia la existencia de soluciones con métrica 
de Weyl. Supongamos que se el tensor momento energía satisface (9), puesto que la ecuación (8) 
corresponde a la ecuación armónica, es conveniente introducir la función armónica conjugada de 
࣋ ൌ ሺ࢞, ࢠ  :ሻ࢟ ൌ ,࢞ሺࢠ    ሻ.  Así࢟

ࣔ૛ࢠ
૛࢞ࣔ

൅
ࣔ૛ࢠ
૛࢟ࣔ

 

Si hacemos el cambio de variable ሺ𝐱, 𝐲ሻ → ሺૉ, 𝐳ሻ, el elemento de línea (2) adquiere la forma de la 
métrica de Weyl 

૛࢙ࢊ                               ൌ െࢋ૛ૄሺૉ,ࢠሻ࢚ࢊ૛ ൅ ૉ૛ିࢋ૛ૄሺૉ,ࢠሻࢊ૖૛ ൅ ૉ૛ࢊሻሺࢠ,ሻା૛ૅሺૉࢠ,૛ૄሺૉିࢋ ൅  ૛ሻ                               ሺ૚૙ሻࢠࢊ

esta únicamente requiere de dos funciones para ࣆ y ࣇ ya que ahora ૉ es una coordenada. Con 
respecto a esta métrica, las componentes no nulas de las ecuaciones de Rastall son: 
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࢑                                                      ൬࢚࢚ࢀ ൅
૚
૛

ࢀࣅ
૚ െ ૛ࣅ

൰

ൌ െࢋ૛ିࣆ૛ࣇ ቆ
ࣔ૛ࣆ
૛࣋ࣔ

൅
ࣔ૛ࣆ
૛ࢠࣔ

൅
૚
࣋
ࣆࣔ
࣋ࣔ
ቇ                                        ሺ૚૚ሻ 

࢑                                                     ൬ࣘࣘࢀ ൅
૚
૛

ࢀࣅ
૚ െ ૛ࣅ

൰

ൌ െࢋ૛ିࣆ૛ࣇ ቈെ
ࣔ૛ࣆ
૛࣋ࣔ

െ
ࣔ૛ࣆ
૛ࢠࣔ

െ
૚
࣋
ࣆࣔ
࣋ࣔ
቉                                    ሺ૚૛ሻ 

࢑             ൬࣋࣋ࢀ ൅
૚
૛

ࢀࣅ
૚ െ ૛ࣅ

൰

ൌ ࣇ૛ିࣆ૛ࢋ ቈቆ
ࣔ૛ࣆ
૛࣋ࣔ

൅
ࣔ૛ࣆ
૛ࢠࣔ

ቇ െ ቆ
ࣔ૛ࣇ
૛࣋ࣔ

൅
ࣔ૛ࣇ
૛ࢠࣔ

ቇ െ ૛ ൬
ࣆࣔ
࣋ࣔ
൰
૛

൅
૚
࣋
൬
ࣆࣔ
࣋ࣔ
൅
ࣇࣔ
࣋ࣔ
൰቉              ሺ૚૜ሻ 

 

࢑                                                  ൬࣋ࢠࢀ ൅
૚
૛

ࢀࣅ
૚ െ ૛ࣅ

൰

ൌ ࣇ૛ିࣆ૛ࢋ ൤െ૛൬
ࣆࣔ
ࢠࣔ
൰ ൬
ࣆࣔ
࣋ࣔ
൰ ൅

૚
࣋
൬
ࣇࣔ
ࢠࣔ
൰൨                                     ሺ૚૝ሻ 

Sumando las dos primeras ecuaciones vemos que 

࢑                                                                            ൬࢚࢚ࢀ ൅
ࢀࣅ

૚ െ ૛ࣅ
൅ ൰ࣘࣘࢀ

ൌ ૙,                                                             ሺ૚૞ሻ 

Es decir, recuperamos la condición (9). Finalmente aplicaremos esta condición para un tensor de 
momento energía que describe un campo escalar:  

࢈ࢇࢀ                                                                      
ൌ સ𝐚઴સ࢈઴ െ

૚
૛
 ઴                                                             ሺ૚૟ሻࢉ઴સࢉસ࢈ࢇࢍ

reemplazando en (15) obtenemos 

࢑                                                ൬࢚࢚ࢀ ൅
ࢀࣅ

૚ െ ૛ࣅ
൅ ൰ࣘࣘࢀ

ൌ െ
ሺ૚࢑ െ ሻࣅ ቈቀࣔ઴ࣔ࢞ቁ

૛
൅ ൬ࣔ઴ࣔ࢟൰

૛
቉

ሺ૚ െ ૛ࣅሻିࢋ૛ࣆା૛ࣇ
                                    ሺ૚ૠሻ 

Esta expresión se anula sólo si ࣅ ൌ ૚, el cual corresponde al caso de la teroria de la relatividad 
general de Einstein, esto muestra que la teoría de Rastall es más restrictiva con respecto a la 
existencia de soluciones tipo Weyl. En particular no existen soluciones de Weyl en la teoría de 
Rastall, salvo el caso límite ࣅ ൌ ૚. Finalmente notemos que, si la traza del tensor de momento 
energía es cero, entonces la condición requerida para la existencia de soluciones de Weyl es la 
misma en ambas teorías.   

CONCLUSIONES  
En este trabajo realiza una revisión de la definición de un espacio tiempo estático y axialmente 
simétrico, es mostrado que para su descripción se requieren de tres funciones que dependen de dos 
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coordenadas. Posteriormente se obtiene la conocida para que se tenga una métrica de Weyl, 
caracterizada porque únicamente se requieren de dos funciones para representar una geometría 
estática y axialmente simétrica. A partir de esto se muestra que la teoría de Rastall es más restrictiva 
con respecto a la construcción de soluciones estáticas y axialmente simétricas. Es decir, la condición 
que debe satisfacer el tensor de momento energía, para que existan soluciones con métrica tipo 
Weyl puede cumplirse en el marco de la teoría de relatividad general de Einstein, pero no en el marco 
de la teoría de Rastall.  
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RESUMEN 
Los neutrinos provenientes del sol han jugado un papel muy importante en la física de partículas, 
gracias a ellos se ha podido explicar exitosamente el espectro continuo de la energía en la 
desintegración beta, así como la discrepancia entre el Modelo Estándar Solar y el Modelo Estándar 
de las Partículas Elementales. La teoría que mejor ha descrito cómo interactúan las partículas 
elementales es el Modelo Estándar, sin embargo, esté es una teoría en proceso de elaboración, ya 
que en su marco teórico los neutrinos no tienen masa, por lo cual no se puede explicar el fenómeno 
observado de oscilación de neutrinos y/o la violación de CP leptónica. Para generar la masa a los 
neutrinos solares, en este trabajo se propone un estudio independiente de modelos, en el cual los 
términos de masa de los neutrinos son del tipo Majorana. En particular, la forma de la matriz de 
masas de los neutrinos se fija con el llamado patrón Tri-Bi-Máximo, mientras que para establecer la 
forma de la matriz de masas de los leptones cargados, se proponen varias clases de equivalencia. 
Estas clases se diferencian entre sí por el número de ceros de textura presentes en las matrices que 
las componen. Por consiguiente, al construir la matriz de mezclas del sabor leptónico, PMNS, en 
términos de las masas de los leptones cargados, se puede obtener una desviación al patrón TBM. 
En otras palabras, en las expresiones teóricas para los ángulos de mezclas, se sustituye el valor 
experimental actual de las masa de los leptones cargados y se varían en sus rangos de validez los 
respectivos parámetros libres, de tal forma que se reproduzcan los datos experimentales actuales 
sobre oscilaciones de neutrinos. Así obtuvimos que ~nicamente dos de las matrices de la clase de 
equivalencia con dos ceros de textura, son capaces de reproducir correctamente los valores 
experimentales para los ingulos de mezcla solar, atmosfprico y del reactor, con lo cual se predice 
un rango de valores para la fase de violación de CP tipo-Dirac, y las dos fases tipo-Majorana. 
Además, se obtuvieron las implicaciones de estos valores de las fases de violación de CP en los 
experimentos actuales y futuros sobre oscilación de neutrinos con base-larga como lo son T2K, 
NOvA y DUNE. En estos experimentos están involucradas las oscilaciones de los neutrinos 
(antineutrinos) solares y atmosféricos. Por consiguiente, se puede concluir que es posible mantener 
el patryn TBM para la matriz de masas de los neutrinos, siempre y cuando se considere que la matriz 
de masas de los leptones cargados no sea diagonal. Es decir, una matriz de masa no trivial de los 
leptones cargados genera un perturbación en la matriz PMNS, la cual se refleja en la probabilidad 
de oscilación del neutrino (antineutrino) solar a neutrino (antineutrino) atmosférico. Así, se podría 
sugerir a qué distancia se debería colocar el detector en los experimentos de oscilación de neutrinos 
en materia.  
 
INTRODUCCIÓN  
En 1930 el físico Wolfgang Pauli propuso la existencia de los neutrinos, en un esfuerzo por preservar 
el principio de conservación de la energía, dando con ello una explicación del espectro continuo de 
la energía en la desintegración ࢼ de los neutrones, ࢔ → ା࢖ ൅ ିࢋ ൅  Las propiedades con las que .ࢋࣇ
Pauli dotó a esta hipotética partícula fueron; carga eléctrica cero y espín ½. En un inicio, tanto Pauli 
como otros físicos de la época consideraban que el neutrino nunca sería detectado, debido 
principalmente al hecho que el neutrino es una partícula de carga eléctrica nula y apenas interactúa 
con la materia convencional de la que están constituidos los objetos cotidianos, incluidos los seres 
vivos. Sin embargo, en 1956 los físicos Clyde Cowan y Frederick Reines demostraron 
experimentalmente la existencia del neutrino, lo hicieron basándose en la desintegración ࢼ inversa 
࢔ ൅ ࢋࣇ → ା࢖ ൅  .A este experimento se le conoció como el experimento del neutrino [1] .ିࢋ
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Hay diversas fuentes en donde se originan los neutrinos, algunas de estas son: i) fenómenos 
astrofísicos, como las supernovas tipo-II donde los neutrinos son los responsables de desencadenar 
la explosión de gran parte de la masa de la estrella; ii) radiación cósmica de fondo, aquí se supone 
que en el Universo existe un fondo de neutrinos de energía baja, los cuales son remanentes del Big 
Bang; iii) en la Tierra, las desintegraciones de isótopos radiactivos a través de la desintegración ࢼ 
producen una pequeña cantidad de neutrinos; y iv) fuentes artificiales, como lo son las centrales 
nucleares o los aceleradores de partículas. Sin embargo, el Sol, conocido como el astro rey, es la 
principal fuente de los neutrinos que llegan a la Tierra; a este tipo de neutrinos se les conoce como 
neutrinos solares y se producen principalmente en el proceso de conversión de hidrógeno en helio.  
En acuerdo con la nucleosíntesis estelar, la cual describe el conjunto de reacciones de nucleares 
que tiene lugar en las estrellas, la conversión de hidrógeno en helio está dominada principalmente 
por la cadena protón-protón, cuyo esquema general es ૝࢖ ൅ ૛ିࢋ → He૝ ൅ ૛ࣇ ൅ ૛૟. ૠ MeV . Se 
estima que a la Tierra llegan aproximadamente 66,000 millones de neutrinos solares por centímetro 
cuadrado y por segundo. Así, al considerar todas las posibles fuentes de neutrinos, se puede estimar 
que alrededor de 100,000 millones de neutrinos pasan por la uña de un pulgar en un segundo. Pero 
a pesar de ser una partícula muy abundante en la Tierra, detectar neutrinos es extremadamente 
difícil, debido a que son partículas neutras. Para detectar neutrinos se requiere usar dispositivos muy 
grandes y precisos, además de evitar las interferencias que causan otros fenómenos naturales. Por 
consiguiente, los experimentos para detectar los neutrinos se deben instalar en las profundidades 
de la Tierra o el Mar [2]. Algunos ejemplos de experimentos situados en minas son: Homestake [3], 
Super-Kamiokande [4] y SNO [5]. Mientras que el experimento ANTARES está situado en las 
profundidades del Mar mediterráneo [6]. En los experimentos anteriormente mencionados se puede 
detectar el fenómeno mecánico cuántico de oscilación de neutrinos. Este fenómeno consiste en que 
el sabor del neutrino (neutrino del electrón, neutrino del muon, neutrino tau) cambia a media que este 
viaja por el espacio, por ello el sabor del neutrino que se emite en la fuente no necesariamente es el 
mismo que se detecta en el experimento. Además, para tener la oscilación de sabor es necesario 
que los neutrinos tengan una masa no nula [2]. 
Durante muchos años hubo una discrepancia entre los resultados obtenidos en los experimentos de 
oscilaciones de neutrinos y los predichos por los modelos teóricos, esta anomalía fue conocida como 
el problema de los neutrinos solares. En otras palabras, los experimentos terrestres habían detectado 
mucho menos neutrinos electrónicos procedentes del Sol de los que la nucleosíntesis estimaba. En 
2002, esta discrepancia fue resuelta por el experimento SNO, al poder medir el flujo total de neutrinos 
y no solo los neutrinos electrónicos como los hacían los otros experimentos. Los resultados de SNO 
confirmaron que muchos de los neutrinos del electrón producidos en el interior del Sol cambian a 
otros sabores del neutrino antes de llegar a la Tierra [7]. 
El Modelo Estándar (ME) que gobierna la dinámica de cómo interactúan entre sí las partículas 
fundamentales, contiene tres neutrinos sin masa, los cuales son tratadas como partículas de Dirac: 
el neutrino del electrón, neutrino del muon y neutrino del tau. Sin embargo, actualmente es un hecho 
bien establecido por los experimentos de neutrinos solares, atmosféricos y de reactores, que el 
neutrino cambia de sabor mientras viaja debido a su pequeña mezcla de masa y sabor. Por lo tanto, 
esta es una clara evidencia de física más allá del ME. El lograr comprender por qué la masa de los 
neutrinos es extremadamente pequeña (del orden meV) y por qué la magnitud de la mezcla entre 
los diferentes sabores de los neutrinos es tan grande, son cuestiones muy estudiadas actualmente 
en la Física de Partículas.  
La pequeñez en la escala de masa de los neutrinos se explica bien por medio del mecanismo de 
subibaja, el cual la vincula a una nueva escala física en la naturaleza [8]. Sin embargo, la mezcla del 
sabor de los neutrinos presenta un patrón interesante, en el cual dos ángulos de mezcla de un 
escenario de tres sabores parecen ser máximos, mientras que el tercero sigue siendo muy pequeño. 
Se han explorado distintos esquemas de mezcla de sabor leptónico como el Tri-Bi-Máximo (TBM) 
[9], Bi-máximo (BM) [10] y la mezcla democrática (DC) [11] para explicar los datos experimentales 
de mezcla de neutrinos. Todos estos escenarios de mezcla leptónica tienen la misma predicción para 
el ángulo de mezcla del reactor, ࣂ૚૜ ൌ ૙. El ángulo de mezcla atmosférico es ࣂ૛૜ ൌ ૝૞° para el BM 
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y TBM, mientras que para DC toma el valor ࣂ૛૜ ൌ ૞૝. ૠ°. El ángulo de mezcla solar es máximo, es 
decir, ࣂ૚૛ ൌ ૝૞° para BM y DC, mientras que para TBM toma el valor ࣂ૛૜ ൌ ૜૞. ૜°. 
En 2011, el experimento de línea base larga T2K [12] observando los eventos correspondientes a la 
probabilidad de transición ࣆࣇ →  reportó la siguiente estimación de valores para el ángulo del ,ࢋࣇ
reactor, ૞°ሺ૞. ૡ°ሻ ൏ ૚૜ࣂ ൏ ૚૟°ሺ૚૟. ૡ°ሻ, para una jerarquía normal (invertida) en el espectro de masas. 
Sin embargo, el experimento de Daya Bay [13] basado en reactores presentó el primer resultado 
concluyente de tener un ángulo del reactor ࣂ૚૜ diferente de cero. El valor del ángulo de mezcla 13 a 
un nivel de confianza del 90% es: VeQ૛૛ࣂ૚૜ ൌ ૙. ૙ૢ૛ േ ૙. ૙૚૟ሺ࢚ࢇ࢚࢙ሻ േ ૙. ૙૞ሺ࢚࢙࢙࢟ሻ. A partir de los 
resultados anteriores es evidente que los escenarios BM, TBM y DC no pueden considerarse en su 
valor nominal, por consiguiente, deben investigarse para determinar posibles desviaciones a los 
mismos.  
Los valores numéricos de los parámetros que gobiernan las oscilaciones de neutrinos obtenidos a 
partir del ajuste global de los datos reportados por los experimentos, para una jerarquía normal (JN, 
૜ࣇ࢓ ൐ ૛ࣇ࢓ ൐ ૛ࣇ࢓ ,૚) e invertida (JIࣇ࢓ ൐ ૚ࣇ࢓ ൐  :૜), son [14]ࣇ࢓
 

Parámetro 𝐁𝐅𝐏 േ ૚࣌ 𝐑𝐚𝐧𝐠𝐨 ૛࣌ 𝐑𝐚𝐧𝐠𝐨 ૜࣌ 
ઢ࢓૛૚

૛ : ൣ૚૙ି૞eV૛൧ ૠ. ૞૞ି૙.૚૟ା૙.૛૙ ૠ. ૛૙ െ ૠ. ૢ૝ ૠ. ૙૞ െ ૡ. ૚૝ 
ઢ࢓૜૚

૛ : ൣ૚૙ି૜eV૛൧ ሺ𝐉𝐍ሻ ૛. ૞૙ േ ૙. ૙૜ ૛. ૝૝ െ ૛. ૞ૠ ૛. ૝૚ െ ૛. ૟૙ 
ઢ࢓૚૜

૛ : ൣ૚૙ି૜eV૛൧ ሺ𝐉𝐈ሻ ૛. ૝૛ି૙.૙૝ା૙.૙૜ ૛. ૜૝ െ ૛. ૝ૠ ૛. ૜૚ െ ૛. ૞૚ 
𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૚૛/૚૙ି૚ ૜. ૛૙ି૙.૚૟ା૙.૛૙ ૛. ૡૢ െ ૜. ૞ૢ ૛. ૠ૜ െ ૜. ૠૢ 

𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૛૜/૚૙ି૚ ሺ𝐉𝐍ሻ ૞. ૝ૠି૙.૜૙ା૙.૛૙ ૝. ૟ૠ െ ૞. ૡ૜ ૝. ૝૞ െ ૞. ૢૢ 
𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૛૜/૚૙ି૚ ሺ𝐉𝐈ሻ ૞. ૞૚ି૙.૜૙ା૙.૚ૡ ૝. ૢ૚ െ ૞. ૡ૝ ૝. ૞૜ െ ૞. ૢૡ 
𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૚૜/૚૙ି૛ ሺ𝐉𝐍ሻ ૛. ૚૟૙ି૙.૙ૠ૟ା૙.૙ૡ૜ ૛. ૙૜ െ ૛. ૜૝ ૚. ૢ૟ െ ૛. ૝૚ 
𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૚૜/૚૙ି૛ ሺ𝐉𝐈ሻ ૛. ૛૛૙ି૙.૙ૠ૟ା૙.૙ૠ૝ ૛. ૙ૠ െ ૛. ૜૟ ૚. ૢૢ െ ૛. ૝૝ 
.૚ (JN) ࣊/CPࢾ ૜૛ି૙.૚૞ା૙.૛૚ ૚. ૙૛ െ ૚. ૠ૞ ૙. ૡૠ െ ૚. ૢ૝ 
.૚ (JI) ࣊/CPࢾ ૞૟ି૙.૚૞ା૙.૚૜ ૚. ૛ૠ െ ૚. ૡ૛ ૚. ૚૛ െ ૚. ૢ૝ 

 
En las expresiones anteriores BFP significa punto de mejor ajuste, ઢ࢐࢏࢓

૛ ൌ ࢏ࣇ࢓
૛ െ࢐ࣇ࢓

૛  es la diferencia 
de los cuadrados de las masas de los neutrinos, y ࢾCP es la fase de violación de CP del tipo Dirac. 
Esta última es la única fase asociada a la violación de CP que está involucrada en las amplitudes de 
transición de las oscilaciones de neutrinos. Con los datos anteriores se puede concluir fácilmente 
que la física de los neutrinos está en su etapa de precisión respecto a la determinación de sus 
parámetros fundamentales. 
Una de las características principales de los neutrinos es tener carga eléctrica nula, por lo cual, en 
el contexto de la Teoría Cuántica de Campos, estas partículas pueden ser representadas como 
partículas de Dirac o Majorana. Así, los neutrinos aparte de ser camaleónicos al cambiar su sabor 
mientras viajan de la fuente al detector, también tienen un problema de identidad. En otras palabras, 
hasta este momento, si se consideran los datos experimentales existentes, no se puede determinar 
la naturaleza de los neutrinos. Sin embargo, en extensiones mínimas del ME considerar a los 
neutrinos como partículas de Mejorana explica muy bien la pequeñez de la masa de estos.  
Los experimentos de línea base larga tienen el objetivo principal de obtener medidas precisas sobre 
los parámetros de las oscilaciones de neutrinos. En particular, los experimentos T2K, DUNE, y 𝐍𝐎ૅ𝐀 
toman mediciones de la amplitud de transición entre los neutrinos solares y atmosféricos, ࣆࣇ →  ,ࢋࣇ
para determinar con precisión el valor numérico de la fase de violación de CP tipo Dirac. En el 
experimento T2K, el haz de neutrinos tiene una energía media de 0.6 GeV y un ancho de 
aproximadamente 0.3 GeV, viaja desde el acelerador J-PARC hasta el detector SuperKamiokande 
que se encuentra a 295 km de distancia [12]. En el experimento 𝐍𝐎ૅ𝐀, el haz de neutrinos viaja una 
distancia de 810 km, y tiene una energía entre 1 y 3 GeV, sin embargo, la señal máxima está 
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alrededor de 2 GeV [15]. En el experimento DUNE, el haz de neutrinos es de alta intensidad con una 
energía media de 2.8 GeV, las partículas viajan una distancia de 1300 km hasta el detector [16]. 
La desintegración doble beta sin neutrinos, ૙ࢼࢼࣇ, es una reacción nuclear de segundo orden que 
aún no ha sido observada, pero permite dilucidar si los neutrinos son partículas de Dirac o de 
Majorana, ya que únicamente en este último caso existe esta desintegración. En la ૙ࢼࢼࣇ,  la 
observable física a medir es la amplitud de decaimiento ࢀ૚/૛૙ࣇ , la cual es sensible a las fases de 
Majorana asociadas a la violación de CP y proporcional a la masa efectiva de Majorana, cuya forma 
es 〈ࢋࢋ࢓〉 ൌ ห∑ ࢐࢐ࢋࢁ࢐ࣇ࢓ ห, donde los ࢐ࢋࢁ son los elementos de la primera fila la matriz de mezclas del 
sabor leptónico [17].  
En este trabajo se propone un estudio independiente de modelos, en el cual los términos de masa 
de los neutrinos son del tipo Majorana. En particular, la forma de la matriz de masas de los neutrinos 
se fija con el llamado patrón TBM, mientras que para establecer la forma de la matriz de masas de 
los leptones cargados, se proponen varias clases de equivalencia. Estas clases se diferencian entre 
sí por el número de ceros de textura presentes en las matrices que las componen. La matriz de 
mezclas del sabor leptónico, PMNS, se expresa en términos de las masas de los leptones cargados, 
obteniendo así una desviación al patrón TBM. Además, predice un rango de valores para las fases 
de violación de CP y la masa efectiva de Majorana en la desintegración doble beta sin neutrinos.  
 
TEORÍA  
Las oscilaciones de los neutrinos de baja energía se describen a través del lagrangiano [8] 
 

ख ൌ  െ ࢍ
√૛
रࣆࢃ ࡸࣇ ࣆࢽ ࡸ ൅

૚
૛
ࢉࡾࣇ   Mࡸࣇ ࣇ െ रࡾ Mर रࡸ ൅ .ࢎ  (1 ) .  .ࢉ

 
El primer término del Lagrangiano representa las corrientes cargadas, el segundo es el término de 
masa tipo Majorana para los neutrinos, y el tercero es el término de masa tipo Dirac para los leptones 
cargados. En general, las matrices de masa de los leptones cargados y los neutrinos son matrices 
complejas de ૜ ൈ ૜; mientras que la matriz de los neutrinos es simétrica, la matriz de los leptones 
cargados no tiene ninguna característica en especial. Respectivamente, las matrices de masa de los 
leptones cargados y neutrinos son diagonalizadas por las siguientes transformaciones unitarias: 
 

𝐌ࣇ ൌ ∗ࣇࢁ  ઢࣇࢁ ࣇ
ற, 𝐲       𝐌र ൌ रࢂ

ற ઢर ࢁर, 
( 2) 

 
donde ઢࣇ ൌ 𝐝𝐢𝐚𝐠ሺࣇ࢓૚,ࣇ࢓૛,ࣇ࢓૜ሻ y ઢर ൌ 𝐝𝐢𝐚𝐠൫࣎࢓,ࣆ࢓,ࢋ࢓൯. Las matrices unitarias 𝐕र y ࢁर se obtiene 
al aplicar el teorema de descomposición en valores singuales a la matriz de los leptones cargados. 
De las ecs. ( 1) y ( 2), el término de las corrientes cargadas toma la forma 
 

ख𝐜𝐜 ൌ रࡸᇱ ᇱࡸࣇ 𝐏𝐌𝐍𝐒ࢁ ࣆࢽ  ,  
( 3) 

 
donde रࡸᇱ ൌ ࡸर रࢁ ᇱࡸࣇ , ൌ ࡸࣇࣇࢁ  y ࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒 ൌ रࢁ

றࣇࢁ . Esta última es la matriz de mezclas del sabor 
leptónico, conocida como matriz PMNS y rige los acoplamientos de los neutrinos y los leptones. 
 
Para obtener el patrón TBM en las mezclas del sabor leptónico, se debe de considerar que la matriz 
de masas de los leptones cargados es diagonal y que los ángulos de mezcla solar, atmosférico y del 
reactor tienen los valores VeQ ࣂ૚૛ ൌ

૚
√૜

૛૜ࣂ , ൌ
࣊
૝
 y ࣂ૚૜ ൌ ૙, respectivamente. Además, no violan la 

simetría de carga paridad, por lo cual los factores de fase en cualquier parametrización deben ser 
nulos. Por consiguiente, la matriz PMNS toma la forma [9] 
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𝐏𝐌𝐍𝐒ࢁ ൌ 𝐓𝐁𝐌ࢁ ൌ

(

  
 
ට૛
૜

૚
√૜

૙

െ ૚
√૟

૚
√૜

૚
√૛

૚
√૟

െ ૚
√૜

૚
√૛)

  
 

.  ( 4) 

 
En este escenario, la matriz de masas de los neutrinos es expresada como: 
 

𝐌ࣇ ൌ ൭
ࣇ࢈ ࣇࢇ െࣇࢇ
ࣇࢇ ࣇ࢈ ൅ ࣇࢊ ࣇ࢈ ൅ ࣇࢉ
െࣇࢇ ࣇ࢈ ൅ ࣇࢉ ࣇ࢈ ൅ ࣇࢊ

൱, ( 5) 

 
donde ࣇࢇ ൌ

૚
૜
ሺࣇ࢓૛ െࣇ࢓૚ሻ ࣇ࢈ , ൌ

૚
૜
ሺ૛ࣇ࢓૚ ൅ࣇ࢓૛ሻ ࣇࢉ , ൌ

૚
૛
ሺࣇ࢓૜ ൅

૝
૜
૛ࣇ࢓ ൅

૞
૜
૚ሻࣇ࢓  y ࣇࢊ ൌ

૚
૛
ሺࣇ࢓૜ െ

 ૚ሻ. Pero en acuerdo con los datos experimentales actuales sobre oscilaciones de neutrinos, elࣇ࢓
patrón TBM no es realista, ya que tanto el ángulo del reactor y la fase de violación de CP son distintos 
de cero. 
Motivados por la necesidad de apartarse de la forma más simple, a primer orden, para el patrón 
TBM, ec. ( 4), y considerando que desde un punto de vista teórico, la matriz de mezcla del sabor 
leptónico PMNS proviene de la discordancia entre la diagonalización de la matriz de masas de los 
leptones cargados y la de los neutrinos, aquí proponemos una versión generalizada del TBM. En 
esta, la forma de la matriz de masas de los neutrinos está dada por la ec. ( 5), mientras que para 
establecer la forma de la matriz de masas de los leptones cargados, se proponen varias clases de 
equivalencia. Estas clases se diferencian entre sí por el número de ceros de textura presentes en 
las matrices que las componen. En particular, se considera que la matriz de masas de los leptones 
cargados es representada a través de una matriz hermitiana, con lo cual la clase de equivalencia se 
expresa como 
 

𝐌र
࢏ ൌ ࢏रࢁ  ઢर ࢁर

 ற, ( 6)࢏

 
donde ࢁर࢏ ൌ ࢏ࢀ

றࡼर
றࡻर (࢏ ൌ ૙,⋯ , ૟ሻ. Aquí, las ࢏ࢀ son los elementos de la representación real del grupo 

de permutaciones de tres objetos ࡿ૜ [19]. ࡼर es la matriz diagonal de factores de fase, la cual se 
obtiene al escribir a la matriz de masas de los leptones cargados en forma polar. Finalmente, ࡻर es 
una matriz ortogonal real. Así, la matriz PMNS toma la forma 
 

𝐏𝐌𝐍𝐒ࢁ ൌ  .𝐓𝐁𝐌ࢁ࢏ࢀरࡼࢀरࡻ
 

( 7) 

Ahora, hace falta establecer la forma de la matriz de masas de los leptones cargados, 𝐌र
࢏ , para poder 

determinar la forma explícita de la matriz ࡻर. Entonces, para una clase de equivalencia con dos ceros 
de textura, la forma explícita es: 
 

𝐌र
૙ ൌ ቌ

૙ रࢇ ૙
∗रࢇ र࢈ रࢉ
૙ ∗रࢉ रࢊ

ቍ 𝐌र
૚ ൌ ቌ

र࢈ ∗रࢇ रࢉ
रࢇ ૙ ૙
∗रࢉ ૙ रࢊ

ቍ 𝐌र
૛ ൌ ቌ

रࢊ ∗रࢉ ૙
रࢉ र࢈ ∗रࢇ
૙ रࢇ ૙

ቍ

𝐌र
૜ ൌ ቌ

૙ ૙ रࢇ
૙ रࢊ ∗रࢉ

∗रࢇ रࢉ र࢈
ቍ 𝐌र

૝ ൌ ቌ
रࢊ ૙ ∗रࢉ
૙ ૙ रࢇ
रࢉ ∗रࢇ र࢈

ቍ 𝐌र
૞ ൌ ቌ

र࢈ रࢉ ∗रࢇ

∗रࢉ रࢊ ૙
रࢇ ૙ ૙

ቍ

 ( 8) 

 
donde ࢊर ൌ ૚ െ  ,रࢾ
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Figura 5: En los paneles superiores izquierdo y derecho se muestra el ángulo de mezcla del 
reactor y solar, respectivamente. En el panel inferior se muestra el ángulo atmosférico. La zona 
verde se obtienen con los datos experimentales actuales sobre los ángulos de mezclas, a ૜࣌, 

para una jerarquía invertida y normal. El BFP para la jerarquía normal se representa por la línea 
rosa, mientras que para la jerarquía invertida se representa con la línea morada. Aquí, las fases 

se fijaron en los valores ࣘࢇ ൌ ૙. ࢉࣘ y ࢊࢇ࢘ ૢ ൌ ૚. ૠૡ ࢊࢇ࢘. La línea sólida azul y la discontinua 
naranja corresponden a las matrices ࡹर

૙ y ࡹर
૜, respectivamente. 

 

रࢇ ൌ ට
ࣆ෥࢓ ࢋ෥࢓
૚ିࢾर

,ࢇࣘ࢏ࢋ  र࢈ ൌ ෥࢓ ࢋ െ࢓෥ ࣆ ൅ ,रࢾ रࢉ ൌ ට
रࢾ
૚ିࢾर

 ,ࢉࣘ࢏ࢋ र૛ࢌ र૚ࢌ 
( 9) 

 
con र૚ࢌ  ൌ ૚ െ࢓෥ ࢋ െ ,रࢾ र૛ࢌ  ൌ ૚ ൅࢓෥ ࣆ െ रࢾ ࢇࣘ , ൌ 𝐚𝐫𝐠ሼࢇरሽ ࢉࣘ , ൌ 𝐚𝐫𝐠ሼࢉरሽ ෥࢓ , ࢋ ൌ

ࢋ࢓
࣎࢓

, y ࢓෥ ࣆ ൌ
ࣆ࢓
࣎࢓

. El 
parámetro ࢾर debe de satisfacer las condiciones ૙ ൏ रࢾ ൏ ૚ െ࢓෥ रࢾ y ࢋ ് ෥࢓ ࣆ െ࢓෥  En este caso, la .ࢋ
matriz de fase es ࡼर ൌ 𝐝𝐢𝐚𝐠ሺ૚, ,ࢇࣘ࢏ࢋ  र toma la formaࡻ ሻሻ. La matriz ortogonalࢉାࣘࢇሺࣘ࢏ࢋ

 

रࡻ ൌ

(

 
 
 
 

ට࢓
෥ࢌ ࣆर૚
𝑫र૚

െට࢓෥ࢌ ࢋर૛𝑫र૛
ට࢓
෥࢓ ࢋ෥ࢾ ࣆर
𝑫र૜

ට࢓෥ र૚ࢌ रሻࢾሺ૚ି ࢋ
𝑫र૚

ට࢓෥ࣆ 
ሺ૚ିࢾरሻ ࢌर૛
𝑫र૛

ටࢾर ሺ૚ିࢾरሻ
𝑫र૜

െට࢓෥ र૛𝑫र૚ࢌ रࢾ ࢋ
െට࢓

෥ࢾ ࣆर ࢌर૚
𝑫र૛

ට ࢌर૚  ࢌर૛𝑫र૜ )

 
 
 
 

,  

 

( 10) 

donde 𝑫र૚ ൌ ሺ૚ െ ෥࢓रሻሺࢾ ࢋ ൅࢓෥ ሻሺ૚ࣆ െ࢓෥ ሻ, 𝑫र૛ࢋ ൌ ሺ૚ െ ෥࢓रሻሺࢾ ࢋ ൅࢓෥ ሻሺ૚ࣆ ൅࢓෥ ሻ, y 𝑫र૜ࣆ ൌ ሺ૚ െ रሻሺ૚ࢾ ൅
෥࢓ ሻሺ૚ࣆ െ࢓෥  .ሻࢋ
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RESULTADOS NUMÉRICOS  
En la parametrización simétrica, la matriz PMNS tiene la forma [18]: 
 

ቌ
૚૛ࢉ૚૜ࢉ ૚૛ࣘ࢏ିࢋ૚૛࢙૚૜ࢉ ૚૜ࣘ࢏ିࢋ૚૜࢙

െࢉ૛૜࢙૚૛ࣘ࢏ିࢋ૚૛ െ ሺࣘ૛૜ିࣘ૚૜ሻ࢏ିࢋ૚૜࢙૚૛ࢉ૛૜࢙ ૚૛ࢉ૛૜ࢉ െ ሺࣘ૚૛ାࣘ૛૜ିࣘ૚૜ሻ࢏ିࢋ૚૜࢙૚૛࢙૛૜࢙ ૛૜ࣘ࢏ିࢋ૛૜࢙૚૜ࢉ
ሺࣘ૚૛ାࣘ૛૜ሻ࢏ࢋ૚૛࢙૛૜࢙ െ ૚૜ࣘ࢏ࢋ૚૜࢙૚૛ࢉ૛૜ࢉ െ࢙૛૜ࢉ૚૛ࣘ࢏ࢋ૛૜ െ ሺࣘ૚૛ିࣘ૚૜ሻ࢏ିࢋ૚૜࢙૚૛࢙૛૜ࢉ ૛૜ࢉ૚૜ࢉ

ቍ ( 11) 

 
donde ࢐࢏ࢉ ൌ 𝐜𝐨𝐬 ࢐࢏ࣂ  y ࢐࢏࢙ ൌ 𝐬𝐢𝐧  La parametrización anterior y la estándar del PDG se pueden .࢐࢏ࣂ
conectar entre sí a través de la expresión ࢁPDG ൌ ࡷ SiP, dondeࢁࡷ ൌ 𝐝𝐢𝐚𝐠ሺ૚, ࢏ࢋ

૚ࢼ
૛ , ࢏ࢋ

૚ࢼ
૛ ሻ con ࢾCP ൌ

ࣘ૚૜ െ ࣘ૛૜ െ ࣘ૚૛ ૚ࢼ , ൌ െ૛ࣘ૚૛ ૛ࢼ , ൌ െ૛ሺࣘ૚૛ ൅ ࣘ૛૜ሻ . Los ángulos de mezcla en términos de las 
entradas de la matriz PMNS tiene la forma siguiente [19]: 
 

𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૚૜ ൌ |ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜|૛, 𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૚૛ ൌ
|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૛|૛

૚ െ |ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜|૛
, 𝐬𝐢𝐧૛ࣂ૛૜ ൌ

|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૛૜|૛

૚ െ |ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜|૛
  .   ( 12) 

 
Estas expresiones son invariantes ante reparametrizaciones de la matriz PMNS.  
Con el objetivo general de encontrar una forma de la matriz de masas de los leptones cargados, que 
pueda desviar al ángulo del reactor del valor nulo que originalmente se tiene en el patrón TBM, y que 
reproduzca correctamente los valores reportados para los ángulos solar y atmosférico, aquí se 
realiza una análisis numérico. En este análisis se tiene en cuenta lo siguiente: los valores para las 
masas de los leptones cargados (en GeV) son 

ࢋ࢓ ൌ ૙. ૞૚૙ૢૢૢૡૢ૛ૡ േ ૙. ૙૙૙૙૙૙૙૚૚, ࣆ࢓ ൌ ૚૙૞. ૟૞ૡ૜ૠ૚૞ േ ૙. ૙૙૙૙૙૜૞, ࣎࢓ ൌ ૚ૠૠ૟. ૡ૛ േ ૙. ૚૟. 
( 

13
) 

Así, las razones de masa son del orden de ࢓෥ ෥࢓ ૚૙ି૝ y~ࢋ  र es libre de variarࢾ ૚૙ି૛. El parámetro~ࣆ
en el intervalo ሺ૙, ૚ െ࢓෥ रࢾ ሻ y debe cumplir la condiciónࢋ ് ෥࢓ ࣆ െ࢓෥  ࢉࣘ y ࢇࣘ Los factores de fase .ࢋ
pueden variar en el intervalo ሾെ࣊,   .ሿ࣊
Finalmente, con base en lo anterior y a partir de las expresiones en las ecs. ( 7), ( 10) y ( 12), uno de 
los primeros resultados obtenidos en este análisis es que la expresión teórica del ángulo de mezcla 
del reactor depende más fuertemente de la fase ࣘࢇ que de la fase ࣘࢉ. Además, las únicas matrices 
de masa de la clase de equivalencia, ec. ( 8), que reproduce correctamente el actual valor 
experimental del ángulo del reactor son 𝐌र

૙ y 𝐌र
૜. En la Figura 5 se muestra el comportamiento de 

las expresiones teóricas de los ángulos de mezclas solar, atmosférico y del reactor. Para obtener 
estas gráficas, los factores de fase se fijaron en los valores ࣘࢇ ൌ ૙. ૢ 𝐫𝐚𝐝 y ࣘࢉ ൌ ૚. ૠૡ 𝐫𝐚𝐝. De la 
gráfica para el ángulo del reactor se puede concluir fácilmente que el BFP del ajuste global se obtiene 
para valores grande del parámetro ࢾर. En particular se puede considerar que ࢾर ൌ ૙. ૢ. El valor 
experimental del ángulo solar a ૜࣌ se puede reproducir prácticamente para cualquier valor del 
parámetro ࢾर. En el caso de la gráfica del ángulo atmosférico, el BFP del ajuste global se obtiene 
para el siguiente conjunto de valores para el parámetro ࢾर; para la jerarquía normal 
 

रࢾ ൌ ૙. ૙૟ 𝐨 रࢾ ൌ ૙. ૢૡ ( 14) 

 
y para la jerarquía invertida 
 

रࢾ ൌ ૙. ૙ૠ 𝐨 रࢾ ൌ ૙. ૢૢ. ( 15) 
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A partir de las tres gráficas en la Figura 5 se puede concluir que, para ࢾर ൌ ૙. ࢇࣘ ,ૢ ൌ ૙. ૢ 𝐫𝐚𝐝 y ࣘࢉ ൌ
૚. ૠૡ 𝐫𝐚𝐝, se pueden reproducir correctamente los valores experimentales de los tres ángulos de 
mezcla del sabor leptónico, los cuales son el ángulo solar, atmosférico y del reactor. 

  

  

Figura 6: En los paneles superiores se muestran las gráficas del seno de las fases de violación 
de CP tipo Majorana. En el panel inferior se muestra el seno de la fase de violación de CP tipo 
Dirac. La zona verde se obtienen con los datos experimentales actuales sobre los ángulos de 
mezclas, a ૜࣌, para una jerarquía invertida y normal. Aquí, las fases se fijaron en los valores 

ࢇࣘ ൌ ૙. ࢉࣘ y ࢊࢇ࢘ ૢ ൌ ૚. ૠૡ ࢊࢇ࢘. La línea sólida azul y la discontinua naranja corresponden a las 
matrices ࡹर

૙ y ࡹर
૜, respectivamente. 

Las fases asociadas a la violación de CP tiene la formas: 
 

VeQ૛ࢾ𝐂𝐏 ൌ
𝑱CP ሺ૚ െ |ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜|ሻ૛

|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૚||ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૛||ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜||ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૛૜||ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૜૜|
,  

 
𝐬𝐞𝐧ሺെ૛ࣘ૚૛ሻ ൌ

𝑰૚
|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૚|૛|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૛|૛

, VeQ(-2ࣘ૚૜)=
𝑰૛

|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૚|૛|ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜|૛
. 

( 16) 

 
En las expresiones anteriores se tiene que 𝑱CP ൌ 𝑰࢓ሼሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૛૜∗ ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૚∗ ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૛૚ሽ es el 
invariante de Jarlskog, el cual está asociado a la violación de CP tipo Dirac. Además, 𝑰૚ ൌ
𝑰࢓ ൛ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૛૛ ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૚∗૛ ൟ y 𝑰૛ ൌ 𝑰࢓ ൛ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૜૛ ሺࢁ𝐏𝐌𝐍𝐒ሻ૚૚∗૛ ൟ son los invariantes asociados a las fases 
de violación de CP tipo Majorana [19]. En la Figura 6 se muestran las gráficas del seno de las fases 
de violación de CP de los tipos Majorana y Dirac.  
La probabilidad de transición en materia para las oscilaciones entre los neutrinos solares y 
atmosféricos, las cuales son ࣆࣇ → ࣆࣇ y ࢋࣇ →  ,pueden ser descrita a través de las expresiones [19] ,ࢋࣇ

𝐏൫ࣆࣇ → ൯ࢋࣇ ൎ 𝐚𝐭𝐦ࡼ  ൅ ࡼ𝐬𝐨𝐥 ൅ ૛ඥࡼ𝐚𝐭𝐦ඥࡼ𝐬𝐨𝐥 𝐬𝐢𝐧ሺઢ૜૛ ൅ 𝐂𝐏ሻࢾ ,
𝐏൫ࣆࣇ → ൯ࢋࣇ ൎ च𝐚𝐭𝐦 ൅ ࡼ𝐬𝐨𝐥 ൅ ૛ඥच𝐚𝐭𝐦ඥࡼ𝐬𝐨𝐥 𝐜𝐨𝐬ሺઢ૜૛ െ 𝐂𝐏ሻࢾ ,

  ( 17) 

donde 
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ඥࡼ𝐬𝐨𝐥 ൌ 𝐜𝐨𝐬 ૛૜ࣂ 𝐬𝐢𝐧 ૛ࣂ૚૛
𝐬𝐢𝐧 ࡸࢇ
ࡸࢇ

ઢ૛૚, 
( 18) 

ඥࡼ𝐚𝐭𝐦 ൌ 𝐬𝐢𝐧 ૛૜ࣂ 𝐬𝐢𝐧 ૛ࣂ૚૜
𝐬𝐢𝐧ሺઢ૜૚ െ ሻࡸࢇ
ઢ૜૚ െ ࡸࢇ

ઢ૜૚,

ඥच𝐚𝐭𝐦 𝐬𝐢𝐧 ૛૜ࣂ 𝐬𝐢𝐧 ૛ࣂ૚૜
𝐬𝐢𝐧ሺઢ૜૚ ൅ ሻࡸࢇ
ઢ૜૚ ൅ ࡸࢇ

ઢ૜૚.
 ( 19) 

En las expresiones anteriores, ࡸ es la línea base, 

ઢ࢐࢏ ൌ
ઢ࢐࢏࢓

૛ ࡸ 

૝𝑬
, ࢇ ൌ 𝑮𝑭ࢋࡺ

√૛
. ( 20) 

Aquí, 𝑬 es la energía del haz de neutrinos, ࢋࡺ es la densidad de electrones y 𝑮𝑭 es la constante de 
Fermi. El parámetro ࢇ tiene el valor aproximado de ሺ૜૞૙૙ 𝐤𝐦ሻି૚. En la Figura 7, se muestran las 
probabilidad de transición ࣆࣇ → ࢋࣇ  y ࣆࣇ → ࢋࣇ , para cuando la matriz de masas de los leptones 
cargados es representada a través de las matrices 𝐌र

૙ y 𝐌र
૜. Además, los factores de fase se fijan 

en ࣘࢇ ൌ ૙. ૢ 𝐫𝐚𝐝 y ࣘࢉ ൌ ૚. ૠૡ 𝐫𝐚𝐝. 
 

  

  
 

Figura 7: Probabilidades de transición ࡼ൫ࣆࣇ → ࣆࣇ൫ࡼ ൯ yࢋࣇ →  ൯ para una jerarquía invertida (IJ)ࢋࣇ
y normal (JN). Los factores de fase se fijan en los valores ࣘࢇ ൌ ૙. ࢉࣘ y ࢊࢇ࢘ ૢ ൌ ૚. ૠૡ ࢊࢇ࢘. La 

columna de la izquierda corresponde a la jerarquía normal, mientras que la derecha es para la 
jerarquía invertida. Las líneas de color azul, naranja, y verde corresponde a la matriz ࡹर

૙, para 
una energía de 0.3, 2.0 y 2.8 GeV, respectivamente. Las líneas de color rojo, morado y café 

corresponden a la matriz ࡹर
૜, para energías de 0.3, 2.0, y 2.8 GeV, respectivamente. 

En la parametrización simétrica de la matriz de mezclas PMNS, ec. ( 11), la masa efectiva de 
Majorana en el decaimiento doble beta sin neutrinos, ૙ࢼࢼࣇ, toma la forma [19]:  



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 89 
 

〈ࢋࢋ࢓〉 ൌ หࣇ࢓૚𝐜𝐨𝐬૛ࣂ૚૛ 𝐜𝐨𝐬૛ࣂ૚૜ ൅ࣇ࢓૛ 𝐬𝐞𝐧૛ࣂ૚૛ 𝐜𝐨𝐬૛ࣂ૚૜ ࢏ିࢋ૛ࣘ૚૛ ൅  .૛ࣘ૚૜ห࢏ିࢋ ૚૜ࣂ૜ 𝐬𝐞𝐧૛ࣇ࢓
( 21) 

En la expresión anterior, ࣘ૚૛ y ࣘ૚૜ son las fases de Majorana dadas en ec. ( 16). Para hacer un 
análisis del comportamiento de la masa efectiva 〈ࢋࢋ࢓〉, las masas de los neutrinos se reescriben en 
función de ઢ࢐࢏࢓

૛  y de la masa del neutrino más ligero, para cada una de las jerarquías en el espectro 
de masas del neutrino. Para una jerarquía normal (JN), 

૛ࣇ࢓ ൌ ටઢ࢓૛૚
૛ ൅ࣇ࢓૚

૛   𝐲  ࣇ࢓૜ ൌ ටઢ࢓૜૚
૛ ൅ࣇ࢓૚

૛  . ( 22) 

Para una jerarquía invertida (JI), 

૚ࣇ࢓  ൌ ටઢ࢓૚૜
૛ ൅ࣇ࢓૜

૛   y ࣇ࢓૛ ൌ ටઢ࢓૚૜
૛ ൅ ઢ࢓૛૚

૛ ൅ࣇ࢓૜
૛  . ( 23) 

En la Figura 8 se muestra la masa efectiva del neutrino 〈ࢋࢋ࢓〉, para las matrices de masa 𝐌र
૙ y 𝐌र

૜, 
fijando los valores de las fases a ࣘࢇ ൌ ૙. ૢ 𝐫𝐚𝐝 y ࣘࢉ ൌ ૚. ૠૡ 𝐫𝐚𝐝. 

 

 

Figura 8: Masa efectiva de Majorana, 〈ࢋࢋ࢓〉. Las zonas roja y verde se obtienen con los 
datos experimentales actuales sobre oscilaciones de neutrinos, a ૜࣌, para una jerarquía 
invertida y normal, respectivamente. Las líneas continua y discontinua de color naranja 
corresponden a la predicción obtenida para la matriz de masa ࡹर

૜. Las líneas continua y 
discontinua de color azul corresponden a la predicción obtenida para la matriz de masa 

रࡹ
૙. Las factores de fase se fijaron a los valores ࣘࢇ ൌ ૙. ࢉࣘ y ࢊࢇ࢘ ૢ ൌ ૚. ૠૡ ࢊࢇ࢘. 

CONCLUSIONES 
En el marco teórico de un estudio independiente de modelos, se considera que la matriz de masas 
de los neutrinos de Majorana es representada a través de una matriz que posee el patrón de mezclas 
TBM. Para los leptones cargados se exploran las seis matrices que integran la clase de equivalencia 
con dos ceros de textura, esto con la finalidad de encontrar un forma de la matriz de masas de los 
leptones cargados que pueda desviar al ángulo del reactor del valor nulo que originalmente se tiene 
en el patrón TBM y que reproduzca correctamente los valores reportados para los ángulos solar y 
atmosférico. Se obtuvo que únicamente las matrices ࡹर

૙ y ࡹर
૜, de la clase de equivalencia con dos 

ceros de textura, ec. ( 8), son capaces de reproducir correctamente los valores de los ángulos de 
mezcla solar, atmosférico y del reactor. Además, se pudieron obtener predicciones para los valores 
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de las fases de violación de CP de tipo Dirac y Majorana. Por consiguiente, se mostraron las 
implicaciones fenomenológicas de estos valores de las fases para experimentos actuales y futuros 
de oscilaciones de neutrino en materia, como lo es el experimento DUNE. Además, se da un rango 
de valores para la masa efectiva de Majorana en el decaimiento doble beta sin neutrinos 
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RESUMEN   
Los empaques comesibles son una alternativa a los materiales plásticos y pueden ser utilizados para 
la protección de alimentos prolongando su vida de anaquel. En la actualidad, la mayoría de los 
métodos de estudio de los materiales se basan en pruebas destructivas, lo que implica un gasto 
mayor y una pérdida del material en estudio. En este trabajo se presentarán desarrollos innovadores 
de dichos empaques comestibles creados con alginato de sodio y proteínas del suero de leche que 
fueron evaluados mediante pruebas no destructivas como la tomografía de coherencia óptica (OCT). 
A diferencia de otras técnicas ópticas que permiten evaluar la superficie de las muestras, la 
tomografía accede a las capas internas de éstas, proporcionando información de los cambios 
estructurales debidos al proceso de descomposición de los alimentos, así como la evaluación del 
espesor del recubrimiento. 
Las películas comestibles fueron desarrolladas utilizando polímeros naturales como las proteínas del 
suero de leche y el alginato de sodio. Se realizaron titulaciones potenciométricas y mediciones de 
turbidez para la determinación de la mejor proporción entre los dos componentes. Se utilizó la técnica 
de vaciado para la formación de las películas usando cajas Petri de plástico y dejando evaporar el 
contenido de agua en condiciones controladas de temperatura y humedad. El sistema OCT utiliza 
una fuente de iluminación de baja longitud de coherencia centrada en 840nm y con un ancho 
espectral de 40nm. El haz de iluminación es dirigido hacia un divisor que lo separa en el brazo de 
referencia y brazo objeto. El haz recombinado contiene los patrones de interferencia producidos por 
las distintas capas de la muestra. Para separar la información de las distintas longitudes de onda se 
utiliza una rejilla de difracción que separa angularmente la información y la proyecta sobre el sensor. 
La no linealidad producida por la rejilla se corrigió con algoritmos de linealización. Se utilizó una 
cámara en conjunto con una tarjeta de prototipado controlada mediante Python® y MatLab® para la 
adquisición, procesamiento y análisis de imágenes. 
Las titulaciones potenciométricas y mediciones de turbidez permitieron definir la proporción 4:1 de 
los compuestos como la mejor. Los resultados obtenidos muestran que en presencia de un agente 
plastificante las películas tienen un espesor uniforme de 0.4mm. Mientras que las películas sin 
plastificante presentan un espesor de 0.1mm. 
En conclusión, los materiales de empaque plásticos pueden ser remplazados por biomateriales 
ayudando a combatir el problema de contaminación. La metodología de titulación potenciométrica 
es una herramienta útil en la formación de complejos entre proteínas de suero y alginato de sodio 
además de que ayudan a determinar la mejor proporción entre los dos componentes. Por otro lado, 
la técnica de OCT demostró su utilidad como técnica no destructiva en la caracterización de las 
películas comestibles. 

 
INTRODUCCIÓN  
De acuerdo con la Comisión para la Cooperación Ambiental (CCA), se desperdician alrededor de 28 
millones de toneladas de comida en México, siendo el segundo país de América del Norte con mayor 
índice de desperdicio. Esto representa dinero perdido para empresas, hogares y gobiernos, a la vez 
que agrava la inseguridad alimentaria. Cuando los alimentos se desperdician, también se pierden 
todas las emisiones de agua, fertilizantes y tierras de cultivo asociados con esos alimentos. 
Por esto, resulta de gran interés atacar esta problemática fortaleciendo el desarrollo de empaques y 
películas comestibles que demuestren ser una buena alternativa para mejorar la vida de anaquel de 
productos (Campos et al., 2011), (Di Pierro et al., 2013). Este tipo de materiales pueden ser 
realizados a partir de diferentes compuestos naturales como proteínas, carbohidratos, lípidos, o una 
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mezcla de ellas en diferentes proporciones que permiten un amplio espectro de posibilidades, 
incluyendo el uso de ceras para mejorar las propiedades de permeabilidad de las películas. 
Es importante durante el diseño de los empaques comestibles tener en cuenta las características del 
material y del alimento en donde se va a aplicar para aprovechar de mejor manera las propiedades 
del empaque comestible. 
Tradicionalmente, la caracterización de empaques comestibles consiste en el estudio de sus 
propiedades mecánicas y de permeabilidad, usando dinamómetros y permeabilímetros 
respectivamente, destruyendo el material para analizar con el respectivo aumento de costos de 
producción (Porta, et al., 2015). Actualmente, se buscan alternativas que permitan el estudio y 
caracterización de empaques comestibles, tanto en su forma de película como de recubrimiento, 
pero que permitan un análisis rápido, sencillo y sobre todo no destructivo (García-Betanzos, et al., 
2016; Saberi et al., 2017). 
La organización de las Naciones Unidas para la Alimentación (FAO por sus siglas en inglés) 
reconoce la necesidad de proveer a la población con alimentos inocuos en cantidad suficiente sin 
necesidad de manipularlos directamente y exponerlos a agentes contaminantes (FAO, Manual de 
inspección de los alimentos basada en el riesgo, ISSN 1014-2916, Roma). Atendiendo a esta 
directiva, las técnicas que se usarán para caracterizar estos materiales son remotas y no invasivas 
y pueden ser empleadas en distintos tipos de películas comestibles y/o recubrimientos en 
condiciones in-vitro o in-situ. 
La aproximación de la óptica como herramienta para caracterizar y estandarizar nuevos materiales 
es algo que aún no se explota en nuestro país, a pesar de que ofrece mejoras sustanciales en el 
estudio de las propiedades mecánicas de los materiales como: resolución micrométrica y 
nanométrica, no invasiva, no destructiva, de campo completo.  
Entre la diversidad de técnicas ópticas, la tomografía de coherencia óptica destaca por su capacidad 
para acceder a las capas internas de una muestra de bajo esparcimiento proporcionando información 
de los cambios estructurales debidos al proceso de descomposición de los alimentos, así como la 
evaluación del espesor del recubrimiento. 
En este trabajo se evaluaron modelos de películas y recubrimientos comestibles a base de suero de 
leche de vaca utilizando tomografía de coherencia óptica. El uso de esta técnica pretende dar 
elementos que permitan conocer, en etapas tempranas, las características de interés de estos 
empaques durante el tiempo que sean empleadas para cubrir alimentos perecederos. La 
caracterización óptica proporcionará una alternativa para, potencialmente, coadyuvar a resolver 
problemas de acceso alimenticio de suma importancia para la población mexicana e incrementará el 
conocimiento sobre este tipo de películas y recubrimientos al poder estudiarlas desde una 
perspectiva de ingeniería de materiales. 

 
TEORÍA  
Muestras 
Los polímeros son materiales resultado de la unión covalente de monómeros. Estos materiales se 
pueden encontrar en la naturaleza, algunos ejemplos son: caucho, celulosa, lana, seda. Estos 
materiales naturales han sido utilizados en gran medida en todo el mundo. Sin embargo, la necesidad 
de buscar materiales sustitutos que pudieran realizar las mismas funciones, pero con mejor 
eficiencia, derivó en la fabricación de polímeros sintéticos (sobre todo a partir de la Segunda Guerra 
Mundial). Estos materiales sintéticos ofrecieron avances en distintas áreas de la industria, y 
propiciaron la investigación y búsqueda de nuevos materiales poliméricos que ofrecieran una versión 
mejorada de los anteriores. 
Un ejemplo de material polimérico es el alginato de sodio que se fabrica a partir de algas pardas. La 
combinación del alginato con el suero de leche de vaca permite crear películas con ciertas 
características mecánicas que resultan de interés en el área de alimentos. 
Los polímeros naturales como los carbohidratos y/o proteínas son capaces de interaccionar entre 
ellos gracias a la formación de complejos. Para lograrlo es necesario crear nuevos enlaces entre las 
moléculas de proteínas, a través de sus cargas positivas, con las cargas negativas del alginato de 
sodio. Esto es posible mediante la técnica de titulación potenciométrica y la medición de turbidez de 
los polímeros a estudiar (Di Pierro et al., 2013). 
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Óptica 
La tomografía de coherencia óptica espectral (SOCT) es una técnica que aprovecha la baja 
coherencia de una fuente con ancho de banda espectral para generar patrones de interferencia que 
permitan reconstruir la estructura interna de la muestra (Huang, 1991). En un arreglo de tomografía 
de coherencia óptica, se disponen de dos brazos ópticos, uno de referencia que incluye un espejo 
cuya cara principal sirve como plano de referencia para la reconstrucción interna de la muestra; y 
uno que incluye a la muestra a observar. La diferencia de camino óptico entre éstos debe ser cercano 
a cero y no exceder la profundidad de campo del arreglo. 
Las características de un arreglo SOCT dependerán de la apertura numérica de las lentes, del ancho 
espectral de la fuente y de la resolución de la cámara. 
En la figura 1 se muestra el esquema de un arreglo SOCT. La disposición del arreglo es tipo 
Michelson, por lo que la sensibilidad del sistema es fuera del plano, esto permite que se obtenga la 
mayor resolución axial debido a que el ángulo de incidencia del haz es paralelo al de observación. 
 

 
Figura 1. Esquema de un arreglo SOCT. 

 
Una limitante de los arreglos SOCT, es que, la estructura transversal de un objeto se ve representada 
múltiples veces, una de ellas desplazada de las demás proporcionalmente a la diferencia de camino 
óptico de los brazos objeto y referencia del arreglo. Las demás representaciones de la estructura se 
ven superpuestas, pues son generadas por la autocorrelación de las distintas capas internas de la 
muestra. 
La representación de la estructura interna de las muestras se obtiene al realizar la transformada de 
Fourier del interferograma capturado por la cámara (Takeda, 1982). La ecuación que representa 
dicha representación en el interferograma está dada por: 
 

           Ec.1 
 
Donde ࣅ es longitud de onda, ࢟ es la altura de un punto de la muestra, ࢾ es la diferencia de fase, 𝑰 
es la intensidad, los subíndices ࡾ y ࡿ hacen alusión a la referencia y objeto respectivamente.  

 
PARTE EXPERIMENTAL   
Para la determinación de la mejor proporción de proteínas de suero y alginato de sodio (P/A) que 
permita la formación de complejos se realizaron titulaciones potenciométricas de diferentes 
proporciones de las soluciones a estudiar (ver tabla 1). Las soluciones fueron llevadas desde un pH 
de 10 hasta 2 usando ácido clorhídrico (HCl) con una concentración 0.1N. Al mismo tiempo, en cada 
unidad de pH, fue tomada una muestra y analizada su turbidez a 600nm. Los resultados fueron 
graficados y la mejor proporción de P/A fue determinada estudiando la gráfica de titulación e 
identificando la primera proporción que se separa del resto de las líneas.  
 
 
 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 94 
 

Tabla 1. Cantidades usadas para el estudio de titulaciones potenciométricas. 
Proporción Proteínas de suero (gr) Alginato de sodio (gr) 
Control 1 25 ----- 
Control 2 ----- ----- 

1:1 25 25 
2:1 25 12.5 
4:1 25 6.2 
6:1 25 4.1 
8:1 25 3.1 

 
Una vez determinada la mejor proporción, se preparó una solución filmógena (con la mejor 
proporción entre P/A) y se vaciaron 30 ml en una caja Petri de poliestireno de baja densidad. La 
solución fue dejada secar en condiciones controladas de humedad relativa (50%) y temperatura 
(40°C). La película obtenida fue despegada y conservada para estudios posteriores. Para mejorar 
las propiedades de flexibilidad de la película obtenida, se realizó otra solución filmógena de P/A 
usando 50% sorbitol no cristalizable y se realizó el mismo procedimiento de secado. 
El sistema propuesto en este proyecto se muestra en la Figura 2.  
 

 
Figura 2. Diagrama esquemático del arreglo óptico. Donde SLD representa el diodo 

superluminiscente y su controlador, F es el aislador de Faraday, FC es el colimador de fibra, Lx1, 
Lx2 y Ly son lentes para el escaneo y enfoque y resolución del sistema, BS es el divisor de haz 

50:50, M es el espejo de referencia, NDF es el filtro neutro de densidad, S es la muestra, DG es la 
rejilla de difracción y CMOS es la cámara. 

 
En el arreglo OCT se utiliza una fuente de iluminación de baja longitud de coherencia centrada en 
840nm y con un ancho espectral de 40nm con su respectivo controlador y colimador de fibra con 
conexión FC/APC. El haz de la fuente de iluminación es dirigido hacia un divisor de haz que envía 
parte de la luz hacia el brazo de referencia donde se encuentra el espejo plano con recubrimiento de 
plata; mientras que en el brazo objeto se encuentra el sistema con lentes para realizar el escaneo 
que permite generar B-scans y C-scans. Es necesario el uso de una lente de escaneo que permite 
enfocar el haz sobre la muestra y captar la luz retroesparcida para ser recombinada con la luz 
proveniente del brazo de referencia. 
El haz recombinado contiene los patrones de interferencia producidos por las distintas capas de la 
muestra y las longitudes de onda del haz, todo esto en un haz colimado. Para separar la información 
de las distintas longitudes de onda se utiliza una rejilla de difracción que separa angularmente (y por 
lo tanto no lineal) la información y la proyecta sobre el sensor. Para corregir la no linealidad producida 
por la rejilla, se puede utilizar algoritmos de linealización que se basan en el número de onda y el 
ancho espectral del haz. 
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Para la adquisición de datos se utilizan una cámara en conjunto con una tarjeta de prototipado rápido 
para la adquisición de imágenes (Raspberry Pi ZeroW) que se controlan mediante Python y MatLab. 
Estas plataformas sirven, al mismo tiempo, para el procesamiento y análisis de datos. 
La información obtenida de este proceso corresponde a la información estructural de la muestra para 
una imagen tomográfica que representa la estructura de una sección transversal de la muestra. 

 
RESULTADOS  
Las titulaciones potencimétricas entre las diferentes proporciones de P/A así como la de los 
componentes aislados (proteínas y alginato de sodio) se muestran en la figura 3. La primera línea 
de la gráfica que se separa del grupo de proporciones entre proteínas y alginato de sodio es la que 
corresponde a la proporción P/A de 4:1, es decir, en esta proporción aumenta el consumo de HCl, lo 
que corresponde a un mayor número de complejos P/AHa sido demostrado que a mayor número de 
complejos entre proteínas y carbohidratos, los empaques comestibles tienen mejores propiedades 
mecánicas y de permeabilidad (Di Pierro et al., 2013).   
 

 
Figura 3. Resultados de la titulación potenciómetrica de soluciones P/A.  

 
Las mejores condiciones de secado de la solución filmógena con una proporción 4:1 fueron de 45°C 
y 50% de humedad relativa. Las películas obtenidas mostraron buena flexibilidad y fueron 
conservadas a 50% de humedad relativa y temperatura ambiente hasta su análisis con el sistema 
de tomografía de coherencia óptica.  
La figura 4 muestra la imagen tomográfica 2D de una película a base de proteínas de suero y alginato 
de sodio, en una proporción 4:1 secada a 45ºC. En ésta se observa que el grosor de la película se 
mantiene en 0.4mm. 
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a)  

Figura 4. Imagen tomográfica de una película secada a 45ºC. 
. 
En la figura 5, se muestran las imágenes tomográficas de una muestra sin plastificante (sorbitol) para 
evaluar el efecto de esta componente secada a 45ºC. En ambas se observa que el grosor de la 
muestra es de 0.1mm; sin embargo, la película presentó curvatura que puede deberse al proceso de 
secado. 
 

              

a)                                                             b)  

Figura 5. Película sin sorbitol secada a 45ºC. a) Imagen tomográfica de la película obtenida de la 
zona lateral izquierda de una muestra, b) imagen tomográfica de la película de obtenida de la zona 

lateral derecha de la misma muestra. 
 

CONCLUSIONES 
Los empaques comestibles son una alternativa a los materiales plásticos puesto que contribuyen a 
reducir la contaminación ambiental. Este tipo de empaques se producen a partir de componentes 
naturales como proteínas o carbohidratos, sin embargo, la formación de interacciones entre los dos 
componentes, en forma de complejos, favorece la formación de empaques flexibles.  
Por otro lado, en la actualidad los métodos de estudio de empaques se basan en técnicas 
destructivas, lo que se traduce en una pérdida económica y generación de basura. 
Con la tomografía de coherencia óptica, se pudieron analizar las características físicas de las 
muestras, como el espesor y la uniformidad de éste. Además, la técnica permitió realizar las 
mediciones sin necesidad de retirar la película del recipiente donde se fabricaron, evitando así 
cualquier alteración provocada por adhesión de la película al soporte. En comparación con las 
técnicas tradicionales, se obtuvieron las mediciones a escala micrométrica y de campo completo. 
Como trabajo a futuro, se plantea el análisis mecánico para determinar qué alimentos se 
beneficiarían al ser envueltos o recubiertos con empaques cuyas propiedades han sido 
caracterizadas. 
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RESUMEN 
Una cámara obscura es, en esencia, una caja cerrada con una perforación circular pequeña (llamada 
estenopo o  ³SiQhRle´, eQ iQglpV) eQ XQa de VXV caras. En el interior de la cámara, en la superficie 
opuesta al estenopo, este forma una imagen de algún objeto que se encuentra, en el exterior de la 
cámara, frente de él. El funcionamiento y aplicaciones de la cámara obscura es un tema que ha 
causado fascinación en laV PeQWeV cieQWtficaV deVde hace ViglRV \ ³deWUiV´ de la iPageQ TXe fRUPa 
este sencillo dispositivo hay toda una teoría de la óptica física. Con frecuencia se piensa que el 
funcionamiento de la cámara obscura puede explicarse utilizando óptica geométrica, cuando en 
realidad esto es un tema del ámbito de la óptica física, ya que la imagen formada por la luz que 
aWUaYieVa el ³SiQhRle´ eV XQa cXeVWiyQ de difUacciyQ de la lX]. PaUa e[SlicaU la fRUPaciyQ de la iPageQ 
en la cámara obscura, se construyó un dispositivo utilizando MDF y varios  orificios de diferentes 
diámetros (D) perforados en láminas de aluminio. Como pantalla para la observación de la imagen 
Ve XVy XQ YidUiR eVPeUiladR TXe SRdta deVSla]aUVe (aceUcaUVe R alejaUVe del ³SiQhRle´), SaUa 
experimentar con la formación de la imagen. Se realizaron un conjunto de experimentos bajo 
difeUeQWeV cRQdiciRQeV: SUiPeUR Ve WUabajy cRQ XQ diiPeWUR fijR de ³SiQhRle´ \ Ve YaUiy la diVWaQcia (d) 
entre este y la pantalla buscando la posición en donde se obtuviera la mejor imagen. Posteriormente 
Ve dejy la diVWaQcia, d, fija \ Ve YaUiy, D, SaUa lR cXal fXe QeceVaUiR caPbiaU el ³SiQhRle´. CRQ eVWRV 
experimentos se pudo comprobar la dependencia que tiene la nitidez de la imagen respecto de D, 
así como la relación matemática entre, D y d. Estos experimentos se llevaron a cabo con luz blanca 
\ WaPbipQ cRQ lX] liVeU de Ȝ = 550 QP. 
Con los experimentos realizados con la cámara obscura fue posible corroborar las expresiones 
matemáticas de la teoría de la óptica física, que relacionan D, d y la longitud de onda de la luz. 
 
INTRODUCCIÓN 
La historia de la cámara obscura o estenopeica es muy antigua ya que se tiene constancia de que 
en el año 400 a.C., el filósofo chino Mo-Tzu (Mozi), describió, cómo la luz proyecta imágenes 
invertidas al pasar por una pantalla que posee un orificio. Aristóteles (384-322 a.C.) observó que los 
espacios entre las hojas de los arboles actuaban como pequeños agujeros que proyectaban en el 
suelo, la imagen de un eclipse solar parcial y replicó este resultado utilizando una placa de metal con 
un orificio, para proyectar un eclipse sobre una superficie. Se tienen contribuciones del físico árabe 
Ibn al-Haytham, Alhazen, en su libro de óptica en el año de 1021. Leonardo da Vinci (1452-1519) 
realizó la primera descripción completa de la cámara obscura. La utilizó para profundizar en el 
funcionamiento de la  visión, el comportamiento de la luz y las leyes de la perspectiva geométrica, 
todo ello relacionado con las prácticas de la pintura. Giovanni Battista della Porta (1538-1615), fue 
considerado el inventor de la cámara oscura por su descripción de una cámara oscura estenopeica 
en la primera edición de su "Magia Naturalis" (1558) y Sir David Brewster (1781-1868), acuñó el 
término "pinhole" utilizado por primera vez en su libro "The  Stereoscope", en 1856. 
 
TEORÍA 
Francesco Grimaldi (1618-1663) llevó a cabo el primer estudio detallado del fenómeno de Difracción 
en el cual un cuerpo transparente u opaco, colocado al paso de una onda luminosa, o la simple 
propagación de un frente de onda, alteraba la amplitud o la fase de una región de la misma (Hecht 
1977). El término difracción lo definió Sommerfeld como "Cualquier desviación de los rayos 
luminosos que no puede interpretarse como reflexión o refracción". Este fenómeno es  general y su 
estudio llevó a aceptar de manera definitiva la naturaleza ondulatoria de la  luz. 
Christian Huygens en 1678 propuso la teoría ondulatoria de la luz, suponiendo que cada punto del 
frente de onda pudiera considerarse una nueva fuente de ondas secundarias.   
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Cuando se tiene luz proveniente de una fuente puntual, incidiendo sobre una pantalla con una 
abertura, y un plano de observación paralelo a la pantalla, se proyectará sobre este plano una imagen 
de la abertura cuya forma es bastante parecida a la misma, a pesar de que se presentan unas débiles 
franjas que se observan alrededor de su periferia. Conforme la pantalla de observación se aleja de 
la abertura la imagen sigue teniendo la misma forma aunque es posible ver que las franjas se 
intensifican y van adquiriendo más estructura. Este fenómeno se llama difracción de Fresnel o de 
campo cercano. 
La figura 1 muestra los parámetros considerados en la teoría de difracción, donde la abertura se 
encuentra en el plano (x,y) y el patrón de difracciyQ Ve RbVeUYa eQ el SlaQR (ȟ,Ș)  

 

 
 

Fig. 1 Geometría utilizada para las aproximaciones de Fresnel y Fraunhofer. 

 El patrón de difracción se encontrará a la distancia  

,                                      ««.(1) 
 
dRQde Ȝ, eV la lRQgiWXd de RQda de la luz utilizada.  
Al alejar aún más el plano de observación las franjas sufrirán un cambio continuo y a una gran 
distancia la distribución de la irradiancia se habrá extendido considerablemente, teniendo muy poco 
o nada de parecido con la abertura. De ahí en adelante el movimiento del plano de observación 
cambiará esencialmente el tamaño de la distribución pero no su forma. Este fenómeno es conocido 
como difracción de Fraunhofer o de campo lejano (Hecht, 1977), que tendrá que cumplir la condición 

                                                                           ««(2) 
La distribución de la irradiancia debido a la difracción de la luz por una abertura circular fue observada 
y estudiada por Sir George Biddell Airy (1801-1892), quien fue el primero en obtener una expresión 
matemática que explicaba los resultados obtenidos.  
Como se observa en las figuras  2 y 3 ese patrón consiste en un disco central de máxima irradiancia 
(disco de Airy) rodeado de anillos concéntricos más débiles. El disco de Airy está rodeado por el 
primer anillo obscuro, el radio q1 de ese anillo es considerado como el radio del disco de Airy y está 
dado por  
 
                                                          T1=1.22]Ȝ2a                                     ««(3) 

 
donde z es la distancia entre la abertura  y al plano de observación, a es el radio de la abertura 
y  Ȝ  es la longitud de onda de la luz.  
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La expresión matemática de la irradiancia debida a una abertura circular  de diámetro (2a) estará 
dada por,  
 

                                         

Donde   
 
Esta función se encuentra graficada en la, figura 2 y su fotografía se observa en la figura 3.  

 
 

 

               
 

Fig. 2 Sección transversal del patrón de difracción de una abertura circular 

 

 
 
 

Fig.3 Fotografía del patrón de difracción de una abertura circular, conocido como patrón de Airy. 

 
Cualquier sistema óptico se verá afectado por efectos de difracción debido al tamaño finito de la 
abertura de la lente. En el caso de la cámara obscura, como este dispositivo no tiene lente alguna 
TXe Vea la UeVSRQVable de la iPageQ TXe Ve SUR\ecWa eQ la SaUed iQWeUiRU RSXeVWa al ³SiQRle´ VeUi 
este el que provocará el efecto de difracción en la imagen.  
En el diagrama de la cámara obscura de las figuras 4 y 5, podemos observar que el estenopo actúa 
en realidad como un filtro, que selecciona una pequeña cantidad de luz a la que permite continuar 
su trayectoria hasta el plano de registro  o de observación y, debido a su tamaño, estos rayos 
luminosos formarán el patrón de difracción correspondiente. 

 
 

2q1 
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Fig. 4 Diagrama del paso de la luz por el estenopo. 

 

 
 

Figura 5. Patrón de difracción de campo lejano de una abertura circular. 

Al considerar un objeto extendido en lugar de una fuente puntual, cada uno de los puntos del objeto 
emiten o reflejan luz, actuando como fuentes puntuales de luz.  La abertura formará un patrón de 
difracción para cada una de esas fuentes, de tal forma que la imagen completa del objeto será un 
conjunto de patrones de Airy superpuestos (figura 6). Se debe notar también que la imagen obtenida 
es invertida respecto del objeto real, debido a la propagación rectilínea de la luz. 

 

 
 

Figura 6 Formación de imágenes de un objeto extendido. 
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De acuerdo con la Ec. 3 observamos que el diámetro del patrón de difracción es inversamente 
proporcional al radio del orificio (a).  Por lo que se podría proponer aumentar el diámetro del orificio 
para  eliminar los efectos de difracción,  lo que traería la ventaja de reducir el tiempo de exposición 
en el caso de utilizar la cámara obscura como cámara fotográfica. Sin embargo, el resultado sería 
de una imagen poco definida ya que de acuerdo con la figura 6 cada punto del objeto se vería 
iluminado por luz que no pertenece a este y la imagen será muy borrosa. 
Idealmente, un estenopo debería dejar pasar sólo un rayo de luz para obtener la mayor nitidez 
posible en la imagen proyectada, sin embargo en este caso la difracción debida al tamaño del orificio 
provocaría que los efectos de difracción sean más visibles. Se puede deducir entonces que el tamaño 
del agujero deberá ser lo suficientemente pequeño como para formar el círculo de imagen más 
pequeño ±y nítido± posible y lo suficientemente grande como para que el efecto de difracción no 
perjudique la calidad de la imagen.  
  
PARTE EXPERIMENTAL 
Para determinar el efecto en la calidad de la imagen obtenida por la cámara obscura se analizarán 
las imágenes obtenidas al variar el diámetro de los estenopos y la distancia entre ellos a la pantalla 
de observación. 
En este trabajo se utilizaron aberturas electroformadas, circulares de 400 y 500 micras de diámetro, 
la distancia máxima entre la abertura y la pantalla de observación era de 25 cm, que aplicando la 
ecuación (2) comprobamos que esta longitud es muy grande comparada con las dimensiones de la 
abertura, por lo cual podemos esperar que en el plano de observación se presente el patrón de 
difracción de Fraunhofer para una abertura circular, figuras 2 y 3. 
La imagen obtenida es invertida, respecto del objeto real, y se ha determinado experimentalmente, 
(Renner 2009)  que existe una posición de la pantalla de observación en la cual la se tiene la mejor 
calidad de imagen, esta distancia está dada por una relación matemática entre el diámetro de la 
abertura (D) y la distancia al plano de observación (d) (ver ecuación 4). 
 

                                                     D= 0.0016 d                                                               ««(4) 
 
Para observar las imágenes producidas por la cámara obscura, se diseñó y construyó una cámara 
utilizando MDF, (ver figura 7). Se utilizaron como aberturas dos estenopos de diámetros 400 µm y 
500 µm, y como pantalla para la observación de la imagen se usó un vidrio esmerilado, montado 
sobre un soporte que (introducido en la parte posterior de la cámara) podía desplazarse para 
aceUcaUVe R alejaUVe del ³SiQhRle´. 
 

                                       
 
 
                                       (a)                                                            (b) 

FigXUa 7. (a) EVWeQRSR R ³PiQhRle´ cRQ PRQWXUa. (b) Cimara obscura utilizada en las 
pruebas. 

 
Para evaluar con precisión la calidad de la imagen se utilizó como objeto una tarjeta de pruebas 
USAF-1951 (figura 8), que permite determinar la diferencia de la resolución de las 
diferentes  imágenes obtenidas observando los diferentes grupos correspondientes en la tarjeta. 
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Como fuente de iluminación se utilizó una lámpara de luz blanca y un láser de longitud de onda de 
550 nm.  Las imágenes fueron fotografiadas con una cámara digital. 

 

 
 

Figura 8. Tarjeta USAF- 1951 

Se realizaron un conjunto de pruebas con diferentes parámetros donde los resultados más 
importantes se muestran a continuación. 
 
RESULTADOS 
A continuación se muestran las series de fotografías para los estenopos de 400 µm y 500 µm, para 
diferentes distancias (d) entre estos y la pantalla.  En todos los casos se buscó la distancia donde la 
imagen obtenida fuera la mejor imagen.  
 
Para un diámetro de pinole de 400 micras, Fig. 9(a, b, c): 
 
                                         (a)                                                   (b)                           (c) 

        
                                                              
                d = 25 cm                                      d = 10 cm                                          d = 5 cm 
 
Para un diámetro de estenopo de 500 micras, Fig. 9 (d, e, f): 
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                       (d)                                                   (e)                                               (f) 

 

        
      
                 d = 25 cm                                          d = 15 cm                                     d = 10 cm 
  

Fig. 9. Resultados obtenidos para estenopos de  400 y 500 µm. 
 
La ecuación (4) predice que la mejor imagen para D = 400 µm se encuentra para la posición del 
plano de observación en d = 10 cm. Si se comparan las figuras 9a, 9b y 9c puede observarse que 
las tres líneas horizontales marcadas con 0-1en la tarjeta de prueba (al centro) definen el límite de 
resolución de las imágenes y la mejor resolución se presenta para d = 10 cm, lo cual cumple con la 
predicción de la ecuación (4) según puede observarse. 
Por otra parte, al comparar las figuras 9d, 9e y 9f, para D = 500 µm, las tres líneas horizontales 
marcadas con 0-1en la tarjeta de prueba tiene la mejor resolución para d = 15 cm. En este caso la 
ecuación (4) predice que la mejor imagen se encuentra en d = 15.62 cm. 
 
CONCLUSIONES 
Con estos experimentos se pudo comprobar la dependencia que tiene la nitidez de la imagen 
respecto del diámetro del estenopo D, así como la relación matemática entre este parámetro D y la 
distancia entre el estenopo y la pantalla de observación, d. Además, al comparar el contraste entre 
las fotografías obtenidas con los dos estenopos de diferente diámetro se puede observar que estas 
son más nítidas con el estenopo de 500 µm debido a que los efectos de difracción son menos 
notables al incrementar el diámetro.  
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RESUMEN 
Hay diferentes clases de refractometros. Algunos de ellos tienen un uso general y otros estan 
diseñados para una aplicación en particular. Ellos estan basados en metodos interferometricos, 
goniometria y elipsometria, por mencionar algunos. Aquí proponemos un refractometro que usa 
rejillas de superficie como elemento principal para medir indices de refraccion de liquidos o mezclas 
de ellos. Las rejillas muestran un perfil cuadrado. Ellas se pueden colocar ya sea a) dentro de una 
celda de vidrio donde el liquido al cual se le va a medir el indice de refraccion es vertido o b) las 
UejillaV eVWaQ deQWUR de XQ blRTXe de VilicRQa fRUPaQdR XQ ³VeUSeQWiQ´ SRU dRQde flX\e el liTXidR. EQ 
este caso se usan solo unos picolitros de substancia. Para hacer las rejillas se utilizaron dos 
PeWRdRV: a) PeWRdR de cRSiadR SRU cRQWacWR de XQa Uejilla ³PaVWeU´, b) liWRgUafia. LaV SURfXQdidadeV 
de los zurcos fueron de 1 micra, 10 micras y 37 micras. Se desarrollo la teoria que describe la 
intensidad del primer orden como funcion del indice de refraccion. Tambien se muestra la 
sensitividad, el contraste del orden cero y el comportamiento del primer orden como funcion de la 
longitud de onda de la luz. Cuando la luz se envia a la rejilla es difractada y entonces aparecen 
diferentes ordenes. La intensidad de estos ordenes es una funcion del indice de refraccion del liquido. 
Los parameteros de la rejilla son la profundidad de los zurcos, el ancho de los canales, y el periodo. 
Se muestran curvas de calibracion que consideran la intensidad del primer orden difractado como 
funcion del indice de refraccion. 

INTRODUCCION 
Los fenómenos físicos en los cuales trabajan los refractómetros son variados. Entre ellos tenemos 
el de la interferometria, gonometria, elipsometria y otros. Con los métodos interferometricos1 las 
medidas se hacen al comparar el retraso de la luz, cuando es transmitida al atravesar el medio que 
se estudia, con un haz de luz que viaja por una trayectoria de referencia. Estos refractómetros 
interferómetricos son muy sensibles a vibraciones externas o fluctuaciones del índice de refracción 
y a la periodicidad de la curva de transmisión por mencionar algunas dificultades. Entre estos 
refractómetros tenemos al llamado Jamin y el Mach-Zehnder.  Los refractómetros que usan la 
elipsometría2 también presentan debilidades tales como el tener conocimiento preciso del grosor y 
el índice de refracción del substrato. 
Por estas razones aquí proponemos el uso de rejillas de difracción de relieve como una alternativa 
para medir el índice de refracción de liquidos. Presentamos la teoría de las rejillas de difracción que 
muestran un perfil cuadrado. Luego comentamos sobre los materiales y métodos que se utilizaron 
para fabricar las rejillas. Ademas presentamos los arreglos experimentales utilizados asi como 
ejemplos de curvas de calibración para diferentes liquidos. 
 
Rejilla de difracción con perfil cuadrado (teoría) 
Suponemos que tenemos una rejilla de superficie que consiste de un conjunto de rendijas paralelas 
que tienen un ancho (w) y una altura (h). Entre estas rendijas hay otro conjunto de ellas, cada una 
con un ancho (i). El periodo de la rejilla es (p), p=w+i. Los dos conjuntos de rejillas transmiten luz, 
Cuando la luz es enviada a la rejilla esta es difractada y aparecerán varios ordenes. La intensidad 
del primer orden esta descrito por la ecuación siguiente: 

I1 (x)= I0 (w/p)2 sinc2 (w/p) 2 (1- cos ࢥ) 

mailto:scalixto@cio.mx
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Donde ࢥ= (2 ʌ/Ȝ) h (Q2±n1), n1 es el índice de refracción de la rejilla y n2 el índice del liquido en el 
cual esta immersa. 
En la Fig. 1 mostramos el comportamiento teorico, usando la ecuación 1, de la intensidad del primer 
orden en función del índice de refracción del liquido donde esta inmersa. El parametro es la 
profundidad de la rejilla (h) y se supuso que el índice de refracción de la rejilla fue de 1.40. 

 

Fig. 1. Intensidad del primer orden en función del índice de refracción del liquido en el cual esta 
inmersa la rejilla. 

Fabricacion de las rejillas. 
El material que se debe usar para fabricar las rejillas para esta aplicación debe cumplir con diferentes 
requisitos o cualidades como ser transparente para la luz visible, hidrofobico, estable con la 
WePSeUaWXUa, de bajR cRVWR, QR debe SUeVeQWaU ³eQcRgiPieQWR´ \ RWURV. El PaWeUial TXe eVcRgiPRV fXe 
la silicona (PDMS).  
Usamos dos métodos para fabricar las rejillas. Uno fue la copia por contacto y el otro por litografia. 
Las rejillas fabricadas tenían profundidades (h) de 1 µm, 10 µm y 37 µm, Fig. 2. El ancho de las 
rendijas fue de 200 µm y la separación entre rendijas también se escogió de 200 µm. Con estos 
valores la sensitividad fue máxima. Las superficies de las rejillas fueron revisadas con un microscopio 
de fuerza atómica y con un perfilometro. 

 

Fig. 2. Rejilla de relieve. 

Aparte de las rejillas de relieve, mencionadas en el parrafo anterior, se fabricaron otras usando 
métodos de circuitos microfluidicos3. En este metodo se uso la litografia. Una de estas rejillas se 
muestra en las Fig. 3 y 4.  
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Fig. 3. Rejilla microfluidica fabricada con el método de litografia. 

 

Fig. 4. Fotografía de una rejilla microfluidica. 

Arreglo óptico 
Para estudiar el comportamiento de las rejillas se utilizo el dispositivo siguiente, Fig. 5. Un laser He-
Ne eVWabili]adR (Ȝ= 632.8 nm) se uso como fuente de luz. Se construyo una celda de vidrio donde 
se pego la rejilla en uno de sus lados interiores. La luz al atravesar la rejilla fue difractada dando 
varios ordenes. Con la ayuda de un radiómetro se monitoreo la intensidad del primer orden 
difractado.  



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 108 
 

 

Fig. 5. Rejilla dentro de una celda de vidrio. 

Otro dispositivo experimental se utilizo para cuando se usaron los circuitos microfluidicos, Fig.  6. El 
mismo laser fue utilizado. 

 

Fig. 6. Dispositivo experimental usado cuando se tenia una rejilla microfluidica. 

Respecto a los liquidos utilizados para la prueba y calibración de las rejillas se usaron las siguientes 
mezclas: agua-glicerina, agua-Thiodietanol (TDE) y una mezcla de buffer (pH 10) con albumen (clara 
de huevo). Los índices de refraccion para las muestras mencionadas variaron desde 1.3385 a 1.403, 
1.339 a 1.44 y 1.357 hasta 1.33 para cada una de las muestras   respectivamente. 

Curvas de calibración. Rejillas en celda de vidrio. 
Para obtener las curvas de calibración se usaron las mezclas mencionadas anteriormente. Las  
rejillas de difracción mostraron las profundidades mencionadas en los párrafos de arriba. Las rejillas 
se colocaron dentro de la celda de vidrio (Fig. 5) donde se iba vertiendo, uno a uno, cada liquido. A 
la vez se media la intensidad del primer orden difractado. Como resultado obtuvimos las graficas 
mostradas en las Figs. 7, 8 y 9 donde se usaron tres rejillas cada una con una profundidad de zurco 
dada. 
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Fig. 7. Curva de calibracion para la rejilla con rendijas de 1 micra de profundidad. 

 

Fig. 8. Curva  de calibracion para la rejilla con rendijas de 10 micras de profundidad. 

 

Fig. 9. Curvas de calibración para las rejillas con 37 micras de profundidad. 

Curvas de calibración para substancias organicas inyectadas en circuitos microfluidicos. 
Las rejillas de perfil también pueden ser utilizadas cuando se tienen substancias organicas. Para 
este caso utilizamos albumen (clara de huevo) que se disolvió en un buffer (pH 10). En la Fig. 10 se 
muestra el comportamiento del índice de refracción de las mezclas en función de la cantidad del 
buffer cuando fue mezclado en 2 ml de albumen. Estas mezclas se inyectaron, una a una, en el 
circuito microfluidico y a la vez se media la intensidad del primer orden difractado. Con esto se obtuvo 
la curva de calibración mostrada en la Fig. 11. 
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Fig. 10. Indice de refracción en función de la cantidad de buffer disuelta en 2 ml de albumen. 

 

Fig. 11. Curva de calibración para circuitos microfluidicos. 

CONCLUSIONES 
Hemos mostrado que con el uso de rejillas de difracción, que muestren un perfil cuadrado,  se puede 
medir el índice de refracción de liquidos al monitorear la intensidad del primer orden. Se han 
presentado dos arreglos ópticos. Uno con una celda de vidrio, que contiene la rejilla de difracción, y 
otro con un circuito microfluidico con canales de 37 micras de profundidad y 200 micras de ancho. 
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RESUMEN  
El proceso enseñanza ± aprendizaje de la Física y el desarrollo de la actividad científica en 
estudiantes de Nivel Medio Superior y Superior, presenta mucha apatía y desinterés, que se ve 
reflejado en el bajo promedio de calificaciones y altos índices de reprobación. Analizando esta 
problemática surge la necesidad de implementar una estrategia didáctica para mejorar el 
aprovechamiento escolar de los estudiantes y reducir los índices de reprobación. En esta propuesta 
didáctica se desarrolló un diseño instruccional sustentado en las teorías del aprendizaje basado en 
proyectos, para desarrollar la actividad científica y el trabajo en equipo, lograr una mayor motivación 
y despertar el interés de los jóvenes en la asignatura de Física III (Electricidad y Magnetismo), 
inducirlos a las actividades científicas con la elaboración de experimentos y artículos científicos, con 
la finalidad de disminuir los índices de reprobación y mejorar el aprovechamiento escolar. Se realizo 
un análisis estadístico descriptivo de una muestra formada por los estudiantes del Bachillerato de 
Ciencias Químico ± Biológicas de la Escuela Preparatoria ³GUal. Li]aUR CiUdeQaV´ deSeQdieQWe de 
la U.M.S.N.H. En la primera etapa el grupo muestra recibió la enseñanza de forma tradicional, 
utilizando: papel, lápiz y libros de texto en los temas de electricidad y magnetismo, al final se aplicó 
una evaluación parcial escrita. En la segunda etapa desarrollaron proyectos por equipos para 
presentar un experimento  y un artículo científico explicando los fenómenos eléctricos y magnéticos, 
así como las leyes que los fundamentan. La evaluación de proyectos se realizó con rúbricas 
específicas. Al comparar los resultados de las evaluaciones se obtuvieron los siguientes resultados: 
en los porcentajes de reprobación se redujo en un 37.55 %. Al principio los estudiantes externaron 
que se sentían estresados porque los experimentos no les funcionaban, pero al final estaban muy 
emocionados y motivados cuando los mejoraban y lograban su funcionamiento, en la parte del 
desarrollo del artículo científico presentaron algunas deficiencias que se deben mejorar con la 
práctica, sobre todo en la redacción y síntesis.  
 
INTRODUCCIÓN  
El proceso enseñanza ± aprendizaje  de la Física y el desarrollo de la actividad científica en 
estudiantes de Nivel Medio Superior y Superior, presenta mucha apatía y desinterés, que se ve 
reflejado en el bajo promedio de calificaciones y altos índices de reprobación. Analizando esta 
problemática surge la necesidad de implementar una estrategia didáctica para mejorar el 
aprovechamiento escolar de los estudiantes y reducir los índices de reprobación. 
En la enseñanza de la asignatura de Física en el Nivel Medio Superior (NMS), se observan 
deficiencias en fundamentos teóricos y prácticos, sobre todo del área de matemáticas y asignaturas 
previas de la misma asignatura. Con la finalidad de fortalecer y mejorar la enseñanza en esta área 
los docentes implementan estrategias y técnicas pedagógicas  facilitando el proceso enseñanza ± 
aprendizaje. Hernández, U. S. (2018) PeQciRQa TXe ³El ASUeQdi]aje BaVadR eQ PUR\ecWRV (ABP) eV 
una forma atractiva para las partes de la dupla estudiante-docente porque propone a ambos 
situaciones en las que hay que desarrollar trabajo conjunto para el cual no hay una receta o 
SURcediPieQWR bieQ eVWablecidR´, adePiV SUeVeQWa XQ UeVXPeQ de laV caUacWeUtVWicaV del PRdelR 
ABP, que son: 1) Se plantean preguntas o problemas reales con dispositivos experimentales que 
buscan responderlas. 2) Se generan productos y se obtienen datos empíricos. 3) El problema genera 
un contexto para aprender y una situación que propicia la necesidad por investigar y aprender de 
parte del estudiante. 4) Se adquieren aprendizajes significativos en el desarrollo de los proyectos. 5) 
Se trabaja en un entorno colaborativo. 6) Requiere manejar formas de comunicación y expresión de 
los estudiantes. 7) El docente tutela a los estudiantes en la dirección de sus proyectos. Con esta 
metodología se desarrollan en el estudiante aprendizajes significativos, basados en un trabajo 
colaborativo,  mejorando la forma en que se expresa y comunica.  
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La enseñanza de las Ciencias Físico ± Matemáticas  presenta muchas dificultades, entre ellas está 
el obstáculo de los estudiantes al tener una predisposición y renuencia por aprenderlas, al considerar 
que son asignaturas difíciles y que no están al alcance de todos, que no son necesarias y las 
consideran abstractas, sobre todo cuando el docente las imparte con un enfoque completamente 
teórico y con ejemplos ideales. Martínez, M. D. R. A. H., & Torres, M. V. (2017) CRQclX\e TXe ³El 
diseño e implementación de actividades lúdicas permite hacerles conscientes de que el estudio de 
la ciencia puede resultar agradable y que su concepción de la Física como una materia difícil de 
eQWeQdeU \ aSUeQdeU eUa eTXiYRcada.´ 
 
TEORÍA  
La estrategia didáctica se implementó para la enseñanza de la asignatura de Física en el Nivel Medio 
Superior basada en proyectos (EBP) con la finalidad de involucrar más al estudiante con su 
aprendizaje y realizar aplicaciones de los conceptos y leyes de la Física en el desarrollo de 
actividades cotidianas. Sáez, F. T. (2012) considera que ³la eQVexaQ]a baVada eQ SUR\ecWRV R WaUeaV 
integradas supone hoy la mejor garantía didáctica paUa XQa cRQWUibXciyQ e¿ca] al deVaUURllR de laV 
cRPSeWeQciaV biVicaV \ al aSUeQdi]aje de lRV cRQWeQidRV del cXUUtcXlR´ 
La enseñanza de la Física con proyectos representa una oportunidad para que el estudiante asimile 
los conceptos básicos, aplique las fórmulas que representan y describen las leyes físicas de los 
fenómenos eléctricos y magnéticos,  Barros, E. C (2014) cRQVideUa TXe ³El ABP eV XQ aPbieQWe de 
aprendizaje activo centrado en los/las estudiantes y es una técnica didáctica que se enfoca en un 
producto o en un proceso que los/las estudiantes tienen que planificar, diseñar y desarrollar a través 
de XQ SUR\ecWR´. AdePiV, la eVWUaWegia didicWica Ve cRPSlePeQta con las teorías del aprendizaje 
significativo y el desarrollo del pensamiento crítico. Moreira M.A. (1997) cRQclX\e TXe ³el concepto 
de aprendizaje significativo es subyacente, no sólo a la integración constructiva de pensamiento, 
sentimientos y acciones preconizada por Novak, sino también a los constructos de los demás autores 
y a la internalizaciyQ de iQVWUXPeQWRV \ VigQRV de V\gRWVk\.´ Es decir, el aprendizaje significativo 
está ligado al aprendizaje constructivista con base a los conocimientos previos. Tuyarot, D., & 
Arriassecq, I. (2015) Concluye TXe ³eQVexaU FtVica a WUaYpV de SUR\ecWRV Ve cRnfigura en una 
práctica positiva que permite al alumno involucrarse de forma activa, permite contextualizar el 
conocimiento presentado y establecer un dialogo entre todos los participantes de las clases 
promoviendo la comprensión un aprendizaje significatiYR SaUa el alXPQR.´ 
 
PARTE EXPERIMENTAL   
La estrategia didáctica se implementó a un grupo muestra formado por los estudiantes de quinto 
semestre, del Bachillerato de Ciencias Químico ± BiRlygicaV de la EVcXela PUeSaUaWRUia ³GUal. Li]aUR 
CiUdeQaV´ deSeQdiente de la U.M.S.N.H., con el objetivo de promover la actividad científica y el 
trabajo en equipo, para lograr una mayor motivación y despertar el interés de los jóvenes en la 
asignatura de Física III (Electricidad y Magnetismo), inducirlos a las actividades científicas con la 
elaboración de experimentos y artículos científicos, con la finalidad de disminuir los índices de 
reprobación y mejorar el aprovechamiento escolar. En la enseñanza de la asignatura de Física en 
forma tradicional es común que la actitud del estudiante sea pasiva, limitándose a tomar apuntes de 
la clase, memorizar formulas y procedimientos para resolver procedimientos, pero generalmente se 
presentan problemas de aprendizaje en el dominio de fenómenos físicos y en la interpretación de 
leyes físicas. 
En la primera etapa el grupo recibió la enseñanza de forma tradicional, utilizando: papel, lápiz y libros 
de texto en los temas de electricidad y magnetismo, al final se aplicó una evaluación parcial, para 
dicha evaluación se realizó el examen escrito, el trabajo de clase apuntes y ejercicios de tarea y la 
asistencia. 
En la segunda etapa se desarrollaron proyectos, que permitió al alumno comprender a fondo los 
temas de electricidad y magnetismo, dichos proyectos consistían en desarrollar un motor eléctrico y 
un generador eléctrico, ambos caseros realizados con materiales accesibles además de entregar su 
respectivo reporte de práctica para cada uno de los proyectos, el trabajo se realizó por equipos como 
producto final presentaron un experimento que cumple con los requisitos de funcionamiento para 
cada uno de los casos y el reporte de práctica explicando de manera general, la introducción, revisión 
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bibliográfica, objetivos, material utilizado en el experimento, métodos que siguieron para su 
elaboración, los resultados obtenidos, las conclusiones, bibliografía y anexos; todo fundamentado 
con las leyes que rigen los fenómenos eléctricos y magnéticos. La evaluación de proyectos se realizó 
con rúbricas específicas que se les compartieron con antelación y que deberían incluir en su reporte.  
 
RESULTADOS  
Los proyectos finales desarrollados por los estudiantes fueron: la elaboración de un motor eléctrico 
y un generador eléctrico, los cuales fueron elegidos por su propia cuenta, donde el objetivo principal 
fue que cumpliera con el funcionamiento básico. Obteniendo los siguientes resultados: un 84% de 
los proyectos  finales logró su funcionamiento en la fecha de entrega, un 10 % al momento de 
entregar su trabajo no logró su funcionamiento, pero se verifico a través de un video grabado por 
ellos mismos que el arreglo funcionó en sus casas, esto se pudo suscitar por el manejo del mismo y 
poca precaución que tuvieron para trasladarlo hasta el lugar de la entrega, el 6% de los proyectos 
no lograron demostrar su funcionamiento. 
Durante el desarrollo de los  proyectos, los estudiantes externaron que se sentían estresados porque 
los experimentos no les funcionaban en el primer intento, algunos de ellos incluso cambiaron entre 
las dos opciones que se les presentaron con la finalidad de lograr su funcionamiento; después de 
varios intentos y de modificaciones en sus arreglos experimentales se sentían emocionados y 
motivados cuando lograban hacerlos funcionar. Con respecto al desarrollo del reporte de práctica 
presentaron algunas deficiencias, principalmente porque no fundamentaban bien el marco teórico y 
no cumplían con todas las especificaciones de la rúbrica que se les proporcionó, la redacción no 
cumplió con la sintaxis mínima requerida, en algunos casos  faltó mejorar el uso de las citas y 
referencias bibliográficas. Considerando que son los primeros acercamientos en la elaboración de 
un reporte que cumple con las especificaciones de un artículo científico tiene mucho que mejorarse 
pero se pretende seguir trabajando para que los estudiantes de NMS estén en condiciones de 
realizar una revisión bibliográfica a su nivel, mejorando su redacción y sintaxis.  
Se realizó un análisis estadístico descriptivo de las evaluaciones realizadas en cada una de las 
etapas, al comparar los resultados de las evaluaciones, se observó que el porcentaje de reprobación 
se redujo en un 37.55 %. 
 
CONCLUSIONES 
Se observó una mejor comprensión de los fenómenos y leyes físicas que describen la electricidad  y 
el magnetismo por parte de los estudiantes, logrando un aprendizaje significativo, al principio los 
estudiantes se desanimaban y se desesperaban porque el proyecto no funcionaba al primer intento, 
lo mejoraron  varias veces con las revisiones periódicas por parte del docente, hasta lograr un 
funcionamiento óptimo, los equipos que lograron buenos resultados en sus proyectos expresaron 
sentirse motivados y entusiasmados, incluso mencionaron que la asignatura realmente no les 
interesaba y les parecía aburrida, además solo era un requisito para cumplir el bachillerato necesario 
para ingresar al Nivel Superior, pero después de los buenos resultados en su proyecto se sentían 
motivados y cambio su percepción de la asignatura, ahora les parecía interesante y divertida. La 
enseñanza de la asignatura de Física con proyectos permite motivar a los alumnos a aprender, 
desarrollando en ellos la curiosidad que a su vez está ligada a estimular el gusto por la investigación 
y por el aprendizaje. 
La enseñanza basada en el aprendizaje por proyectos, permite que el joven desarrolle la autonomía, 
siendo ellos los protagonistas del proceso educativo, ya que, también al trabajar de manera 
colaborativa les permite planificar, distribuir tareas, conjuntar ideas, tomar decisiones y finalmente 
elaborar el producto. 
Otro aspecto positivo en este tipo de enseñanza, es que fomenta el espíritu autocrítico, porque son 
jueces de su trabajo, aprenden de sus errores y les permite ser creativos para considerar las 
estrategias e ideas posibles que permitan elaborar el producto. 
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RESUMEN   
En los últimos años hemos presenciado como la nanotecnología permite reducir varios dispositivos 
importantes (sensores, chips, fibras, etc.), abriendo un nuevo horizonte para sus aplicaciones. Sin 
embargo, la eficiencia de la mayoría de estos dispositivos todavía se basa en fenómenos físicos 
fundamentales, como las resonancias. Es por ello que la comprensión de los fenómenos de 
resonancia resulta importante. Dentro de  los ejemplos conocidos tenemos la transmisión conocida 
como resonancias Breit-Wigner, que puede describirse mediante una función Lorentziana. Sin 
embargo, en muchos sistemas físicos, la dispersión de las ondas implica la propagación a lo largo 
de diferentes caminos y, en consecuencia, produce como resultado fenómenos de interferencia, 
donde la interferencia constructiva corresponde a la mejora resonante y la interferencia destructiva 
a la supresión resonante de la transmisión. Este tipo de dispersión resonante está relacionado con 
las resonancias de Fano. Una de las características principales de las resonancias de Fano es el 
perfil asimétrico. La asimetría proviene de la estrecha coexistencia de transmisión resonante y 
reflexión resonante. Las resonancias de Fano son de utilidad en campos como la Plasmónica gracias 
a su extremada sensibilidad a cambios en la geometría o en el material del medio que lo rodea. Estas 
características son muy interesantes para realizar aplicaciones de sensado tanto químico como 
biológico, detectar deformaciones en el substrato o si lo combinamos con un medio no lineal, 
aplicaciones electro-ópticas o conmutación. En este trabajo se presenta un estudio teórico y 
numérico de una estructura fotónica 1D que presenta una variación periódica en el índice de 
refracción. Dado que las ecuaciones diferenciales son una herramienta utilizada para el modelado 
de fenómenos físicos, hacemos uso de la Teoría de Floquet para realizar el estudio teórico de la 
estructura fotónica en cuestión, ya que permite hacer un análisis de sistemas físicos que presentan 
algún tipo de periodicidad; es decir, ésta conserva las propiedades del sistema para el caso donde 
los coeficientes de las ecuaciones son periódicos. Por otro lado, los cálculos numéricos se realizaron 
mediante la técnica conocida como el Método de la Ecuación Integral. Los resultados teóricos y 
numéricos de la estructura fotónica 1D, están mostrando la presencia de un modo resonante de tipo 
Fano para ࣕ ൌ ૙. ૚, ࢗ ൌ െ૚ y ડ ൌ ૚, lo que fue posible determinar a partir de la respuesta óptica del 
sistema calculada, mediante la reflectancia del mismo. Por lo tanto, este tipo de modos resonantes 
permiten ser otra alternativa para desarrollar innumerables aplicaciones en diversos campos de la 
ciencia y la tecnología que abarcan desde la biomedicina hasta las telecomunicaciones. 

 
INTRODUCCIÓN  
Las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periódicos y sus soluciones empezaron a 
surgir desde la mitad del ViglR XVIII cXaQdR D¶AlePbeUW SXblicy XQ eVWXdiR VRbUe la WUa\ecWRUia de XQ 
punto arbitrario de una cuerda en movimiento vibracional. Sin embargo, el primer estudio analítico 
de una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes periódicos lo realizo E. Mathieu en 
su trabajo de 1868 sobre las vibraciones de las membranas elípticas. Para este tipo de ecuaciones 
se utiliza uno de los métodos principales de construcción de soluciones periódicas más generales, 
llamada teoría de Floquet [1]. Dado que las ecuaciones diferenciales son una herramienta que se 
utiliza para el modelado de fenómenos físicos. Por lo tanto, daremos una descripción de la Teoría 
de Floquet que estamos utilizando para resolver analíticamente la PCW con inclusiones de distintos 
materiales, ya que con esta teoría podemos estudiar sistemas periódicos que tengan soluciones que 
son funciones periódicas [2,3]. Finalmente, en la sección 4 se presenta la descripción de la teoría 
de Floquet, así como del Método de la Ecuación Integral y del de Expansión de Ondas Planas. En 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

la sección 5 mostramos los principales resultados obtenidos. Finalmente, en la sección 6 se 
presentan las conclusiones más importantes del estudio realizado. 
 
ENFOQUE TEÓRICO  
Consideramos un Hamiltoniano periódico en el tiempo, 
 

𝑯ሺ࢚ሻ ൌ 𝑯૙ ൅ 𝑯૚ሺ࢚ሻ;      𝑯૚ሺ࢚ሻ ൌ 𝑯૚ሺ࢚ ൅  ,ሻࢀ
 
donde ࢀ ൌ  ૛࣊/࣓૙, se puede encontrar soluciones de la ecuación de Schrödinger dependiente del 
tiempo, 

൤𝑯ሺ࢞, ሻ࢚ െ ℏ࢏
ࣔ
࢚ࣔ
൨࣒ሺ࢞, ሻ࢚ ൌ ૙, 

 
de la forma, ࢻ࣒ሺ࢞, ሻ࢚ ൌ ࢚ࢻࢿ࢏ିࢋ ℏ⁄  :ሻ; con la condición de periodicidad࢚,࢞ሺࢻࢶ
 

,࢞ሺࢻࢶ ሻ࢚ ൌ ,࢞ሺࢻࢶ ࢚ ൅  .ሻࢀ
 
Tenemos periodicidad en la parte temporal, en este caso hablaremos de la cuasienergía ࢻࢿ . 
Reemplazando la Ec. (4) en la Ec. (3) se obtiene: 
 

𝑯𝑭ሺ࢞, ,࢞ሺࢇࢶሻ࢚ ሻ࢚ ൌ ,࢞ሺࢇࢶࢻࢿ  ;ሻ࢚

𝑯𝑭ሺ࢞, ሻ࢚ ≡ 𝑯ሺ࢞, ሻ࢚ െ ℏ࢏
ࣔ
࢚ࣔ
. 

 
Es decir, nuestro problema se convirtió en encontrar soluciones a una ecuación de Schrödinger 
independiente del tiempo, puesto que ahora la variable t se comporta como una variable dinámica. 
Es fácil ver que los modos de Floquet   
 

,࢞ሺ´ࢇࢶ ሻ࢚ ൌ ,࢞ሺࢇࢶ ࢚ࢻ࣓࢔࢏ିࢋሻ࢚ ≡ ,࢞ሺ࢔ࢇࢶ  ,ሻ࢚
 
con ࢔ ൌ  ૙,േ૚,േ૛,… corresponden a soluciones idénticas a la Ec. (4) pero con una cuasienergía 
desplazada,  
 

ࢇࢿ → ´ࢇࢿ ൌ ࢇࢿ ൅ ℏ࣓૙࢔ ≡  .࢔ࢇࢿ
 
Vemos que el índice ࢻ corresponde a toda una familia de soluciones indizadas por ࢻ′ ൌ  ሺࢻ,  ,ሻ. Así࢔
los autovalores {ࢇࢿ` SXedeQ PaSeaUVe a la ³SUiPeUa ]RQa de BUillRXiQ´, eVWR eV, െℏ࣓૙/૛ ൏ ൑ ࢿ 
൅ℏ࣓૙/૛.  
 
Para modelar numéricamente la PCW utilizamos el método numérico conocido como El Método de 
la Ecuación Integral (IEM) que se basa en resolver numéricamente la ecuación de Helmholtz a partir 
de funciones de Green. A continuación damos una breve descripción del método. 
 
Método de la Ecuación Integral 
Este método se basa en resolver numéricamente la ecuación de Helmholtz, ࢺ૛શ࢐ሺ࢘ሻ ൅ ሻ࢘ሺ࢐૛શ࢑ ൌ ૙, 
a partir de ecuaciones integrales [4]. El método parte del segundo teorema integral de Green, de 
donde se obtienen ecuaciones integrales acopladas que involucran, como incógnitas el modo del 
campo y su derivada normal evaluadas en las fronteras de los perfiles generados por interfaces en 
la celda unitaria para el caso infinito, y el propio sistema para el caso finito. La discretización de las 
ecuaciones permite pasar de un sistema de ecuaciones integrales a un sistema de ecuaciones 
algebraico. Una vez calculadas las fuentes se dispone a calcular la estructura de bandas o el campo 
esparcido, según sea el caso [5]. 
. 
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(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

RESULTADOS  
El interés de este trabajo se refiere al estudio teórico y numérico de PCW de superficies planas y un 
arreglo periódico de inclusiones cilíndricas de distintos materiales (Fig. 1).  
 

 

 
 

Figura 1. Guía de ondas con pequeñas inclusiones que tiene un ancho de b. 
 
Consideramos la Ecuación de Helmholtz, 
 

ࢸ૛ࢺ ൌ
࣓૛

,࢞૛ሺࢉ ሻ࢟
,ࢸ ૛ࢺ       ൌ

ࣔ૛

ࣔ૛࢞
൅
ࣔ૛

ࣔ૛࢟
,࢞      ,  ࢟ ∈ ℝ, 

 
con un índice de refracción real que es periódico de periodo ࢀ, es decir,  
 

,࢞ሺࢉ ࢟ ൅ ሻࢀ ൌ ,࢞ሺࢉ ,ሻ࢟   ሺ࢞, ሻ࢟ ∈ ℝ૛. 
 
Las soluciones de esta ecuación son cuasiperiódicas en ࢟,  
 

,࢞ሺࢸ ࢟ ൅ ሻ,ൌࢀ ,࢞ሺࢸࢀࢼ࢏ିࢋ ,ሻ࢟     ૙ ൏ |ࢼ| ൏ ࣊ ⁄ࢀ , 
 
acotado en todo el plano y decayendo como |࢞| → ∞. Por otro lado, vamos a considerar un índice 
de refracción débilmente perturbado:   
 

,࢞૛ሺିࢉ ሻ࢟ ൌ ૚ ൅ ,࢞ሺࢌࣕ ,ሻ࢟      ૙ ൏ ࣕ ≪ ૚, 
 
donde ࢌ es una función T-periódica. Además, Con las consideraciones anteriores encontramos que 
la respuesta óptica la podemos obtener por medio de la reflectancia, que está dada por 

૛|ࡾ| ൌ
ࣕ૛ ቀࢗࢾ ൅ ડ૛ቁ

૛

૛ࢾ ൅ ࣕ
૛ડ૛
૝

, 

siendo 

ࢗ ൌ
ሺ૚ െ ሻ૛ࢼ

૝࣊
૚

ඥ૚ െ ૛ࢼ
 ,ሻࣄ૙ሺ૛ࢌ

 
donde q es el número de Fano. Esta fórmula de tipo Fano captura la existencia de un cero de |ࡾ|૛ , 
que se encuentra fuera del pico estrecho (de orden de ࣕ). 
A continuación mostramos las estructuras de bandas y la reflectancia |ࡾ| para una PCW con un 
arreglo periódico de inclusiones cilíndricas circulares perfectamente conductoras obtenidas a través 
de la técnica PWM, cuando el índice de refracción es constante y cuando es débilmente perturbado. 
A continuación mostramos las estructuras de bandas obtenidas para una PCW con un arreglo 
periódico de inclusiones cilíndricas circulares perfectamente conductoras cuando el índice de 
refracción es constante y cuando es una función de la forma dada en la Ec. (10). 
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En la Fig. 2 mostramos la estructura de bandas de una PCW que contiene un arreglo periódico de 
inclusiones cilíndricas perfectamente conductoras con una fracción de llenado de ࢌ ൌ  ૙. ૙૙૞, (a) el 
índice de refracción es contante, (b) es una función periódica con periodo de ૛࣊ y ࣕ ൌ  ૙. ૙૙૚. En la 
Fig. 2(c) mostramos la comparación de las estructuras de bandas mostradas en las Figs. 2(a) y (b). 
 

 
 

Figura 2. Estructuras de bandas de una PCW con un arreglo periódico de inclusiones cilíndricas 
circulares perfectamente conductoras cuyos parámetros son ࢈ ൌ ൌ ࢌ y ࣊   ૙. ૙૙૞, con (a) el índice 

de refracción constante, (b) es una función periódica con periodo de ૛࣊ y ࣕ ൌ  ૙. ૙૙૚. (c) 
Comparación de las estructuras de bandas mostradas en (a) y (b). 

 
En la Fig. 3 mostramos la comparación de la reflectancia |ࡾ|de una PCW que presenta una variación 
periódica en el índice de refracción calculado de manera analítica (línea sólida) así como a través 
del Método de la Ecuación Integral (línea punteada). 
 

 
Figura 3. Reflectancia |ࡾ| análitica (RT) y calculada con el Método de la Ecuación Integral (MI) para 

los parámetros ࣕ ൌ ૙. ૚, ࢗ ൌ െ૚ y ડ ൌ ૚. 
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De la Fig. 3 notamos que el resultado numérico encontrado a través del Método Integral para la 
reflectancia |ࡾ|  tiene una gran correspondencia con el encontrado analíticamente a través de la Ec. 
(11), encontrando que al ser el índice de refracción una función periódica observamos la presencia 
de un modo de Fano en la PCW, ya que al ser c una función periódica tendremos este fenómeno 
cuando ࣕ ൌ ૙. ૚, ࢗ ൌ െ૚ y ડ ൌ ૚.  
 
CONCLUSIONES 
De acuerdo a los resultados numéricos encontrados a través del Método Integral para la estructura 
de bandas y de la reflectancia |ࡾ|, obteniendo del cálculo de las estructuras de bandas para la guía 
de ondas de cristal fotónico, encontrando que al ser el índice de refracción una función periódica la 
estructura cambia de manera drástica, ya que al ser una función periódica tenemos que el gap que 
se obtiene aparece en una región donde antes no se tenía propagación de la energía cuando antes 
los teníamos en otra región. Observamos también del cálculo de la reflectancia |ࡾ| la presencia de 
un modo de Fano en la PCW, para los parámetros ࣕ ൌ ૙. ૚, ࢗ ൌ െ૚ y ડ ൌ ૚. Estas características 
son muy interesantes para realizar aplicaciones de sensado tanto químico como biológico, ya que 
poseen una extremada sensibilidad a cambios en la geometría o en el material del medio que lo 
rodea, permitiendo detectar deformaciones en un substrato o si lo combinamos con un medio no 
lineal, además de permitir el desarrollo de distintas aplicaciones electro-ópticas o conmutación. 
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RESUMEN   
Es bien sabido que, como resultado de la interferencia entre las distintas contribuciones aleatorias 
de los centros de esparcimiento, en la escala de la longitud de onda óptica, el patrón de campo 
esparcido aparece desordenado; por otro lado, se ha considerado que la geometría de las guías de 
onda con inclusiones constituye algunos sistemas de billar para estudiar sus propiedades de 
transporte cuánticas y clásicas. En este trabajo consideramos una Guía de Ondas de Cristal 
Fonónico tridimensional (3DPnCW) compuesta por cuatro superficies planas y acústicas que 
envuelven una serie periódica de inclusiones esféricas. Este sistema periódico tiene una estructura 
de bandas dada por una relación de dispersión que nos permite caracterizar los modos propios del 
sistema. Mediante un método numérico integral se calcularon las intensidades de campo 
correspondientes a los modos propios de nuestro sistema, considerando superficies suaves 
(condiciones de frontera de Dirichlet).  Por un lado las intensidades del campo obtenidas están de 
acuerdo con las condiciones de frontera consideradas; además, se obtuvo que,  para las frecuencias 
consideradas, el desorden de la intensidad del campo aumenta al aumentar el valor de la frecuencia. 
El último resultado está de acuerdo con que a longitudes de onda pequeñas se tiene un sistema 
cuyo comportamiento puede estudiarse mediante la óptica geométrica y es bien sabido que sistemas 
clásicos correspondientes como los billares de Sinai presentan el fenómeno de caos. El estudio de 
este tipo de sistemas puede permitir el desarrollo de nuevas tecnologías como circuitos integrados 
y la criptografía. 

 
INTRODUCCIÓN  
Los Los cristales fonónicos (PnCs) son estructuras artificiales compuestas de al menos dos 
materiales con distinta densidad de masa y propiedades elásticas. Los materiales con que se pueden 
formar los PnCs pueden ser sólidos líquidos o gaseosos. Estos están constituidos de tal modo que 
le densidad de masa y/o las constantes elásticas en éste son funciones periódicas en el espacio. 
Los PnCs son diseñados para el control de la propagación de ondas acústicas. Estos permiten cubrir 
gran parte del espectro sónico continuo, desde los infrasonidos (hercios) hasta las ondas térmicas 
(terahercios), pasando por los sonidos audibles (kilohercios), los ultrasonidos (megahercios) y los 
hipersonidos (gigahercios) [1]. Como ejemplo de cristal fonónico tenemos la escultura minimalista de 
Eusebio Sempere (1923-1985), localizada en un parque de Madrid, y la cual es mostrada en la Fig. 
1. 
 

 : :  
 

Fig 1. Ejemplo de un cristal fonónico, la cual es una escultura hecha por Eusebio Sempere. 
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Las dimensiones físicas en los cristales fonónicos van desde un centenar de nanómetros hasta unos 
pocos metros. Es importante mencionar que las leyes de la mecánica clásica son aplicables y 
empleadas como regla general en los PnCs debido a que en esta escala, la materia aparece como 
continua. 
Es bien sabido que cuanto más contraste exista entre las propiedades acústicas que participan en 
los PnCs, más probable será observar fenómenos relacionados con la interferencia de ondas [2]. En 
este sentido los bandgaps o regiones de frecuencia prohibidas, son el resultado de la interferencia 
destructiva de ondas acústicas o elásticas dispersas [3-5]. En los bandgaps no se pueden propagar 
ondas elásticas, por lo que estos sistemas pueden ayudar en el desarrollo de estructuras libres de 
vibraciones en rangos de frecuencia específicos. Entre los factores de los que depende el ancho de 
los bandgaps y su posición se tienen: el contraste entre las densidades de masa, las velocidades de 
las ondas en lo materiales involucrados [2-4, 6] o el tipo de inclusiones consideradas [4, 7-9]. 
Entre las posibles aplicaciones de los PnCs podemos mencionar, por supuesto, el aislamiento 
acústico [10], las guías de onda [11, 12]. También se han desarrollado dispositivos optoacústicos, 
que acoplan fonones y fotones. Usando un material de estructura periódica con un espaciado de 150 
nm se pueden localizar fotones de 500 THz y fonones de 20 GHz [1]. Otra aplicación menos intuitiva 
es el uso de estas estructuras para focalizar las olas del mar hacia una planta con el fin de convertir 
la energía mecánica en energía eléctrica [13]. 
En este trabajo se examina una 3DPnCW compuesta por cuatro superficies acústicas y planas que 
envuelven un arreglo periódico de inclusiones esféricas. De esta forma, este trabajo completa el 
estudio del sistema en la Ref. [14].  Este documento está organizado de la siguiente manera: la 
Sección 3 introduce un método numérico integral [15] para calcular las intensidades de campo 
correspondientes a los modos propios del sistema considerado. En la Sección 4 se muestra los 
resultados numéricos de las intensidades de campo del sistema. Finalmente, la sección 5 presenta 
nuestras conclusiones. 
 
TEORÍA  
En esta sección introduciremos un método numérico para calcular la estructura de bandas de una 
guía de ondas de cristal fonónico en tres dimensiones (3DPnCW) formada por cuatro superficies 
planas que envuelven un arreglo bidimensional periódico de inclusiones esféricas como se muestra 
en la Fig. 2. Se considera que todas las superficies involucradas son superficies acústicas y el medio 
entre los planos es aire. La celda unitaria del sistema es mostrada en la Fig. 3. 

 
Figura 2. Descripción grafica de una 3DPnCW formada por cuatro superficies acústicas planas y 

paralelas que el envuelven un arreglo periódico de inclusiones esféricas. 
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Figura 3. Celda unitaria de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas y paralelas que 

envuelven una inclusión esférica. 
 
Para una onda de presión acústica lineal en una celda unitaria ࢓ࡼሺ𝐫,  ሻ, para el caso armónico con࢚
el tiempo con frecuencia ࣓ሺ࢓ࡼሺ࢘, ሻ࢚ ൌ  :ሻ, se cumple la ecuación de Helmholtz dada por࢚࣓࢏ିࢋሻ࢘ሺ࢓ࡼ

સ૛࢓ࡼሺ𝐫ሻ ൅ ቀ
࣓
ࢉ
ቁ
૛
ሺ𝐫ሻ࢓ࡼ ൌ ૙,                                                                     (1)                                                

siendo ࢓ un número entero, c es la velocidad longitudinal de la onda acústica en el medio acústico 
y r es el punto de observación. Nuestro problema es calcular los modos del sistema periódico 
considerado. Para ello proponemos utilizar un método numérico integral que puede ser formulado a 
partir de una función de Green periódica (PGF) para resolver la ecuación de Helmholtz, en 
condiciones de frontera de Dirichlet. 
Debido a la periodicidad del sistema en la dirección X podemos hacer uso del teorema de Bloch,  de 
donde se obtienen las siguientes relaciones: 

࢞ሺ࢓ࡼ ൅ࢇ࢓, ,࢟ ሻࢠ ൌ ,࢞૙ሺࡼࢇ࢓࢞࢑࢏ࢋ ,࢟  ሻ                                              (2)ࢠ
y                                          

ሻࢠ,࢟,ࢇ࢓ା࢞ሺ࢓ࡼࣔ
࢔ࣔ

ൌ ࢇ࢓࢞࢑࢏ࢋ ૒ࡼ૙ሺࢠ,࢟,࢞ሻ
࢔ࣔ

,                                                     (3)                                                  
donde 𝐤 ൌ ሺ࢞࢑, ૙, ૙ሻ es el vector de Bloch unimensional. 
Para calcular la estructura de bandas es necesario obtener la relación de dispersión  ࣓ ൌ ࣓ሺ࢑ሻ. Para 
ello consideremos la función de Green tridimensional dada por 
 

𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ ൌ ࢏ࢋ
࣓
ࢉ |𝐫ష𝐫´|

|𝐫ି𝐫´|
,                                                                           (4) 

 
donde r es un punto de integración y r´ un punto de observación. La función de Green es una solución 
de  

સ૛𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ ൅ ቀ࣓
ࢉ
ቁ
૛
𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ ൌ െ૝઼ሺ𝐫 െ 𝐫´ሻ.                                          (5) 

Considerando la geometría del sistema y aplicando la segunda identidad de Green tridimensional a 
la onda de presión ࢓ࡼ y a la función de Green G en la región de aire, se obtiene la expresión  

෍
૚
૝࣊
න ቈ𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ

ሺ𝐫´ሻ࢓ࡼࣔ
´࢔ࣔ

െ
ࣔ𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ
´࢔ࣔ

ሺ𝐫´ሻ቉࢓ࡼ ´ࡿࢊ
࢓ࡿ

ஶ

ୀିஶ࢓

ൌ  ૙ሺ𝐫ሻ,                ሺ૟ሻࡼሺ𝐫ሻࣂ

donde ࣂሺ࢘ሻ ൌ ૚ si r está dentro de la zona donde se resuelve la ecuación de Helmholtz y cero en 
otro caso, ࡿࢊ´  es un elemento diferencial de área y el punto de integración r´ está separado 
infinitesimalmente de la región ࢓ࡿ. 
Consideremos una versión numérica para la parte izquierda de la Ec. (8), tomando en cuenta un 
muestreo de pequeñas superficies denotadas por ∆࢔࢓ࡿ , sobre la superficie ࢓ࡿ, con ࢔ ൌ ૚, ૛, …  tal ࡺ,
que 
 

෍
૚
૝࣊
න ቈ𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ

ሺ𝐫´ሻ࢓ࡼࣔ
´࢔ࣔ

െ
ࣔ𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ
´࢔ࣔ

ሺ𝐫´ሻ቉࢓ࡼ ´ࡿࢊ
࢓ࡿ

ஶ

ୀିஶ࢓

ൎ 
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෍࢔ࡽ ൭
૚
૝࣊

෍ න ,ሻ𝑮ሺ𝐫ࢇ࢓࢞࢑ሺ࢏ࢋ 𝐫´ሻࡿࢊ´
࢔࢓ࡿ∆

ஶ

ୀିஶ࢓

൱
ࡺ

ୀ૚࢔

െ 

෍࢔ࡼ ൭
૚
૝࣊

෍ න ሻࢇ࢓࢞࢑ሺ࢏ࢋ
ࣔ𝑮ሺ𝐫, 𝐫´ሻ
´࢔ࣔ

´ࡿࢊ
࢔࢓ࡿ∆

ஶ

ୀିஶ࢓

൱
ࡺ

ୀ૚࢔

,                                                   ሺૠሻ 

                        
siendo ࢔ࡼ  y ࢔ࡽ  valores numéricos de la presión, ࡼ૙ሺ𝐫´ሻ , y su derivada normal ࣔࡼ૙ሺ𝐫´ሻ ⁄´࢔ࣔ , 
evaluados en el i-ésimo punto central, denotado por 𝐑࢏, de la pequeña superficie elemental ∆࢔࢓ࡿ , 
respectivamente. En la última expresión las relaciones de periodicidad dadas por las Ecs. (2) y (3) 
son utilizadas. Es conveniente seleccionar N puntos de observación 𝐑࢏ ൅ ઽ࢔ෝሺ𝐑࢏ሻ  siendo ઽ  una 
cantidad infinitesimal. Con esto nos aseguramos de que 𝐫 െ 𝐫´ nunca sea cero. Finalmente la Ec. (6) 
puede escribirse como un sistema lineal homogéneo de ecuaciones: 
 

෍ख࢐࢏ሺ𝐤,࣓ሻ࢐ࡽ

ࡺ

ୀ૚࢐

െ෍घ࢐࢏ሺ𝐤,࣓ሻ࢐ࡼ

ࡺ

ୀ૚࢐

ൌ ૙,                                                         ሺૡሻ 

 
 para ࢏ ൌ ૚, ૛, ૜…ࡺ, donde los elementos de matriz ख࢐࢏ሺ࢑,࣓ሻ y घ࢐࢏ሺ࢑,࣓ሻ, que dependen del vector 
de Bloch y de la frecuencia, están dados por: 

ख࢐࢏ሺ𝐤,࣓ሻ ൌ ෍ ሺ࣓ሻ࢓࢐࢏ࡸሻ࢓ࢇ࢞࢑ሺ࢏ࢋ
ࡸࡺ

ࡸࡺୀି࢓

                                              ሺૢሻ 

y 

घ࢐࢏ሺ𝐤,࣓ሻ ൌ ෍ ሺ࣓ሻ࢓࢐࢏ࡺሻ࢓ࢇ࢞࢑ሺ࢏ࢋ
ࡸࡺ

ࡸࡺୀି࢓

,                                            ሺ૚૙ሻ 

siendo ࡸࡺ  el máximo valor de ࢒ , considerado numéricamente. Este número entero positivo 
representa una forma simple de truncar la serie, para ࡸࡺ lo suficientemente grande se deberían 
obtener resultados muy precisos. En las dos últimas expresiones los elementos ࢓࢒࢐࢏ࡸሺ࣓ሻ y ࢓࢒࢐࢏ࡺሺ࣓ሻ 
están definidos por los límites [14]: 

ሺ࣓ሻ࢓࢐࢏ࡸ ൌ
૚
૝࣊

𝐥𝐢𝐦
૙శ→ࢿ

න
࢏ࢋ
࣓
ࢉ |𝐫ି𝐫´|

|𝐫 െ 𝐫´|
ቮ

𝐫ୀ𝐑࢏ାઽ࢔ෝሺ𝐑࢏ሻ 

´ࡿࢊ
࢔࢓ࡿ∆

,                                            ሺ૚૚ሻ 

 

ሺ࣓ሻ࢓࢐࢏ࡺ ൌ
૚
૝࣊

𝐥𝐢𝐦
૙శ→ࢿ

න ࢏ࢋ
࣓
ࢉ |𝐫ି𝐫´| ൬

૚
|𝐫 െ 𝐫´|૜

െ ࢏
࣓
ࢉ

૚
|𝐫 െ 𝐫´|૛

൰ ሺ𝐫 െ 𝐫´ሻ ൉ ෝሺ𝐫´ሻฬ࢔
𝐫ୀ𝐑࢏ାઽ࢔ෝሺ𝐑࢏ሻ 

´ࡿࢊ
࢔࢓ࡿ∆

,    ሺ૚૛ሻ 

 
donde tanto la función de Green (Ec. (4)) como su derivada normal han sido utilizadas.  
Para superficies acústicas suaves se tiene que la presión acústica es cero en todas las superficies 
(condiciones de frontera de Dirichlet). Esto lleva a que ࢐ࡼ ൌ ૙ para toda ࢏ ൌ ૚, ૛, ૜…ࡺ, en la  Ec. 
(10), obteniendo un sistema de ecuaciones reducido, 
 

∑ ख࢐࢏ሺ࢑,࣓ሻࡺ࢐ࡽ
ୀ૚࢐ ൌ ૙,  ࢏ ൌ ૚, ૛, ૜…ࡺ.                                                                 ሺ૚૜ሻ   

    
Para superficies acústicas rígidas, la derivada normal de la presión acústica es cero en las superficies 
(condiciones de frontera de Neumman). En este caso ࢐ࡽ ൌ ૙ para toda ࢏ ൌ ૚, ૛, ૜…ࡺ, en la  Ec. (10), 
obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones: 
 

∑ घ࢐࢏ሺ࢑,࣓ሻࡺ࢐ࡼ
ୀ૚࢐ ൌ ૙, ࢏ ൌ ૚, ૛, ૜…ࡺ.                                                                ሺ૚૝ሻ    
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El sistema lineal de ecuaciones obtenido tiene una matriz asociada ࡹሺ࢑,࣓ሻ ൌ ख࢐࢏ሺ࢑,࣓ሻ o घ࢐࢏ሺ࢑,࣓ሻ, 
que depende del vector de Bloch 𝐤 y la frecuencia ࣓ . Ya que el sistema de ecuaciones es 
homogéneo, una solución distinta de la trivial puede ser obtenida si el determinante de la matriz es 
cero. Para determinar la estructura de bandas, definimos la función 
 

𝑫ሺ𝐤,࣓ሻ ൌ 𝐥𝐧|𝐝𝐞𝐭ሺࡹሺ𝐤,࣓ሻሻ| ൌ ૙,                                                               ሺ૚૞ሻ 
 
que numéricamente representa puntos de mínimos locales que nos dan la relación de dispersión 
࣓ ൌ ࣓ሺ࢑ሻ. De este modo la estructura de bandas de la 3DPnCW puede ser calculada. 
 
RESULTADOS  
El objetivo de este trabajo es el cálculo de modos propios del sistema en una 3DPnCW formada por 
cuatro superficies planas que envuelven un arreglo bidimensional periódico de inclusiones esféricas. 
Estamos especialmente interesados en averiguar si bajo ciertas condiciones es posible obtener 
patrones del campo desordenados para ciertos modos propios del sistema. Los cálculos se 
realizaron para condiciones de frontera de Dirichlet. 
En todos los casos lo parámetros utilizados son: ࢈ ൌ ૛ૈ y ࡼ ൌ ૛ૈ; además consideramos tres radios 
para los cálculos, los cuales son: ૙. ૚ૈ, ૙. ૛ૈ y ૙. ૞ૈ. En la Fig. 4 se muestran las celdas unitarias 
de los sistemas para los tres radios considerados, respectivamente. En estos cálculos es común 
introducir cantidades adimensionales, por lo que nuestros resultados serán expresados en términos 
de una frecuencia reducida dada por ࣓࢘ ൌ ሺࡼ/૛ૈ𝐜ሻ࣓ y un vector de Bloch reducido dado por ࢘࢑ ൌ
ሺࡼ/૛ૈ𝐜ሻ࢑. Para periodicidad unidimensional se tiene que el vector de Bloch ࢑ está dentro de la 
primera zona de Brillouin dada por െૈ/ࡼ ൑ ࢑ ൑  En todos los resultados mostrados en este .ࡼ/ૈ
documento se consideró ࡸࡺ ൌ ૞૙ y ࢘࢑ ൌ ૙. 
 

 
Figura 4. Descripción gráfica de una 3DPnCW formada por cuatro superficies planas que 
envuelven un arreglo periódico de inclusiones esféricas de diferentes tamaños. Loa radios 

considerados son: (a) ࢘ ൌ ૙. ૚ૈ, (b) ࢘ ൌ ૙. ૛ૈ y (c) ࢘ ൌ ૙. ૞ૈ. 
 

En la Fig. 5 se muestran algunas de las intensidades del campo acústicos calculadas al considerar 
࢘ ൌ ૙. ૚ૈ (Fig. 5(a)). En las Figs. 5(a) y (d) se muestra la intensidad del campo para ࣓࢘ ൌ ૛. ૛ૢ૟૝, 
considerando un plano perpendicular (plano yz) y uno paralelo (plano xz) a la dirección de 
periodicidad, respectivamente. Análogamente en las Figs. 5(b) y (e) se muestra el campo para ࣓࢘ ൌ
૝. ૚૟ૡ૙ y en las Figs. 5(c) y (f) para ࣓࢘ ൌ ૝. ૠ૜ૢ૝. 
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Figura 5. Distribuciones de intensidad de campo acústico dentro de la celda unitaria con una 

inclusión esférica en un plano (a), (b) y (c) perpendicular a la dirección de periodicidad (plano yz), y 
(d), (e) y (f) paralelos a la dirección de periodicidad (plano zx). Los valores de las frecuencias son 
(a) y (c) ࣓࢘ ൌ ૛. ૛ૢ૟૝, (b) y (d) ࣓࢘ ൌ ૝. ૚૟ૡ૙, y (c) y (f) para ࣓࢘ ൌ ૝. ૠ૜ૢ૝. En todos los casos ࢘ ൌ

૙. ૚ૈ. 
 

En la Fig. 6 se muestran las intensidades del campo acústico obtenidas con ࢘ ൌ ૙. ૛ૈ (Fig. 4(b)). En 
las Figs. 6(a) y (d) se muestra la intensidad del campo para ࣓࢘ ൌ ૙. ૡ૚૛૟, considerando un plano 
perpendicular (plano yz) y uno paralelo (plano xz) a la dirección de periodicidad, respectivamente. 
En las Figs. 6(b) y (e) se muestra el campo para ࣓࢘ ൌ ૚. ૚૝૞૝ y finalmente en las Figs. 6(c) y (f) para 
࣓࢘ ൌ ૝. ૠ૜ૢ૝. 
 

 
Figura 6. Distribuciones de intensidad de campo acústico dentro de la celda unitaria con una 

inclusión esférica en un plano (a), (b) y (c) perpendicular a la dirección de periodicidad (plano yz), y 
(d), (e) y (f) paralelos a la dirección de periodicidad (plano zx). Los valores de las frecuencias son 
(a) y (c) ࣓࢘ ൌ ૙. ૡ૚૛૟, (b) y (d) ࣓࢘ ൌ ૚. ૚૝૞૝, y (c) y (f) para ࣓࢘ ൌ ૝. ૠ૜ૢ૝. En todos los casos ࢘ ൌ

૙. ૛ૈ. 
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Por último, en la Fig. 7 se muestran las intensidades del campo acústico obtenidas con ࢘ ൌ ૙. ૞ૈ 
(Fig. 4(c)). En las Figs 7(a) y (d) se pueden observar la intensidad del campo acústico para ࣓࢘ ൌ
૚. ૛૟૟૜, considerando un plano perpendicular (plano yz) y uno paralelo (plano xz) a la dirección de 
periodicidad, respectivamente. En las Figs. 7(b) y (e) se muestra el campo para ࣓࢘ ൌ ૚. ૠ૟ૡૡ y en 
las Figs. 7(c) y (f) se muestra la intensidad del campo acústico para ࣓࢘ ൌ ૝. ૛૟૛૚. 
 

 
Figura 7. Distribuciones de intensidad de campo acústico dentro de la celda unitaria con una 

inclusión esférica en un plano (a), (b) y (c) perpendicular a la dirección de periodicidad (plano yz), y 
(d), (e) y (f) paralelos a la dirección de periodicidad (plano zx). Los valores de las frecuencias son 
(a) y (c) ࣓࢘ ൌ ૚. ૛૟૟૜, (b) y (d) ࣓࢘ ൌ ૚. ૠ૟ૡૡ, y (c) y (f) para ࣓࢘ ൌ ૝. ૝૟૛૚. En todos los casos ࢘ ൌ

૙. ૞ૈ. 
 

En las Figs. 5, 6 y 7 se puede observar que la intensidad del campo es cero en todas las superficies 
del sistema, lo cual está de acuerdo con las condiciones de frontera consideradas (condiciones de 
Dirichlet). Los campos mostrados no presentan un comportamiento caótico, los cuales están 
caracterizados por patrones irregulares. Estos patrones irregulares pueden ser descritos mejor 
mediante métodos de teoría de probabilidad y estadísticas. Al restringir el cálculo del campo a planos 
paralelos y perpendiculares a la dirección de periodicidad obtenemos un campo cuyo 
comportamiento se espera que esté de acuerdo con toda la teoría desarrollada sobre el sistema. 
 
CONCLUSIONES 
Se aplicó un método numérico integral para calcular las intensidades de campo en una 3DPnCW 
compuesta por cuatro superficies acústicas y planas que envuelven un arreglo periódico de 
inclusiones esféricas. Las condiciones de frontera consideradas son de Dirichlet. Es importante tener 
en cuenta que las intensidades del campo están de acuerdo con las condiciones de frontera 
consideradas. Los campos mostrados no presentan un comportamiento caótico. Se espera que al 
considerar frecuencias lo suficientemente grandes se llega al límite de los sistemas clásicos. Un 
ejemplo muy claro de esto son los sistemas conocidos como los billares de Sinai. 
Entre las similitudes que se espera encontrar entre sistemas ópticos o acústicos y clásicos, 
podríamos mencionar el fenómeno de caos. De acuerdo con nuestros estudios, con frecuencias 
normalizadas del orden de 70 es posible observar el fenómeno de caos en los billares de Sinai. 
Tenemos la hipótesis de que frecuencias de orden similar en el sistema acústico tratado en esta 
parte de la investigación serán suficientes para observar el fenómeno de caos; sin embargo no 
hemos podido hacer cálculos a frecuencias de ese orden. El intervalo de las frecuencias donde se 
han obtenido cálculos es de (0, 7]; no obstante, también por el poder computacional requerido sólo 
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nos has sido posible obtener cálculos para la intensidad del campo acústico en frecuencias 
normalizadas no más grandes a 5. Los tiempos para la obtención de los resultados mostrados en 
este escrito van de 24 a 120 horas. Aún se trabaja en mejorar el tiempo de cómputo y como poder 
hacer cálculos a frecuencias reducidas del orden de 70. No obstante, nuestros resultados son 
plausibles para ser aplicados, por ejemplo en criptografía. 
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RESUMEN   
En este trabajo proponemos un sistema interferométrico para medir muestras transparentes. El 
sistema se basa en un interferómetro de Michelson con polarización donde se coloca un retardador 
de cristal líquido en la entrada del interferómetro para introducir un cambio de fase controlable en la 
medición. En primer lugar, calibramos el corrimiento de fase en función del voltaje aplicado. 
Aplicando un tilt en uno de los espejos y por el método de demodulación de fase de Fourier, 
obtuvimos el valor de fase introducido en el interferograma dependiendo del voltaje de entrada en el 
retardador de cristal líquido. Tomando en cuenta esta respuesta, utilizamos algoritmos de fase 
generalizados para poder hacer las mediciones y sin la necesidad de aplicar una portadora con 
dependencia espacial. Se muestran resultados experimentales mostrando la factibilidad de la 
propuesta.  
 
INTRODUCCIÓN  
La metrología óptica es la rama de la óptica que mide diversas propiedades como grosor, índice de 
refracción, rugosidad, etc. La gran mayoría son métodos de no contacto realizando pruebas no 
destructivas a través de sistemas ópticos como interferómetros, polarímetros, detectores de luz, 
entre otros. Cada uno de estos teniendo un gran impacto en la solución de problemas industriales. 
Actualmente se han implementado las mediciones no invasivas con sistemas interferométricos. Las 
mediciones son determinadas en forma indirecta, dado que los valores observados son patrones de 
interferencia generados por la diferencia del camino óptico recorrido por la luz debido a la topografía 
del objeto; dicha distancia se manifiesta como una diferencia de fase [1].  La interferometría de 
corrimiento de fase (PSI) es un método capaz de medir la fase deseada mediante tres o más 
interferogramas desplazados en corrimientos de fase conocidos [2].  Para obtener estos 
interferogramas se necesita una técnica para introducir un cambio de fase controlado, el método más 
usado consiste en trasladar uno de los espejos o superficies ópticas en el interferómetro con un 
desplazamiento mecánico con un piezoeléctrico (PZT) [3].  Este elemento permite realizar 
desplazamientos del orden de fracciones de longitudes de onda en forma controlada, sin embargo, 
es necesario realizar una calibración previa que permita estimar el desplazamiento respecto al voltaje 
aplicado. En la práctica, la cantidad de corrimiento de fase no se conoce con precisión debido a 
problemas como: la calibración del PZT, histéresis, dependencia de la temperatura, además de otras 
condiciones fuera de los cambios de fase que forman parte de la configuración experimental como 
vibraciones mecánicas.  
Para reducir estos errores se han propuesto varios métodos para minimizar el tiempo de adquisición 
del interferograma. Smythe y Moore propusieron un método en el que tres o más patrones de fase 
se adquieren simultáneamente utilizando sensores de imagen. Sin embargo, este método requiere 
un sistema óptico complejo, que ajusta las posiciones de los sensores de imagen y matrices 
electrónicas para sincronizar las adquisiciones de interferogramas [4]. A. Ferrari et. al. propusieron 
un interferómetro robusto con la ventaja que sólo requiere una placa de calcita como elemento de 
interferencia y con un novedoso control de cambio de fase externo sin partes móviles. El 
interferómetro era insensible a las vibraciones del entorno y a las fluctuaciones de temperatura, y no 
requiere una alineación cuidadosa para lograr interferencias, sin embargo, su campo de visión era 
reducido [5]. 
En nuestro trabajo, proponemos el uso de técnicas de modulación electrónica con una celda de 
cristal líquido y la polarización de la luz. Esto nos permitirá introducir corrimiento de fase controlados 
en interferómetros con mayor velocidad, comparados con el PZT y reduciendo la influencia de las 
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vibraciones y la turbulencia del aire, además, a esto, esta modulación electrónica puede ser utilizada 
como fundamento en otros tipos de mediciones que no implican cambios de fase, si no medición de 
propiedades de polarización de la luz. 
 
Interferometro de michelson con modulación electrónica por polarización  
La configuración propuesta se muestra en la Fig. 1, consiste en un interferómetro Michelson con un 
retardador de cristal líquido (LCR) y un láser He-Ne como fuente de luz con una longitud de onda de 
632,8 nm. En el interferómetro, el haz se filtra mediante un filtro espacial (SF). En primer lugar, pasa 
a través de un polarizador lineal (ࡼࡸሾ૝૞ሿ) con su dirección de polarización a ૝૞° con respecto a las 
direcciones principales de polarización del retardador de cristal líquido (LCR), 𝑬࢞, 𝑬࢟. A continuación, 
el haz polarizado se divide por un divisor de haz (BS) donde la parte reflejada es bloqueada y la 
parte transmitida se divide por un divisor de haz polarizado (PBS) en haz objeto y haz de referencia 
con polarización lineal cruzada entre ambos. El haz reflejado, con polarización horizontal, pasa a 
través del brazo de muestra (S), y el otro, con polarización vertical pasa a través del brazo de 
referencia. El primer divisor de haz (BS) capturará la suma de ambos haces (Referencia, Objeto) y 
pasaran a través de un polarizador lineal a ૝૞°donde la intensidad es capturada por la cámara. La 
cámara emplea un sistema de imágenes enfocado en el plano de muestra para adquirir la distribución 
espacial de la variación de fase. El LCC introduce un desplazamiento de fase controlable (ࢾ) 
dependiendo de la tensión de entrada en el controlador LCR. 
 

 
  
 
Figura 1.  Interferómetro propuesto empleando un retardador de cristal líquido (LCR), donde LP es 
un polarizador lineal, M1 y M2 son los espejos, S es de la muestra bajo prueba, C es una cámara. 

 
La trayectoria de los haces puede ser representado a través de las aproximaciones de Jones para 
la luz polarizada.  
 

𝑱𝐨𝐮𝐭 ൌ ࢌࢋ࢘ࡹሾ૝૞ሿ൫ࡼࡸ ൅ ,ሾ૙ࡾ൯࢐࢈࢕ࡹ  ሾ૝૞ሿ𝑱𝐢𝐧, [1]ࡼࡸሿࢾ
 
Donde ࡼࡸሾ૝૞ሿ y ࡾሾ૙,  ሿson un polarizador lineal a ૝૞°  y un retardador lineal a una orientación delࢾ
eje rápido de ૙°y un valor de retardo [6] , ࢾ. 
Al ser 𝑱𝐢𝐧  el vector de Jones del haz de entrada orientado a ૝૞° , 𝑱𝐢𝐧 ൌ ૚ √૛⁄ ቂ૚૚ቃ ࢌࢋ࢘ࡹ .  y ࢐࢈࢕ࡹ 
corresponden a la matriz de Jones para el camino del haz de referencia y el haz objeto que se pueden 
describir como ࢌࢋ࢘ࡹ ൌ ࢐࢈࢕ࡹ ሾ૙ሿ yࡼ൧ࢌࢋ࢘ࣘൣࡿ൧ࢌࢋ࢘ࣘൣࡿሾ૙ሿࡼ ࢇ ൌ  .ሾૢ૙ሿࡼ൧࢐࢈࢕ࣘൣࡿ൧࢐࢈࢕ࣘൣࡿሾૢ૙ሿࡼ ࢈
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El vector de Jones de salida se representa por las componentes complejas del campo eléctrico 𝑱𝐨𝐮𝐭 ൌ

൬
𝑬࢞
𝑬࢟
൰  y la irradiancia en el plan CCD se puede obtener por su intensidad correspondiente como 

 

𝑰 ൌ ሺ𝑬࢞∗ 𝑬࢟∗ሻ ൬
𝑬࢞
𝑬࢟
൰ ൌ ૚

૝
ሺࢇ૛ ൅ ૛࢈ ൅ ૛࢈ࢇ𝐜𝐨𝐬ሾࢾ ൅ ૛ࣘ૚ െ ૛ࣘ૛ሿሻ, 

[2] 

  
Donde ࣘ૚ considera la trayectoria óptica de la muestra, y ࣘ૛ corresponde al haz de referencia. 
Considerando que ࣘ૚ െ ࣘ૛ es la diferencia de trayectoria óptica. La ecuación (2) se puede simplificar 
como 

𝑰ሺࢾሻ ൌ 𝑨 ൅ 𝑩࢙࢕ࢉሺ૛ࣘ ൅  ሻ, [3]ࢾ

donde 𝑨 ൌ ૚
૝
ሺࢇ૛ ൅ ૛ሻ y 𝑩࢈ ൌ ૚

૛
  .࢈ࢇ

 
RESULTADOS EXPERIMENTALES  
Primeramente, determinamos el cambio de fase introducido por el retardador de cristal líquido (LCR) 
en función del voltaje aplicado (V) en el rango de 0-5 volts como se presenta en la Fig. 2. Para ello, 
introducimos una inclinación en uno de los espejos para generar un patrón de franjas de alta 
densidad. El corrimiento de fase se obtuvo por el método de Takeda basados en Fourier [7]. 
 

 
Figura. 2 curva de calibración. 

 
Después de obtener la curva de respuesta de voltaje con fase introducida, seleccionamos 22 
interferogramas como se marca en la Fig. 2, cuadro rojo, que corresponde a un cambio de 0 a ૛࣊ y 
utilizamos algoritmos de cambio de fase generalizados diseñados para cambios de fase arbitrarios 
[5] para obtener el cambio de fase obtenido por la muestra bajo estudio. La Figura 3 muestra los 
resultados experimentales obtenidos, a) un interferograma, b) la fase envuelta, c) la fase desenvuelta 
y d) un perfil de la fase marcado en c). Este resultado experimental corresponde a un patrón de 
resolución USAF impreso en una película de ITO sobre un vidrio actuando como un objeto de fase.  
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Figura 3.-(a) Interferograma, (b) Fase envuelta, (c)Fase desenvuelta, y (d) Perfil de fase. 
  

CONCLUSIONES 
En este trabajo presentamos un interferómetro tipo Michelson que emplea modulación opto-
electrónica mediante técnicas de polarización. Utilizamos un retardador variable de cristal líquido 
para introducir el desplazamiento de fase controlado y poder obtener el cambio de fase ocurrido por 
la muestra bajo estudio utilizando algoritmo de corrimiento de fase generalizado. Mediante el empleo 
de técnicas de modulación electrónica, se obtiene una posible reducción de errores en la medición 
que nos permite recuperar y mejorar su precisión, para caracterizar los objetos de fase. Además, la 
velocidad en el proceso se puede reducir en comparación con el procedimiento mecánico que 
emplea un PZT. 
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RESUMEN   
El efecto de rotación de polarización no lineal (NPR, por sus siglas en inglés nonlinear polarization 
rotation) en una fibra óptica tiene como fundamento la respuesta óptica no lineal de esta guía de 
onda al inducir una birrefringencia dependiente de la potencia óptica. Debido a la importancia que 
tiene la NPR en el proceso de formación y generación de pulsos cortos y ultracortos en láseres de 
fibra de amarre de modos pasivo [1,2], en este trabajo se presenta un análisis teórico y numérico de 
la ecuación de Schrödinger no lineal acoplada en la base de polarización circular [3] con la finalidad 
de reproducir un mecanismo de absorbedor saturable basado en la NPR y un polarizador lineal. 
Adicionalmente se analiza el proceso de conformación de pulsos (pulse shaping) al introducir este 
mecanismo de absorbedor saturable con la característica de filtro no lineal en transmisión que 
absorbe las componentes de baja potencia y transmite las componentes de alta potencia. En 
conclusión, este trabajo presenta de manera ilustrativa el rol de la NPR en el modelo de propagación 
de un pulso en una fibra óptica y en la aplicación de un mecanismo de absorbedor saturable. 
 
INTRODUCCIÓN  
Una fibra óptica es una guía de onda cilíndrica conformada por un núcleo (core) embebido en un 
revestimiento (cladding), ambos están compuestos principalmente por sílice (ࡻ࢏ࡿ૛), como se ilustra 
en la Figura 1.a. Para garantizar que la luz incidente este confinada en mayor proporción en el núcleo, 
debido al mecanismo de la reflexión total interna, es necesario que el núcleo tenga un índice de 
refracción ligeramente mayor en comparación al revestimiento (ࢋ࢘࢕ࢉ࢔ ൐  Dicha condición .(ࢍ࢔࢏ࢊࢊࢇ࢒ࢉ࢔
de confinamiento se logra en el proceso de fabricación, discutido a detalle en [4], cuando el núcleo 
es dopado con dióxido de germanio y pentóxido de difósforo para incrementar el índice de refracción; 
por otra parte, el revestimiento es dopado con boro y flúor para disminuir el índice de refracción.  
La fibra óptica es un medio transparente en un ancho espectral que va desde el visible hasta el 
infrarrojo cercano, la cual introduce una contribución de dispersión cromática cuando la luz confinada 
presenta un espectro conformado por varias componentes de emisión, como en el caso de un pulso 
óptico cuyo espectro presenta una distribución de sus componentes de emisión centradas en una 
longitud de onda especifica. Dicha contribución es debido a la respuesta del medio al introducir una 
dependencia del índice de refracción en función de la frecuencia óptica [3]. Por consiguiente, en la 
propagación de un pulso se tendrá un ensanchamiento de su perfil temporal debido a la contribución 
de dispersión; de acuerdo con la interpretación física de la dispersión este efecto se le denomina 
dispersión de velocidad de grupo (GVD, por sus siglas en inglés group velocity dispersión) debido a 
que las componentes espectrales viajan a diferente velocidad de grupo, por lo que el retraso y 
adelanto entre las componentes espectrales describen un régimen de dispersión en particular. 
La fibra óptica presenta una respuesta óptica no lineal debido a que el elemento principal del núcleo 
 es un material centrosimétrico [3]. Con base en la respuesta no lineal de la fibra, cuantificada (૛ࡻ࢏ࡿ)
por la polarización (ࡼሺ࢘,  ሻ momento dipolar por unidad de volumen), es posible describir efectos no࢚
lineales de tercer orden con una susceptibilidad ࣑ሺ૜ሻ,  Powers y Haus [5] presentan una introducción 
amplia sobre los fundamentos físicos involucrados en la susceptibilidad no lineal. Por consiguiente, 
la polarización es definida por su contribución lineal y no lineal (ࡼሬሬ ሺ࢘ሬ , ሻ࢚ ൌ , ሬ࢘ሺࡸ ሬሬࡼ ሻ࢚ ൅ , ሬ࢘ሺࡸࡺ ሬሬࡼ ሻ࢚  → ࢏ࡼ ൌ
ࣕ૙ ࢐࢏࣑

ሺ૚ሻ𝑬࢐ሺ࢚ሻ ൅ ࣕ૙࢒࢑࢐࢏࣑
ሺ૜ሻ 𝑬࢐ሺ࢚ሻ𝑬࢑ሺ࢚ሻ𝑬࢒ሺ࢚ሻ). Uno de estos efectos no lineales es el efecto Kerr, el cual 

genera pequeñas variaciones en el índice de refracción dependientes de la potencia óptica 
produciendo múltiples fenomenologías en el formalismo de la óptica no lineal en fibra [3]. 
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Adicionalmente pueden ser generados efectos de esparcimiento inelástico, como el efecto Raman y 
el esparcimiento de Brillouin [3], los cuales conducen una ganancia e intercambio de energía entre 
las componentes espectrales emitidas. 
Al estudiar la respuesta óptica no lineal de la fibra a lo largo de los ejes principales (࢞ࡼ,  discutida ,(࢟ࡼ
a detalle en [3], es posible inducir una birrefringencia no lineal que es traducida como una pequeña 
variación del índice de refracción a lo largo de los ejes principales (horizontal ∆࢞࢔ y vertical ∆࢟࢔, ver 
Fig. 1(a)) dependiente de la de la intensidad de las componentes ortogonales del campo eléctrico 
incidente, definidas por 

࢞࢔∆ ൌ ૛࢔ ቀ|𝑬࢞|૛ ൅ ૛ ૜⁄ ห𝑬࢟ห
૛ቁ 

࢟࢔∆ ൌ ห࢟૛ሺห𝑬࢔
૛ ൅ ૛ ૜⁄ |𝑬࢞|૛ሻ 

(6) 

donde ሺ𝑬࢞, 𝑬࢟ ) son las componentes del campo eléctrico y ࢔૛  es el coeficiente del índice de 
refracción no lineal. Dichas variaciones en el índice de refracción representan a la contribución del 
efecto Kerr al producir una automodulación de fase (SPM, por sus siglas en inglés self-phase 
modulation) representada por ∆࢞࢔ ൌ ૛|࢞૛|𝑬࢔  y ∆࢟࢔ ൌ ห࢟૛ห𝑬࢔

૛ ; esta contribución tiene como 
fundamento que la componente del campo eléctrico modula su propia fase a lo largo de la 
propagación.  Por otra parte, se produce una modulación cruzada de fase (XPM, por sus siglas en 
inglés cross-phase modulation) debido a la interacción de las componentes del campo eléctrico y su 
contribución es representada por ∆࢞࢔ ൌ ሺ૛ ૜⁄ ሻห𝑬࢟ห

૛  y ∆࢟࢔ ൌ ሺ૛ ૜⁄ ሻ|𝑬࢞|૛ , es decir que una de las 
componentes del campo eléctrico conducirá la modulación de la fase de la otra componente. Para 
una mejor comprensión, los efectos no lineales SPM y XPM son analizadas a detalle por Agrawal 
[3]. 
Este análisis es válido en el caso ideal de una fibra monomodal perfectamente isotrópica. En la 
práctica no existe una fibra óptica perfectamente isotrópica, en general son birrefringentes 
(birrefringencia lineal); sin embargo, si se aplica torsión a la fibra convencional, ésta presenta 
propiedades similares a la fibra isotrópica al conservar la elipticidad del estado de polarización.  
Partiendo del caso ideal, al hacer incidir luz en la fibra, el estado de polarización se mantendrá 
cuando se tenga bajas potencias, como se ejemplifica en la Fig. 1.b. Por otra parte, a altas potencias 
se inducirá la birrefringencia no lineal discutida anteriormente, en este caso la fibra únicamente 
conservara el estado de polarización lineal y circular, y para un estado de polarización elíptico 
ocurrirá el efecto conocido como la rotación de polarización no lineal (NPR), en donde la elipse rotara 
conforme se va propagando (Fig. 1.b). Cabe destacar que, en el estado de polarización circular, a 
altas potencias, experimentara el efecto NPR; no obstante, esta rotación no afectara la polarización 
debido a la simetría circular. 
El efecto de NPR junto con un polarizador lineal es implementado en un mecanismo conocido como 
absorbedor saturable, el cual tiene un rol fundamental en la generación y formación de pulsos cortos 
y ultracortos de un láser de fibra de amarre de modos pasivo [1]. El absorbedor saturable es definido 
como un dispositivo óptico que funciona como un filtro no lineal al absorber las componentes de baja 
potencia y transmitir las componentes de alta potencia que llegan a saturar el dispositivo. Cabe 
destacar que, si el mecanismo de absorbedor saturable es conducido por efectos no lineales, 
entonces son denominados como artificiales debido a que no es un material (semiconductor, puntos 
cuánticos, nanotubos de carbono, grafeno, etc.) el que introduce la característica de filtro no lineal, 
sino que es un elemento del láser el que presenta dicha característica, comúnmente un aislador 
óptico o un polarizador. 
En este trabajo se analiza numéricamente la evolución del estado de polarización de un pulso ࢎࢉࢋ࢙૛ 
bajo la influencia del efecto de NPR, así como el mecanismo de absorbedor saturable basado en 
NPR y un polarizador lineal. 
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Figura 1. a) Birrefringencia no lineal inducida en la fibra óptica debido a la respuesta no lineal del 
 ૛ (medio centro simétrico). b) Propagación de la luz con diferentes estados de polarización enࡻ࢏ࡿ

una fibra isotrópica ideal para el caso de baja potencia (conservando el estado de polarización) y el 
caso de alta potencia (a partir de la respuesta no lineal de la fibra, el estado de polarización circular 

y elíptico sufrirán el efecto de la rotación de polarización no lineal). 
 
MODELO TEÓRICO 
El modelo teórico de la propagación de un pulso a lo largo de una fibra óptica, en el formalismo 
clásico del electromagnetismo, se basa en la ecuación de Schrödinger no lineal (NLSE, por sus siglas 
en inglés nonlinear Schrödinger equation). Dicho modelo se deduce a partir de la ecuación de onda 
considerando la respuesta instantánea de las contribuciones lineal y no lineal de la polarización, así 
como el campo eléctrico asociado al pulso definido por: 

𝑬ሬሬ ሺ࢘ሬ , ሻ࢚ ൌ 𝑭ሺ࢞, ,ࢠሻ𝑨ሺ࢟  (7) ࢠෝ࢛ ࢠ૙ࢼ࢏ࢋሻ࢚
donde 𝑭ሺ࢞,  ሻ representa a la distribución de energía en el perfil transversal de la fibra (modo de la࢟
fibra), 𝑨ሺࢠ,  ૙ es laࢼ y ”ࢠ“ ሻ representa al perfil temporal del pulso a lo largo de la propagación en࢚
constante de propagación a la frecuencia ࣓૙. La deducción completa es discutida por Agrawal [3], 
tomando en cuenta la contribución de dispersión, la consideración de que el perfil temporal sufre 
pequeñas variaciones a lo largo de la propagación, un marco de referencia que se mueve con el 
pulso a la velocidad de grupo (ࢀ → ࢚ െ ࢠ ⁄ࢍ࢜  donde ࢍ࢜ es la velocidad de grupo). 
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En este análisis solo se considera la birrefringencia no lineal en la fibra, despreciando la contribución 
de dispersión, con la finalidad de estudiar la NPR. Por lo tanto, la contribución de la respuesta óptica 
no lineal discutida anteriormente se introduce en el modelo de propagación de la ecuación de la 
NLSE acoplada en la base de polarización circular [3], cuya expresión matemática es representada 
por: 

ࣔ
ࢠࣔ
𝑨ା ൌ ࢏

૛
૜
ሺ|𝑨ା|૛ࢽ ൅ ૛|𝑨ି|૛ሻ𝑨ା 

ࣔ
ࢠࣔ
𝑨ି ൌ ࢏

૛
૜
ሺ|𝑨ି|૛ࢽ ൅ ૛|𝑨ା|૛ሻ𝑨ି 

(8) 

donde ࢽ (ିࢃ૚ି࢓࢑૚) es el coeficiente no lineal de la fibra óptica, ࢠ es la distancia de propagación y 
el perfil temporal del pulso es representado por sus componentes ortogonales del estado de 
polarización: 𝑨ା representa a la componente de polarización circular derecha y 𝑨ି representa a la 
componente de polarización circular izquierda. El primer término del lado derecho de las ecuaciones 
representa la contribución de la automodulación de fase (SPM) y el segundo término representa a la 
modulación cruzada de fase (XPM). 
 
ANALISIS NUMÉRICO  
Mecanismo de absorbedor saturable basado en la rotación de polarización no lineal y un polarizador 
lineal. 
En base al modelo de propagación de la NLSE (Ec .3) es posible analizar numéricamente el efecto 
de la rotación de polarización no lineal para cada una de las componentes en intensidad del perfil 
temporal, así como el mecanismo de absorbedor saturable validado por la curva de transmisión de 
un polarizador lineal. Para ilustrar dichos resultados, se ejemplifica la propagación de un pulso ࢎࢉࢋ࢙૛ 
con un estado de polarización inicial elíptico (a ࣒ ൌ ૙ rad con respecto del eje horizontal) a lo largo 
de 40 m de fibra óptica monomodal (ࢽ ൌ ૚. ૜ ିࢃ૚ି࢓࢑૚), para validar el mecanismo de absorbedor 
saturable se colocó a la mitad de la propagación un polarizador lineal (a 90° con respecto del eje 
horizontal), como se observa en la Fig. 1.a. 
El perfil temporal del pulso a la entrada es definido por 

𝑨ሺࢠ ൌ ૙, ሻࢀ ൌ ൬𝑨ା𝑨ି
൰ ൌ ඥࡼ૙ 𝐬𝐞𝐜𝐡 ൬

ࢀ
૙ࢀ
൰ ൬ ࢋ ࢛

࣒࢏

࣒࢏ିࢋ ࢜
൰ (9) 

donde ࡼ૙ ൌ ૜૙૙ W es la potencia pico inicial, ࢀ૙ ൌ ૛ ps está relacionado con el ancho temporal a 
media altura (∆ࢀ𝑭ࢃ𝑯ࡹ~૚. ૠ૟૜ࢀ૙) y ሺ࢛, ૛࢛) ሻ son parámetros normalizados࢜ ൅ ૛࢜ ൌ ૚) que describen 
el estado de polarización, en este análisis se introdujo ሺ࢛, ,ሻ=૚/√૞ ሺ૛࢜ ૚ሻ para representar un estado 
de polarización elíptico, definiendo el tercer parámetro de Stokes ࡿ૜ ൌ
ሺ|𝑨ା|૛ െ |𝑨ି|૛ሻ ሺ|𝑨ା|૛ ൅ |𝑨ି|૛ሻ⁄ ൌ ૙. ૟ (que representa el grado de polarización circular derecha).      
 
Al integrar la Ec. 1 por el método S-SSFM (symmetric split-step Fourier method) fue posible introducir 
el efecto de NPR a lo largo de la propagación dependiente de la intensidad óptica y validar la curva 
de transmisión de filtro no lineal del polarizador lineal en ࢠ ൌ ૛૙ m (ver Fig. 1.a). El mecanismo de 
absorbedor saturable en el perfil de intensidad del pulso ( ࢠ ൌ ૛૙  m) se cuantifica como una 
compresión del pulso al filtrar únicamente componentes de alta intensidad y absorber componentes 
de baja potencia, como se ilustra en la Fig. 1.b. La evolución del estado de polarización se analiza a 
partir de la representación de los parámetros de Stokes en la esfera de Poincaré; la evolución del 
tercer parámetro de Stokes muestra la preservación de la elipticidad a lo largo de la propagación: 
૜ࡿ ൌ ૙. ૟ constante en los primeros 20 metros de propagación y ࡿ૜ ൌ ૙ a la salida del polarizador 
lineal (Fig. 3.c). Por otra parte, la dependencia de la NPR en función de la intensidad del perfil del 
pulso (|𝑨|૛ ൌ |𝑨ା|૛ ൅ |𝑨ି|૛) se valida a partir de la rotación del ángulo ૛࣑ en el plano ࡿ૚ vs ࡿ૛ de la 
esfera de Poincaré, mostrando que la rotación de la elipse se da en mayor proporción en la potencia 
pico del pulso (ࢀ ൌ ૙ ps) y en menor proporción en los extremos temporales del pulso, alcanzando 
una nula rotación cuando la componente de intensidad |𝑨|૛~૙, como se aprecia en los primeros 20 
m de propagación en la Fig. 3.d. Posteriormente, si a la salida del polarizador se tiene un estado de 
polarización lineal rotado a ࣑ ൌ ૢ૙°, entonces la rotación del ángulo ૛࣑ es contante a lo largo de la 
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propagación (de ࢠ ൌ ૛૙ m a ࢠ ൌ ૝૙ m), debido a que la NPR no introduce una rotación en un estado 
de polarización lineal. Debido a que la orientación de la elipse rotada de la parte central del pulso 
(T=0 ps, ࡼ૙ ൌ ૜૙૙ W) se logra alinear con la orientación del polarizador, a esta potencia (ࡼ૙ ൌ ૜૙૙ 
W) se alcanza un máximo de transmisión, mientras que las otras componentes de intensidad no 
logran alinear la elipse de polarización con respecto a la  orientación del polarizador por lo que su 
transmisión es menor, dicha discusión es presentada a detalle por Ibarra y otros [1]. Es importante 
mencionar que, para las componentes en intensidad pequeñas (|𝑨|૛ ≪ ૚), a pesar de a que la NPR 
introduce una rotación despreciable en la elipse, la transmisión no es nula debido a que la diagonal 
menor de la elipse de polarización se alinea con la orientación vertical del polarizador.  
  

 
Figura 2. Mecanismo de absorbedor saturable basado en la rotación de polarización no lineal y un 

polarizador lineal. a) Propagación de un pulso a lo largo de 40 m de fibra óptica monomodal 
colocando un polarizador lineal a la mitad de la propagación (se muestra el estado de polarización 
de las componentes de intensidad del pulso en ࢠ ൌ ૙, ࢠ ൌ ૛૙ m y ࢠ ൌ  ૝૙ m). b) Evolución del perfil 

de intensidad del pulso a lo largo de la propagación (la compresión en ࢠ ൌ ૛૙ m es el efecto de 
filtro no lineal). Evolución del estado de polarización a lo largo de la propagación descrito por c) el 

parámetro de Stokes ࡿ૜ \ d) laV YaUiaciRQeV del iQgXlR 2Ȥ eQ el SlaQR ࡿ૚ vs ࡿ૛ de la esfera de 
Poincaré. 

 
Mecanismo de absorbedor saturable en el proceso de conformación de pulsos. 
Adicionalmente, bajo el principio de operación del mecanismo de absorbedor saturable basado en la 
NPR y un polarizador lineal es posible ejemplificar el proceso de conformación de un pulso. En 
general, la conformación de un pulso es el proceso en el cual se modifica su perfil de intensidad 
debido a múltiples mecanismos. En particular, la característica de filtro no lineal, debido al 
mecanismo de absorbedor saturable, introduce un proceso de conformación de pulsos al producir 
una compresión del perfil de intensidad, así como la supresión de las componentes de baja potencia. 
En el análisis del proceso de la conformación de pulsos, se analiza una configuración de la 
propagación del pulso a lo largo de 20 m de fibra con un polarizador lineal vertical a la salida. En 
particular, se ejemplificaron tres casos de estudio, en los cuales se consideró un perfil de 
intensidades con un estado de polarización elíptico horizontal a la entrada, dicho estado de 
polarización garantiza el efecto de NPR a lo largo de la propagación y una transmisión del polarizador 
con la característica de filtro no lineal (Fig. 3.a). El primer caso de estudio es el filtraje de 
componentes de ruido Gaussiano a baja potencia de un perfil de intensidad ࢎࢉࢋ࢙૛, como se ilustra 
en la Fig. 3.b. El segundo caso es un pulso con tres perfiles de intensidad ࢎࢉࢋ࢙૛ superpuestos, que 
al ser filtrados por el mecanismo del absorbedor saturable es posible identificar la compresión de 
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cada perfil y la supresión del perfil ࢎࢉࢋ࢙૛ con la potencia pico más baja, como se describe en la Fig. 
3.c. El tercer caso ejemplifica la supresión del pedestal de un pulso, como se aprecia en la Fig. 3.d. 
 
CONCLUSIONES 
En este trabajo se analizó teórica y numéricamente el efecto de la rotación de polarización no lineal 
en la propagación de un pulso a lo largo de una fibra óptica, así como su contribución en el 
mecanismo de absorbedor saturable descrito por la característica de filtro no lineal en transmisión 
de un polarizador lineal. Este mecanismo permitió estudiar un proceso de conformación de pulsos al 
poder suprimir las componentes del perfil temporal del pulso a baja potencia y transmitir las 
componentes de alta potencia. 

 
Figura 3. Conformación de pulsos debido al mecanismo de absorbedor saturable basado en la 
NPR y un polarizador lineal. a) Curva de transmisión del polarizador lineal considerando una 

componente en potencia con un estado inicial de polarización elíptico horizontal. Ejemplificación de 
la conformación de pulsos para b) un pulso ࢎࢉࢋ࢙૛ con ruido Gaussiano en sus extremos 

temporales, c) la superposición de tres perfiles ࢎࢉࢋ࢙૛ y d) para un pulso ࢎࢉࢋ࢙૛ con un pedestal. 
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RESUMEN   
El agua subterránea es la mayor fuente de agua dulce, y el componente más desconocido del ciclo 
hidURlygicR. EQ la dpcada de lRV 1950¶V, Ve iQiciy el eVWXdiR iVRWySicR eQ el agXa (HidURlRgta 
Isotópica). En México, la Agencia Internacional de Energía Atómica, comenzó el monitoreo de 
isotopos en la precipitación en 1961 (Global Network of Isotopes in Precipitation), pero fue a partir 
de la dpcada de lRV 1980¶V TXe laV iQYeVWigaciRQeV eQ eVWe campo tomaron relevancia. Sin embargo, 
la información en México es aún insuficiente, y la hidrología isotópica es poco comprendida y utilizada 
en el manejo del recurso. Los isotopos son átomos de un mismo elemento con masa atómica distinta. 
Los isotopos de mayor interés en la hidrología isotópica son: Tritio (3H), el Deuterio (2H) y Oxigeno 
18 (18O) que sirven como trazadores de edad, proveniencia, e identificación de procesos recarga y 
contaminación del agua subterránea. El agua de cada reservorio tiene concentraciones isotópicas 
únicas, definidas por el fraccionamiento isotópico que ocurre en las reacciones termodinámicas 
dentro del ciclo hidrológico. La tasa de reacción asociada a la masa atómica de los isotopos, controla 
junto con factores ambientales y geográficos, la concentración isotópica en cada reservorio. En 
distintos lugares se ha recurrido a la hidrología isotópica para entender problemáticas o procesos en 
el agua subterránea, y con base en dicha información aplicar acciones de manejo. En San Luis Rio 
Colorado, Sonora, se determinó que los procesos de mezcla de agua proveniente de infiltración del 
Río Colorado con agua evaporada, son la causa del incremento de sales en el agua subterránea. En 
Bangladesh, se actualizó el modelo del acuífero y se determinó que se debe evitar crear conos de 
abatimiento para no inducir la contaminación de arsénico de la unidad 1 a las unidades 2 y 3. La 
caracterización isotópica del agua subterránea, permitió determinar las zonas de recarga de los 
acuíferos de Santa Fe de Antioquia, lográndose identificar 2 zonas de recarga para su protección: 
una entre 1800 a 2400 m.s.n.m., y otra entre 1100 y 1400 m.s.n.m. Es un hecho que los estudios 
realizados en varias partes del mundo, confirman que la hidrología isotópica es una herramienta útil 
en la determinación de fuentes de contaminación del agua subterránea, identificación de zonas de 
recarga y de procesos que experimenta el agua a través del ciclo hidrológico. El conocimiento de 
estos procesos, permite a las autoridades encargadas de administrar el agua subterránea, generar 
estrategias de regulación con vías al aprovechamiento sustentable del recurso. 

 
INTRODUCCIÓN  
El agua subterránea es la fuente de agua dulce más utilizado en la actualidad, y a la vez es el 
componente más desconocido del ciclo hidrológico. De acuerdo a datos del WBCSD & UNEP (1998) 
y Schwartz e Ibaraki (2011), es la fuente principal para el riego de más de 2 tercios de la producción 
mundial de alimentos. De igual forma, el agua de los sistemas acuíferos son la fuente principal de 
agua potable, cuya demanda aumenta anualmente por el crecimiento poblacional, aumentando con 
ello las zonas con estrés hídrico. A razón de lo anterior se prevé que en las próximas décadas la 
demanda total de agua aumentará en un 40%, siendo que para 2025, 2 tercios de la población 
mundial viva en países con escasez de agua de moderada a grave (WMO 1997, Revenga 2000, 
Bigas 2012, Srinivasan et al. 2012, Guppy y Anderson 2017). 
Derivado de la importancia del agua subterránea, se han desarrollado diversas investigaciones en 
torno a ella, como lo es, su localización, zonas de recarga, contaminación, sobreexplotación, usos y 
aprovechamientos sustentables entre otras. Los avances de la tecnología han permitido el desarrollo 
de estudios basados en el análisis y cuantificación de isótopos en la molécula del agua. El uso de 
herramientas isotópicas y técnicas nucleares en el estudio del ciclo hidrológico se denomina 
Hidrología Isotópica y tuvo su inicio en la dpcada de lRV 1950¶V, eQ lRV axRV VXbVecXeQWeV a la 
finalización de la Segunda Guerra Mundial (IAEA, 1983). En México, el uso de técnicas isotópicas 
se inició en 1962, cuando la Agencia Internacional de Energía Atómica (IAEA) instalo 2 estaciones 
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de monitoreo, una en el estado de Chihuahua y otra en Veracruz. Ambas estaciones, pertenecientes 
a la Red Global de Isotopos en la Precipitación (GNIP), obtuvieron datos mensuales de tritio, deuterio 
y oxigeno-18 hasta el año 1990, año en que dejaURQ de fXQciRQaU. A SaUWiU de la dpcada de lRV 1980¶V 
instituciones educativas y de gobierno se han sumado a la investigación en el campo de la hidrología 
isotópicas en el país, siendo aún insuficiente y escasos los datos para muchas regiones de la 
república mexicana.  
De acuerdo a lo anterior, es reconocida la necesidad de la administración del agua de manera 
sostenible con la finalidad de satisfacer la demanda actual y futura, para lo cual la comprensión del 
funcionamiento del sistema hidrogeológico es un elemento clave en la toma de decisiones. El 
presente documento tiene como objetivo mostrar a la hidrología isotópica como la técnica nuclear 
capaz para rastrear movimientos de agua en el ciclo hidrológico, así como presentar el estado del 
arte sobre la aplicación de isótopos estables en el campo hidrogeológico, un tema importante para 
apoyar la gestión de los recursos hídricos subterráneos, interconexiones entre acuíferos, riesgos y 
origen de la salinización y contaminación de recursos. 

TEORÍA  
Los isotopos son los átomos de un mismo elemento que tienen el mismo número de protones en su 
núcleo, pero el número de neutrones es distinto, por consiguiente, masa atómica distinta. En 
hidrología isotópica los isotopos de mayor interés son Deuterio (2H), Tritio (3H) y Oxigeno 18 (18O), 
siendo el tritio el único isotopo inestable. Las combinaciones de estos isotopos generan especies 
moleculares de agua de diferentes masas, las cuales se encuentran en diferentes proporciones en 
el agua de cada reservorio. El fraccionamiento isotópico, responsable de la variación en la 
concentración isotópica a través del ciclo hidrológico (Urey, 1947), ocurre en cualquier reacción 
termodinámica debido a la diferencia en la tasa de reacción de cada una de las especies moleculares 
del agua. Las especies moleculares compuesta por isótopos ligeros, son más reactivas que las 
compuestas por isótopos pesados, por lo que se concentran de manera desproporcionada en un 
lado de la reacción, de esta forma se explica que cuando el agua de mar se evapora, las moléculas 
que contienen isótopos más ligeros suelen ser las primeras en ascender y formar nubes con firmas 
isotópicas específicas. Al condensarse y precipitar el agua presente en las nubes, las moléculas de 
agua con isótopos más pesados caen en primer lugar. Una vez que las nubes pierden estos isótopos 
y viajan hacia el interior del continente, los isotopos ligeros caen en mayor proporción. Diversos 
estudios muestran que la variación en el contenido isotópico, resultado del fraccionamiento isotópico 
durante el ciclo hidrológico, permite determinar la evolución isotópica de dicha agua (Dansgaard, 
1964; Craig y Gordon, 1965; Merlivat y Jouzel, 1979; Gat, 1996), tal como se observa en la figura 1. 
Para determinar la concentración de isotopos en cualquier etapa del ciclo hidrológico, se toman 
muestras representativas de agua, siendo cuidadosos en no alterar su concentración isotópica. Estas 
muestras se analizan por medio de equipos de espectrometría de absorción y Contador de Centelleo 
Liquido para el Tritio. Los resultados de concentración de los isotopos estables, son expresados 
cRPR la deVYiaciyQ delWa (į) eQ SaUWeV SRU Pil (Å), cRQ UefeUeQcia al VSMOW, TXe eV el YalRU 
promedio estándar del agua oceánica (Clark y Fritz, 1997; Kendall y Doctor, 2003). Por su parte la 
concentración de tritio se expresa en Unidades de Tritio (UT).  
Puesto que estos recursos hídricos en continente derivan de las precipitaciones, el principal factor 
de fraccionamiento que controlan la variación de la concentración de 2H y 18O es el efecto destilación 
que experimenta el vapor de agua al viajar desde la zona de evaporación (generalmente en 
continente), y que se ve controlado por la elevación, latitud, temperatura y/o distancia con respecto 
a la fuente de humedad, conocidos factores como Efecto de Temperatura, Efecto de Altitud, Efecto 
de Continentalidad, Efecto de Cantidad y Efecto Estacional (Rozanski et al., 1993). 
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Figura 1. Concentración promedio de Deuterio (2H) y Oxigeno 18 (18O) en el Ciclo Hidrológico. 

Fuente: Silva, V., Gayó, E. y Salazar-García, D., 2018, con base en Hoefs, 1997. 

La relación que existe entre deuterio y oxigeno-18 presente en el agua dulce superficial se le conoce 
como Línea de Aguas Meteóricas Globales (LMG), la cual se define de acuerdo a la ecuación 
į2H=8į18O+10 (Craig 1961a), modificada por Rozansky et al. (1993) y más recientemente por Bowen 
y Revenaugh (2003). Los datos obtenidos de la GNIP, permiten actualizar dicha ecuación. La 
variación del contenido isotópico (2H y 18O) en el agua de un punto o zona específica, con referencia 
a la LMG, puede atribuirse a procesos tales como la evaporación, precipitación en condiciones de 
temperatura altas o bajas, mezclas de vapores, entre otras, tal y como se muestra en la figura 2.  

 
Figura 2. Línea Meteórica Global. Modificado de Kendall et al. 1995. 
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RESULTADOS  
El empleo de isótopos estables y radioactivos en estudios regionales de recursos hídricos permite 
conocer las características de los sistemas hidrogeológicos, tales como: su origen y mecanismos de 
recarga; interconexión entre acuíferos; interacción entre aguas superficiales y subterráneas; 
salinización de aguas subterráneas; contaminación, entre otros. A continuación, se presentan 
ejemplos de estudios donde se ha aplicado la hidrología isotópica para conocer alguna o varias de 
las características mencionadas.  

Origen y mecanismo de recarga.  
Entre 2005 y 2006, Vélez y Rhenals (2008), realizaron el estudio de caracterización isotópica del 
agua subterránea y precipitaciones en los Andes Colombianos, en el centro-occidente del 
Departamento de Antioquia. Esta zona es de relevancia, ya que el agua subterránea de los 7 
acuíferos existentes en la zona son una importante fuente de agua adicional y una gran alternativa 
para satisfacer la creciente demanda de la región. En la Figura 3 se presentan la ubicación de los 
poblados más cercanos a Santa Fe de Antioquia, el río Cauca, sus ríos tributarios, y los sistemas 
acuíferos presentes en la zona. Para este estudio se tomaron muestras de precipitación pluvial, 
aguas subterráneas de los diferentes sistemas acuíferos que se encuentran en la región de estudio, 
así como de aguas superficiales, del Río Cauca, así como sus ríos tributarios (Figura 3). 

 
Figura 3. Ubicación de los puntos de muestreo de lluvia, manantiales, ríos, y agua subterránea. 

Tomado de Vélez y Rhenals (2008). 

Con los resultados de las concentraciones de deuterio y oxigeno-18 de las precipitaciones pluviales, 
se determinó la Línea Meteórica Local como se muestra en azul en la Figura 4. Los valores de esos 
mismos parámetros determinados en las muestras agua subterránea, dibujados en color rojo sobre 
la misma figura, muestra un patrón similar, aunque con una pendiente de 4.83 que indica evaporación 
previa al proceso de infiltración del agua de lluvia. 
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Figura 4. Línea Meteórica Local de la región de Santa Fe de Antioquia y la línea que dibuja el 

contenido isotópico del agua subterránea. Tomado de Vélez y Rhenals (2008).  

La comparación de las concentraciones isotópicas de la precipitación y agua subterránea, con la 
altitud de cada una de las muestras, permitió definir dos zonas de recarga, una por encima de los 
1800 m.s.n.m (1800 ± 2400 m.s.n.m); y una más baja, localizada a media ladera entre los 1100 y 
1400 m.s.n.m. La zona de recarga alta (1800-2400 m.s.n.m) alimenta la mayoría de los acuíferos 
(1D, 1F, 1H, y 1B), mientras que la zona baja (1100 ± 1400 m.s.n.m) alimenta los acuíferos de la 
unidad 1G (Figura 5 y 6). Con base a este análisis se propone el modelo mostrado por la Figura 7, 
para la recarga de los acuíferos en la zona de estudio. 

 
FigXUa 5. EleYaciyQ YV į18O (1B, 1C, 1D, 1F, 1G, 1H, 1I: UQidadeV AcXtfeUaV).  Tomado de Vélez y 

Rhenals (2008). 

 

FigXUa 6. EleYaciyQ YV įD (1B, 1C, 1D, 1F, 1G, 1H, 1I: UQidadeV AcXtfeUaV). TRPadR de Vélez y 
Rhenals (2008). 
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Figura 7. Modelo para la recarga en la zona del Occidente Antioqueño. Tomado de Vélez y 

Rhenals (2008). 

Finalmente, en la gráfica de la Figura 8, se dibujaron las concentraciones de las muestras de 
precipitación de los meses de agosto a diciembre, así como concentraciones isotópicas de las aguas 
subterráneas del mes de octubre. En dicha figura se observa gran semejanza entre los contenidos 
isotópicos de las muestras de agua subterránea (del mes de octubre) con el contenido isotópico de 
las muestras de precipitación del mes de agosto. Esta diferencia de 2 meses puede representar el 
tiempo mínimo de residencia del agua subterránea en el acuífero.  

 
Figura 8. Correspondencia de los valores isotópicos de las aguas subterráneas con la 

precipitación. Tomado de Vélez y Rhenals (2008). 

Salinización de aguas subterráneas. 
En la región del Valle de San Luis Río Colorado, Sonora, el agua subterránea y suelo han presentado 
aumentos en la salinidad en las últimas 5 décadas, lo cual afecta a los agricultores del Módulo de 
Riego No. 1 (Figura 9). Con el objetivo de identificar las fuentes de aporte de agua al acuífero, 
Valenzuela et al. (2013), realizaron un estudio por métodos isotópicos, que permitió explicar el 
aumento de la salinidad. En el mencionado estudio se colectaron y analizaron muestras de Agua del 
Acuífero. Los resultados de los valores isotópicos del área de estudio se graficaron junto a la Línea 
Meteórica Mundial (LMM), y la línea isotópica del Río Colorado, obtenida por Tompson et al. (2008). 
La línea de la concentración isotópica del agua subterránea es muy similar a la del Río Colorado, y 
posee una pendiente menor que la LMM, lo cual indica que existió evaporación del agua de lluvia 
previo a llegar al acuífero, y su fuente principal de recarga es el río Colorado. La composición 
iVRWySica (į18O \ į2H) del agXa eQ el acXtfeUR eQ el MydXlR de RiegR NR. 1, iQdica 2 fXeQWeV de 
agua: 1) aguas originadas antes de la construcción del sistema de presas (aguas antiguas del Río 
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Colorado) y 2) de aguas infiltradas después de la construcción del sistema sometidas a procesos de 
evaporación en los vasos (aguas recientes del Río Colorado) (Figura 10).  

 

 
Figura 9. Ubicación del área Modulo de   

Riego 1, en Valle de San Luis Río Colorado, 
Sonora. Tomado de Valenzuela et al., 2013.                   

Figura 10. Composición isotópica del agua del 
acuífero del Módulo de Riego 1, y la Línea del 
Río Colorado. Tomado de Valenzuela et al., 

2013. 

De acXeUdR a la cRUUelaciyQ de į18O y Cloruros, se ha determinado que el incremento de dicho ion 
en el agua subterránea se debe a la disolución de sales presentes en el suelo y subsuelo (Figura 
11). Finalmente, el estudio establece que el agua de los canales de riego Revolución y Bacastec 
(más mineralizada) aún no está presente en el acuífero, sin embargo, menciona que es necesario 
establecer políticas del uso de dichos canales, para impedir efectos negativos futuros.  

 

Figura 11. Relación entre la concentración de cloruros y la composicióQ iVRWySica del į18O. 
Tomado de Valenzuela et al. 2013. 

Contaminación. 
La hidrología isotópica ha sido utilizada en la caracterización y prevención de contaminación del 
agua subterránea, tal es el caso de los acuíferos de Bangladesh, los cuales presentan contaminación 
por arsénico. En el estudio, conducido por Aggarwal et al entre 1999 y 2000, se tomaron muestras 
de pozos a diferentes profundidades, en la región del Delta de río Ganges (Figura 12).  
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Figura 12. Área de estudio y ubicación de muestras, Bangladesh. Tomado de Aggarwal et al, 2000. 

Los parámetros determinados fueron arsénico, oxigeno-18, deuterio, tritio, carbono 14, entre otros. 
El estudio determinó que las mayores concentraciones de arsénico en agua subterránea, con 
excepción de 2 muestras, se encuentran en las muestras de 0 a 70 m de profundidad (Figura 13), lo 
cual concuerda con el modelo geológico de la zona, que indica que el arsénico se encuentra en los 
depósitos sedimentarios superficiales del holoceno (entre 0 y 50 m aproximadamente). 

 
Figura 13. Concentración de arsenico en agua subterránea de Bangladesh. Tomado de Aggarwal et 

al, 2000. 

Al ser plasmados los valores de Oxigeno-18 y Deuterio de las muestras, dentro en la gráfica de la Línea 
Meteórica Global (Figura 14), se observa que el agua de los pozos someros (menores a 70 m) traza 
una línea isotópica con una pendiente ligeramente menor a la LMG, que junto con el rango de 
concentración de oxígeno-18 (eQWUe 3.5 \ 5.5 Å.) \ la alWa ValiQidad, iQdicaQ TXe el acXtfeUR VRPeUR eV 
recargado con agua de precipitaciones recientes que sufrieron evaporación previo a su infiltración (agua 
de ríos).Por su parte las concentraciones isotópicas del agua subterránea profunda, cuya línea isotópica 
es similar a la LMG, sugieren que la infiltración de agua de lluvia y agua de mar (mezcla) son la principal 
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fuente de recarga, y por ello se presentan valores altos de salinidad e isotopos estables (Figura 15). Las 
gráficas de concentraciones de Tritio (Figura 15) muestran que los pozos someros (menores a 70 m de 
profundidad), con las mayores concentraciones, son de recarga reciente, y su firma isotópica es muy 
similar a la del río. Por su parte, los pozos profundos (mayores a 100 m) tienen concentraciones muy 
bajas de Tritio, indicando que se han recargado en diferentes regímenes climáticos hace miles de años, 
con excepción de algunos pozos profundos, donde el tubo ranurado del ademe abarca varias unidades 
hidrogeológicas, y el bombeo puede estar induciendo la intrusión de agua somera (reciente) a los 
acuíferos profundos (antiguos).  

 
Figura 14. Composicion isopica (Oxigeno-18 y Dueterio) del agua subterránea somera y profunda 

del acuífero de Bangladesh. Tomado de Aggarwal et al, 2000. 

 
Figura 15. Contenido de Tritio en el agua subterránea de Bangladesh. Tomado de Aggarwal et al, 

2000. 

Basadas en sus firmas isotópicas (Figura 16), las aguas subterráneas del Bangladesh se clasificaron 
en 4 tipos: a) Tipo 1 y Tipo 2 son aguas someras, menores a 100 m de profundidad, con altas 
concentraciones de oxígeno, de recarga continua y reciente proveniente de lluvias ríos, diferencia 
entre ambos tipos, radica que el agua Tipo 2 tiene valores altos de salinidad ocasionados por el 
lixiviado de los suelos y no por mezcla con agua de mar; b) Tipo 3 caracterizada por no presentar 
concentraciones altas de arsénico, y un tiempo de residencia de algunos miles de años; c) Tipo 4 
corresponde a agua que ha sido recargada hace unos 20,000 años aproximadamente, con valores 
de arsénico muy bajos. Con base en estas determinaciones químicas, isotópicas e hidrogeológicas, 
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se actualizo el modelo del acuífero, redefiniendo las 3 unidades con características isotópicas 
particulares, tal y como se muestra en la Figura 17. 
Este estudio demostró que el agua subterránea somera (menor a 100 m) es de recarga natural 
continua y reciente, la cual presenta contaminación de arsénico por la movilización debido a la 
desorción de los sedimentos. Así mismo se comprueba que el aumento de la explotación tiene nulo 
impacto en la movilización del arsénico, sin embargo, la construcción de pozos profundos con 
ademes totalmente ranurados (desde la zona somera a zona profunda), están induciendo la 
movilización del arsénico de la Unidad 1 a la Unidad 2 (contaminación cruzada). Finalmente, sugiere 
que la unidad 3 es una fuente segura para explotación, siempre y cuando se tomen todas las medidas 
necesarias que permitan evitar la creación conos de abatimiento, y con ellos limitar la movilización 
del arsénico a los acuíferos profundos. 

 
Figura 16. Clasificación isotopica del agua subterránea del Bangladesh. Tomado de Aggarwal et al, 

2000. 

 
Figura 17: Modelo hidrogeologico basado en los datos isotopicos. Modificado de Aggarwal et al, 2000. 
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CONCLUSIONES 
Las investigaciones hechas en varias partes del mundo, como las presentadas en el presente 
documento, confirman que la hidrología isotópica es una herramienta útil para determinación de 
fuentes de contaminación en agua subterránea, identificación de zonas de recarga, así como los 
procesos que experimenta el agua a través del ciclo hidrológico hasta llegar a los acuíferos.  
La caracterización isotópica dentro del ciclo hidrológico, desde la evaporación hasta el movimiento 
a través de acuíferos, ha cobrado relevancia y utilidad, y junto con los datos hidrológicos e 
hidrogeológicos, permiten definir modelos hidrogeológicos más completos, que brindan la 
información necesaria para la eficiente gestión de los recursos hídricos 
Con la perspectiva hídrica actual, tendiente a la sobreexplotación y contaminación de los acuíferos, 
se han generado escenarios de escasez en varias partes de México, los cuales llaman a la toma de 
decisiones enfocadas a mejorar la gestión y protección de los acuíferos. La hidrología isotópica es, 
en conjunto con otras ramas de las ciencias de la tierra, una herramienta probada, que permite 
generar información confiable, para que las autoridades encargadas de la administración del recurso 
hídrico generen estrategias de regulación con vías al aprovechamiento sustentable del recurso. 
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RESUMEN   
La plasmónica es un área de investigación de gran desarrollo dentro del campo de la nanofotónica 
que se ocupa principalmente en el estudio de los procesos de interacción de la luz y de los electrones 
de conducción en interfaces metal-dieléctrico o en nanoestructuras metálicas. Esta manipulación de 
la luz a escala nanométrica está basada en las propiedades de los plasmones de superficie (SPs) 
que son oscilaciones colectivas del gas de electrones en un metal. De esta manera, al acoplarse las 
ondas de luz con las oscilaciones electrónicas forman una nueva cuasipartícula llamada polaritón de 
plasmón superficial (SPP) que se propaga a través de la superficie de la estructura de tamaño 
nanométrico. En este trabajo se presenta un estudio numérico de una plataforma (configuración 
típica de Kretschmann) que se basa en el principio de la resonancia del SP (SPR) a una longitud de 
onda específica variando los ángulos de incidencia. La configuración consiste en un prisma de vidrio 
con un índice de refracción de 1.487 y una película delgada de plata. El método numérico utilizado 
es el Método de la Ecuación Integral. Los resultados de la reflectancia muestran un mínimo local 
característico que corresponde al ángulo de acoplamiento; es decir, el ángulo de excitación del SPP. 
Una interesante aplicación de esta técnica SPR es en el campo de la biomedicina; por ejemplo, en 
el sensado de la temperatura de capas líquidas y concentraciones de glucosa. 
 
INTRODUCCIÓN  
Debido a su carácter bidimensional y capacidad de almacenar luz en espacios reducidos, los 
plasmones superficiales son firmes candidatos a desempeñar una función clave en futuros 
dispositivos ópticos. Los metales además de reflejar luz, tienen una gran propiedad óptica menos 
conocida: bajo ciertas condiciones la luz puede viajar por las superficies metálicas sin alejarse de 
ellas. Ésta es una propiedad muy peculiar, ya que en condiciones normales la luz viaja por las tres 
dimensiones del espacio y no se le confina con facilidad. EQ Uealidad, eVWa ³lX] VXSeUficial´ es una 
onda más complicada que la luz normal, ya que no consiste sólo en un campo electromagnético, 
sino que involucra también los electrones libres presentes en los metales. Rufus Ritchie descubrió 
eVWaV RQdaV, R  ³Slasmones superficiales´ (SPs), en los años cincuenta del siglo pasado [1]. 
Los SPs son soluciones de las ecuaciones de Maxwell en las que se tienen en cuenta los efectos 
del retardo de la velocidad de la luz. Una forma equivalente, se obtienen a partir de soluciones de la 
ecuación de Laplace para un potencial escalar que se propagan de una manera ondulada a lo largo 
de una interfaz dieléctrica-metal planar, y cuyas amplitudes disminuyen exponencialmente con el 
aumento de la distancia desde la interfaz a cada medio [2]. Los plasmones de superficie son 
básicamente cuantos de oscilaciones de plasma en una superficie metálica. Cuando un plasmón de 
superficie se acopla con un fotón, se forma una cuasipartícula llamada polaritón de plasmón 
superficial (SPP) [3]. 
El SPP se basa en procesos de interacción entre la radiación electromagnética y los electrones de 
conducción en interfaces metálicas o en pequeñas nanoestructuras metálicas, permitiendo 
aplicaciones de la óptica en dimensiones sub-longitud de onda. 
En 1968, dos configuraciones básicas de resonancia de plasmones superficiales (SPR) son 
presentados por Otto [4] y por Kretschmann [5]. En 1983, por primera vez, Liedberg demostró el 
concepto basado en la configuración de Kretschmann para la aplicación de biosensores [6]. 
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Una fracción de la energía de luz incidente en un ángulo definido puede interactuar con los electrones 
de la película metálica (plasmón), dicha interacción reduce la intensidad de luz reflejada. El ángulo 
de incidencia apropiado en el cual esto ocurre depende de un número de factores. Uno de los 
factores principales es el índice de refracción cerca de la parte posterior de la película metálica, en 
la cual las moléculas están inmovilizadas en una fase móvil que funciona, a todo lo largo, 
conduciendo a un cambio en el ángulo SPR, que se puede supervisar en tiempo real detectando 
cambios en la intensidad de la luz reflejada, dando lugar a un sensorgrama. Los ritmos de cambio 
de la señal de SPR se pueden analizar para arrojar constantes de ritmo aparente para las fases de 
asociación y disociación de la reacción. El tamaño del cambio en la señal de SPR es directamente 
proporcional a la masa que es inmovilizada. Se sabe que ocurre en un ángulo de incidencia 
característico. Este ángulo depende de la permitividad dieléctrica de las capas de los medios 
adyacentes, puesto que la permitividad depende de la frecuencia de la luz láser excitante [7]. 
El estudio de la propagación de la luz se basa en métodos numéricos, algunos de los cuales se 
aplicaron primero en física del estado sólido para el estudio de estructuras de bandas electrónicas. 
El más citado puede ser el método de ondas planas que permite calcular las estructuras de bandas 
fotónicas que implican materiales sin dispersión y absorción. Unas de las desventajas de este 
método es cuando los bordes afilados están presentes en la geometría de la configuración, la falta 
de librerías especializadas en diferentes sistemas operativos que no permiten la finura deseada por 
estar acotadas. Además de un alto contraste entre las propiedades de los materiales que componen, 
también el método produce cierta inestabilidad en las soluciones. Bajo este contexto, el Método de 
la Ecuación Integral que estamos considerando en este trabajo [7], presenta algunas ventajas en 
comparación con el método de ondas planas y otros métodos, ya que tiene la capacidad de estudiar 
diferentes aspectos de estos sistemas que tienen geometrías complicadas y propiedades físicas muy 
novedosas, como las que poseen los SPs. Como veremos, el formalismo propuesto ha sido 
considerado como una alternativa a los métodos existentes en el sentido de que da buenos 
resultados a diferencia de otros donde suelen fallar. 
Este trabajo está desarrollado de la siguiente manera. En la teoría se presenta el sistema a estudiar, 
un modelo de vital importancia que requiere nuestro sistema de estudio y un método numérico 
riguroso para resolver el problema planteado. En los resultados se muestran los resultados 
numéricos preliminares de la respuesta óptica mediante el cálculo de la reflectancia,  como función 
del ángulo de incidencia y de la frecuencia reducida, en una configuración típica de Kretschmann en 
el aire compuesta de un prisma y una película de plata. Y en la penúltima sección  las conclusiones 
de este trabajo. 
 
TEORÍA  
Modelo de Drude 
En un amplio rango de frecuencias, las propiedades ópticas de los metales permiten una explicación 
por un modelo de plasma, donde un gas de electrones libres de densidad numérica ࢔ se mueve 
contra un fondo fijo de núcleos de iones positivos y cuyo modelo teórico es el más simple para 
estudiar a los metales. Este modelo es conocido como el modelo de Drude. En 1900 Paul Drude 
propuso un modelo para la conducción eléctrica, como el resultado de aplicar la teoría cinética de 
electrones en un sólido. En los metales los electrones no están unidos a los núcleos. Entonces este 
modelo considera a los electrones de conducción de un metal como un gas homogéneo de 
electrones inmerso en un potencial positivo uniforme impuesto por los iones inmóviles de la red 
cristalina. Cabe señalar que este modelo no se tiene en cuenta los detalles del potencial de la red y 
las interacciones electrón-electrón. En su lugar, simplemente se supone que algunos aspectos de la 
estructura de la banda se incorporan en la masa óptica efectiva de cada electrón. Los electrones 
oscilan en respuesta al campo electromagnético aplicado y su movimiento es amortiguado por 
colisiones que ocurren con una frecuencia de colisión característica ࢽ ൌ ૚/࣎   .࣎ se conoce como 
tiempo de relajación del gas de electrones libre, que es típicamente del orden de ૚૙ି૚૝  s. A 
temperatura ambiente, el valor correspondiente de ࢽ ൌ  ૚૙૙ THz. 
Lo interesante es que este modelo tan simple permite predecir de manera bastante aceptable la 
conductividad eléctrica y térmica de los metales, y además predice la existencia de plasmones [8,9]. 
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Iniciemos con la ecuación del movimiento de los electrones en un metal  

െࢋ𝑬 െࢽ࢓
࢞ࢊ
࢚ࢊ
ൌ ࢓

࢟૛ࢊ
૛࢚ࢊ

, 
 
siendo el primer término a la izquierda la fuerza impulsora y el segundo la fuerza restablecedora 
opuesta. Ordenando y reescribiendo la Ec. (1) en términos de la polarización, se tiene 
 

െ
࢓
ࢋࡺ
ࡼ૛ࢊ
૛࢚ࢊ

ൌ
ࢽ࢓
ࢋࡺ

ࡼࢊ
࢚ࢊ
ൌ െࢋ𝑬. 

 
Si se asume una dependencia temporal armónica 𝑬ሺ࢚ሻ ൌ  ሻ, una solución particular de࢚࣓࢏ିࢋሺ𝑬ሺ࣓ሻࢋࡾ
esta ecuación que describe la oscilación del electrón es ࢞ሺ࢚ሻ ൌ  ሻ. La amplitud compleja࢚࣓࢏ିࢋሺ࣓ሻ࢞ሺࢋࡾ
 ሺ࣓ሻ incorpora cualquier cambio de fase entre el campo externo, por lo que nos lleva a࢞

ሻ࢚ሺ࢞ ൌ
ࢋ

ሺ࣓૛࢓ ൅ ሻ࣓ࢽ࢏
𝑬ሺ࢚ሻ. 

Los electrones desplazados contribuyen a la polarización macroscópica dada explícitamente por  
 

ሬሬ ൌࡼ െ
૛ࢋࡺ

ሺ࣓૛࢓ ൅ ሻ࣓ࢽ࢏
𝑬ሬሬ . 

 
Sustituyendo esta expresión para ࡼሬሬ  en la ecuación de desplazamiento eléctrico, se obtiene 
 

𝑫ሬሬ ൌ ૙ࢿ ቆ૚ െ
૛࢖࣓

࣓૛ ൅ ࣓ࢽ࢏
ቇ𝑬ሬሬ ൅  , ሬሬࡼ

 
donde ࣓࢖૛ ൌ  ૙ es la frecuencia de plasma del gas de electrones libres. Por tanto, se llega alࢿ࢓/૛ࢋࡺ
resultado deseado, la función dieléctrica del gas de electrones libres 
 

ሺ࣓ሻࢿ ൌ ૚ െ
૛࢖࣓

࣓૛ ൅ ࣓ࢽ࢏
, 

donde las componentes real e imaginaria de esta función dieléctrica compleja ࢿሺ࣓ሻ ൌ ሺ࣓ሻ࢘ࢿ ൅  ሺ࣓ሻ࢏ࢿ࢏
están dadas por 

ሺ࣓ሻ࢘ࢿ ൌ ૚ െ
૛࣎૛࢖࣓

૚ ൅ ૛࣓૛࣎
, 

ሺ࣓ሻ࢏ࢿ ൌ
࣎૛࢖࣓

࣓ሺ૚ ൅ ૛࣓૛ሻ࣎
. 

 
 
 
 
 
 

(6) 
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En la Fig. 1 se muestran las curvas de la permitividad real e imaginaria del modelo de Drude, en la 
cual se observan tres zonas de la frecuencia ࣓: 

x ࣓ ൏  es negativa, indicando que la vibración ࢿ La parte real de la permitividad eléctrica .ࡼ࣓
de los electrones está en antifase con la vibración del campo eléctrico. Para este caso la 
reflectividad es grande.  

x ࣓ ൐  es positiva, la reflectividad es pequeña y el metal es ࢿ La permitividad eléctrica .ࡼ࣓
transparente como un dieléctrico. 

x ࣓ ൎ ࡼ࣓ . Se excitan ondas longitudinales en la superficie del metal llamadas plasmones 
superficiales. 

 
Plasmones superficiales 
Un plasmón superficial es una onda que se propaga a lo largo de una interfaz plana entre un metal 
y un medio dieléctrico [10]. La naturaleza de los plasmones superficiales radica en la oscilación 
colectiva de los electrones, caracterizada por la frecuencia de plasma, descrita por el Modelo de 
Drude. Para determinar las propiedades de los plasmones se aplican las ecuaciones de Maxwell a 
una interfaz plana metal-dieléctrico (ver Fig. 2). 

 

Fig. 10. Curvas obtenidas experimentalmente para la ionósfera [8]. 

Fig. 11. Interfaz plana metal-dieléctrico. 
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De las ecuaciones de Maxwell, donde se supone no hay densidad de carga externa ni densidad de 
corriente,  
 

સ ൈ𝑬ሬሬ ൌ  , ૙𝑯ሬሬሬࣆ࣓࢏
સ ൈ𝑯ሬሬሬ ൌ െ࢖ࢿ࣓࢏𝑬ሬሬ , 

 
y tomando en cuenta la permitividad compleja como 
 

ሬ ሻ࢘ሺ࢖ࢿ ൌ ሬ ሻ࢘ሺ࢘ࢿ૙ࢿ ൌ ሬ ሻ࢘ሺ࢘′ࢿ૙ሾࢿ ൅  ,ሬ ሻሿ࢘ሺ࢘′′ࢿ
 

se obtiene la ecuación de onda: 
 

સ૛𝑬ሬሬ െ
࢖ࢿ
૛ࢉ
ࣔ૛𝑬ሬሬ 
૛࢚ࣔ

ൌ ૙. 
 
Si se considera al campo eléctrico de la forma 𝑬ሬሬ ሺ࢘ሬ , ሻ࢚ ൌ 𝑬ሬሬ ሺ࢘ሬ ሻ࢚࣓࢏ିࢋ en la Ec. (11) se llega a la ecuación 
de Helmholtz 

સ૛𝑬ሬሬ ൅ 𝑬ሬሬ ൌ࢖ࢿ૙࢑ ૙, 
 
donde ࢑૙ ൌ  es el vector de onda en el vacío. Desarrollando la Ec. (8) en términos de las ࢉ/࣓
componentes de los campos eléctrico y magnético, 

સ ൈ𝑬ሬሬ ൌ  ተ

࢞ොࢋ
ࣔ
࢞ࣔ
𝑬࢞

࢟ොࢋ ࢠොࢋ
ࣔ
࢟ࣔ

ࣔ
ࢠࣔ

𝑬࢟ 𝑬ࢠ

ተተ ൌ ࢞𝑯࢞ොࢋ૙൫ࣆ࣓࢏ ൅ ࢟𝑯࢟ොࢋ ൅  ,൯ࢠ𝑯ࢠොࢋ

se obtiene 
 

࢞ොࢋ ቆ
ࣔ𝑬ࢠ
࢟ࣔ

െ
ࣔ𝑬࢟
ࢠࣔ
ቇ െ ࢟ොࢋ ൬

ࣔ𝑬ࢠ
࢞ࣔ

െ
ࣔ𝑬࢞
ࢠࣔ
൰ ൅ ࢠොࢋ ቆ

ࣔ𝑬࢟
࢞ࣔ

െ
ࣔ𝑬࢞
࢟ࣔ
ቇ ൌ ࢞𝑯࢞ොࢋ૙൫ࣆ࣓࢏ ൅ ࢟𝑯࢟ොࢋ ൅  .൯ࢠ𝑯ࢠොࢋ

 
Ahora desarrollando la Ec. (9) se tiene 

સ ൈ𝑯ሬሬሬ ൌ  ተ

࢞ොࢋ
ࣔ
࢞ࣔ
𝑯࢞

࢟ොࢋ ࢠොࢋ
ࣔ
࢟ࣔ

ࣔ
ࢠࣔ

𝑯࢟ 𝑯ࢠ

ተተ ൌ െ࢖ࢿ࣓࢏൫ࢋො࢞𝑬࢞ ൅ ࢟𝑬࢟ොࢋ ൅  ,൯ࢠ𝑬ࢠොࢋ

y se llega a 
 

࢞ොࢋ ቆ
ࣔ𝑯ࢠ
࢟ࣔ

െ
ࣔ𝑯࢟
ࢠࣔ
ቇ െ ࢟ොࢋ ൬

ࣔ𝑯ࢠ
࢞ࣔ

െ
ࣔ𝑯࢞
ࢠࣔ
൰ ൅ ࢠොࢋ ቆ

ࣔ𝑯࢟
࢞ࣔ

െ
ࣔ𝑯࢞
࢟ࣔ

ቇ ൌ െ࢖ࢿ࣓࢏൫ࢋො࢞𝑬࢞ ൅ ࢟𝑬࢟ොࢋ ൅  .൯ࢠ𝑬ࢠොࢋ

 
Comparando cada una de las componentes de los campos obtenemos las siguientes expresiones: 
 

𝑬࢞ ൌ
૚

െ࢖ࢿ࣓࢏
ቆ
ࣔ𝑯ࢠ
࢟ࣔ

െ
ࣔ𝑯࢟
ࢠࣔ
ቇ, 

𝑬࢟ ൌ
૚

െ࢖ࢿ࣓࢏
൬
ࣔ𝑯࢞
ࢠࣔ

െ
ࣔ𝑯ࢠ
࢞ࣔ
൰, 

𝑬࢞ ൌ
૚

െ࢖ࢿ࣓࢏
ቆ
ࣔ𝑯࢟
࢞ࣔ

െ
ࣔ𝑯࢞
࢟ࣔ

ቇ, 

(8) 
(9) 

(10) 

(11) 

 (12) 
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𝑯࢞ ൌ
૚

૙ࣆ࣓࢏
ቆ
ࣔ𝑬ࢠ
࢟ࣔ

െ
ࣔ𝑬࢟
ࢠࣔ
ቇ, 

𝑯࢟ ൌ
૚

૙ࣆ࣓࢏
൬
ࣔ𝑬࢞
ࢠࣔ

െ
ࣔ𝑬ࢠ
࢞ࣔ
൰, 

𝑯ࢠ ൌ
૚

૙ࣆ࣓࢏
ቆ
ࣔ𝑬࢟
࢞ࣔ

െ
ࣔ𝑬࢞
࢟ࣔ
ቇ. 

 
Estas ecuaciones se deben resolver con las condiciones de frontera del problema definidas para 
cada caso. Para analizar la propagación del campo en una dimensión, se tiene que la permitividad 
eléctrica ܭ depende sólo de una coordenada espacial. Para ello, consideremos que la onda viaja en 
la dirección ࢞ sin variación perpendicular en el plano ࢟ ൌ ૙, tal que para el plano ࢠ ൌ ૙ el campo 
electrico se puede describir de la forma 𝑬ሺ࢞, ሻࢠ ൌ 𝑬ሺࢠሻ࢞ࢼ࢏ࢋ ൌ ૙ , como se muestra en la Fig. 2. 
Definiendo a ࢼ ൌ ࢞࢑  la constante de propagación de la onda viajera, que corresponde a la 
componente del vector de onda en la dirección de propagación. Para ondas planas se cumple que 
la ࣔ/࢚ࣔ ൌ െ࣓࢏ y además por la propagación sólo en la dirección ࢞ࣔ/ࣔ ,࢞ ൌ ൌ ࢟ࣔ/ࣔ y ࢼ࢏ ૙, se puede 
llegar a las siguientes ecuaciones:  

ࣔ𝑬࢟
ࢠࣔ

ൌ  ,࢞૙𝑯ࣆ࣓࢏
ࣔ𝑬࢞
ࢠࣔ

െ ࢆ𝑬ࢼ࢏ ൌ  ,࢟૙𝑯ࣆ࣓࢏
࢟𝑬ࢼ࢏ ൌ  ,ࢠ૙𝑯ࣆ࣓࢏
ࣔ𝑯࢟
ࢠࣔ

ൌ  ,࢞𝑬࢖ࢿ࣓࢏
ࣔ𝑯࢞
ࢠࣔ

െ ࢠ𝑯ࢼ࢏ ൌ െ࢖ࢿ࣓࢏𝑬࢟, 
࢟𝑯ࢼ࢏ ൌ െ࢖ࢿ࣓࢏𝑬ࢠ. 

 
En este sistema de ecuaciones para las componentes 𝑬࢞, 𝑬ࢠ y 𝑯࢟ diferentes de cero; es decir, para 
modos transversales magnéticos (TM), se reduce a 

𝑬࢞ ൌ െ࢏
૚
࢖ࢿ࣓

ࣔ𝑯࢟
ࢠࣔ
, 

𝑬ࢠ ൌ െ
ࢼ
࢖ࢿ࣓

𝑯࢟. 

 
Para modos transversales eléctricos (TE) 𝑯࢞,𝑯ࢠ y 𝑬࢟ distintos de cero, se obtiene 
 

𝑯࢞ ൌ ࢏
૚
૙ࣆ࣓

ࣔ𝑬࢟
ࢠࣔ
, 

𝑬ࢠ ൌ
ࢼ
૙ࣆ࣓

𝑬࢟. 

 
Suponiendo que para la interfaz plana metal-dieléctrico en ࢠ ൐ ૙ está presente el dieléctrico de 
permitividad eléctrica real ࢿ૛, y para ࢠ ൏ ૙ se tiene un material metálico con permitividad eléctrica ࢿ૚ 
(Fig. 2), se puede definir a 𝑯࢟ሺࢠሻ ൌ 𝑨૛࢑ିࢋ࢞ࢼ࢏ࢋ૛ࢠ. Así para ࢠ ൐ ૙, las Ecs. (17.1) y (17.2) se reescriben 
como 
 

𝑬࢞ ൌ 𝑨૛࢏
૚

૛ࢿ૙ࢿ࣓
 ,ࢠ૛࢑ିࢋ࢞ࢼ࢏ࢋ૛࢑

𝑬ࢠ ൌ െ𝑨૛
ࢼ

૛ࢿ૙ࢿ࣓
 .ࢠ૛࢑ିࢋ࢞ࢼ࢏ࢋ

 

(13) 

(15) 

(16.1) 

(16.2) 

(14) 

(16.3) 

(16.4) 

(16.5) 
(16.6) 

(17.1) 

(17.2) 

(18.1) 

(18.2) 

(20) 

(21) 
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Para ࢠ ൏ ૙, 𝑯࢟ሺࢠሻ ൌ 𝑨૚࢑ିࢋ࢞ࢼ࢏ࢋ૚ࢠ, se obtiene también 
 

𝑬࢞ ൌ 𝑨૚࢏
૚

૚ࢿ૙ࢿ࣓
 ,ࢠ૚࢑ିࢋ࢞ࢼ࢏ࢋ૛࢑

𝑬ࢠ ൌ െ𝑨૚
ࢼ

૚ࢿ૙ࢿ࣓
 ,ࢠ૚࢑ିࢋ࢞ࢼ࢏ࢋ

 
donde ࢑૚ ൌ ૛࢑ ૚ yࢠ࢑ ൌ  .૛ son las componentes del vector de onda perpendicular a la interfazࢠ࢑
 
Para que se cumpla la condición de continuidad de 𝑯࢟ y ࢏ࢿ𝑬ࢠ ሺ࢏ ൌ ૚, ૛ሻ en la interfaz, debe suceder 
que 𝑨૚ ൌ 𝑨૛. Utilizando સ ൈ 𝑯ሬሬሬ ൌ ࣔ𝑫ሬሬ /࢚ࣔ junto con la Ec. (20) se llega a las expresiones  
 

૚࢟૚𝑯࢑ ൌ  ,૚࢞૚𝑬ࢿ
૛࢟૛𝑯࢑ ൌ െࢿ૛𝑬࢞૛. 

 
Ahora despejando 𝑬࢏࢞ ሺ࢏ ൌ ૚, ૛ሻ  y por las condiciones de continuidad: 𝑬࢞૚ ൌ 𝑬࢞૛  y 𝑯࢟૚ ൌ 𝑯࢟૛  se 
obtiene la relación 

૚ࢠ࢑
૚ࢿ
൅
૛ࢠ࢑
૛ࢿ
ൌ ૙. 

 
La expresión de 𝑯࢟  tiene que además satisfacer la ecuación de onda para TM, obteniendo lo 
siguiente 

ࣔ૛𝑯࢟
૛ࢠࣔ

൅ ሺ࢑૙૛ࢿ ൅ ࢟૛ሻ𝑯ࢼ ൌ ૙, 
 
produciendo 

૚ࢠ࢑ ൌ ૛ࢼ ൅  ૚ࢿ૙૛࢑
૛ࢠ࢑ ൌ ૛ࢼ ൅  ૛ࢿ૙૛࢑

 
Combinando las Ecs. (26) y (28) se llega a la relación de dispersión de los plasmones que se 
propagan en una interfaz entre los dos medios. La relación de dispersión conecta la longitud de onda 
con el vector de onda con su frecuencia y se expresa de la siguiente manera:  
 
 

ࢼ ൌ ૙࢑ ൬
૛ࢿ૚ࢿ
૚ࢿ ൅ ૛ࢿ

൰
૚/૛
, 

o bien,  

ࢠ૛࢑ ൌ ቀ
࣓
ࢉ
ቁ
૛ ૛ࢿ૚ࢿ
૚ࢿ ൅ ૛ࢿ

. 

 
Utilizando la ecuación anterior, se pueden obtener las curvas de dispersión. En la  Fig. 3 se observa 
que para valores bajos de ࢠ࢑ , la relación de dispersión es lineal. Vemos que a medida que ࢠ࢑ 
aumenta, la relación de dispersión se va curvando hasta alcaQ]aU XQ YalRU ltPiWe llaPadR ³fUecXeQcia 
de plasma superficial´. 
 

(22) 

(23) 

(24) 
(25) 

(26) 

(27) 

(28.1) 
(28.2) 

(29) 

(30) 
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Fig. 12. Curvas de la relación de dispersión para un SP en un medio dieléctrico [8]. 

Se observa que la curva de dispersión del plasmón superficial cruza con la línea recta (verde) que 
pasa por un medio dieléctrico con un índice de refracción ࢘࢖࢔ (prisma). Sin embargo, la curva de 
dispersión del plasmón superficial no cruza con la línea recta (azul) del aire. Por lo tanto, los SPPs 
no pueden ser excitados directamente por la luz que se propaga del aire a un medio metálico. 
Un análisis similar para modos TE se llega a que 𝑨૚ ൌ 𝑨૛ ൌ ૙, por tanto sólo pueden existir los SPPs 
para modos TM (𝑬࢞, 𝑬ࢠ y 𝑯࢟ ് ૙, ver Fig. 4). 

 
Método de la Ecuación Integral 
Como sabemos, si asumimos una dependencia armónica del tiempo iωωe �  para los campos 
electromagnéticos, la ecuación de onda es transformada en la ecuación de Helmholtz:  

 0.)r(Ψk)r(Ψ j
2
jj

2  +� &&

  

Fig. 13. Plasmón superficial formado en una interfaz metal-dieléctrico. 

(31) 
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Fig. 14. Interfaces formadas por tres medios con constantes dieléctricas 1ܭ ,0ܭ y 2ܭ. 

En la Ec. (31), શ࢐ሺ࢘ሬ ሻ representa el campo eléctrico 𝑬ࢠ en el caso de la polarización TE, y el campo 
magnético 𝑯ࢠ en el caso de la polarización TM, ambos en el ࢐-ésimo medio Fig. 5. Se considera que 
el campo electromagnético શ࢐ሺ࢘ሬ ሻ satisface las condiciones de frontera (j=0, 1, 2) como se muestra 
en la Fig. 5 para cada polarización. La magnitud del vector de onda está dado por 

 
c
)(nk jj
ZZ , 

donde el índice de refracción ࢐࢔ሺ࣓ሻ ൌ ඥ࢐ࣆሺ࣓ሻ࢐ࢿሺ࣓ሻ que involucra las propiedades de los materiales 
y está dado en términos de la permeabilidad magnética ࢐ࣆሺ࣓ሻ y la permitividad eléctrica ࢐ࢿሺ࣓ሻ; 
ambas funciones dependientes de la frecuencia ࣓. La velocidad de la luz en el vacío está indicada 
por c.  

Para resolver la Ec. (31) vamos a introducir una función de Green 𝑮࢐ሺ࢘ሬ ,  ሬ ᇱሻ, la cual es una solución࢘ 
de la ecuación: 

 ),rr(4)r,r(Gk)r,r(G j
2
jj

2 c�� c+c� &&&&&& SG  

donde 𝑮࢐ሺ࢘ሬ , ሬ ᇱሻ࢘ ൌ 𝑯૙࣊࢏
ሺ૚ሻሺ࢘|࢐࢑ሬ െ ሬ ᇱ|ሻ siendo 𝑯૙࢘

ሺ૚ሻሺࣀሻ  la función de Hankel de primera clase y de orden 
cero. Primeramente, aplicando la segunda identidad de Green a las funciones શ࢐ሺ࢘ሬ ሻ y 𝑮࢐ሺ࢘ሬ ,  ሬ ᇱሻ para࢘
la región incidente del vacío (࢐ ൌ ૙) con una onda incidente (Fig. 5), se obtiene el campo total [7,11]: 
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(32) 

(33) 

(34) 
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donde ࢣ૚ representa el contorno cerrado que delimita la superficie ࡿ૚. Las funciones fuente શ૙ሺ࢘ሬ ᇱሻ  
y ૒શ૙ሺ࢘ሬ ᇱሻ/ࣔ࢔૚ᇱ , que representan los valores del campo electromagnético y su derivada normal 
evaluadas sobre el contorno ࢣ૚  pueden ser obtenidas a partir de la Ec. (34). Para esto, se hace una 
aproximación del punto de observación sobre los contornos que delimitan la región correspondiente. 
En la Ec. (34) se tienen dos integrales de contorno las cuales, al dividir en ࢔ pequeños segmentos 
de longitud de arco ∆𝐬, las integrales pueden ser expresadas como: 
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donde se han definido las funciones 

.)r(y
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En las Ecs. (35) y (36) se ha considerado que ∆𝐬 es lo suficientemente pequeño para que podamos 
tener un muestreo fino y así poder considerar que el campo શ૙ሺ࢘ሬ ᇱሻ  y su derivada normal 
૒શ૙ሺ࢘ሬ ᇱሻ/ࣔ࢔૚ᇱ  sean aproximadamente constantes. 
Ahora, evaluando las integrales de las Ecs. (35) y (36) en el punto de observación ࢘ሬ ൌ ࢓ ሬ࢘ , se 
obtienen los elementos de matriz definidos por 
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donde el subíndice ࢓ indica el punto de observación y el subíndice ࢔ el punto de integración. 
Estos elementos de matriz, ya calculados, están dados por las expresiones [7]: 
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Ahora al aplicar la Ec. (34) para cada región sobre los contornos que componen el sistema propuesto, 
se puede obtener un conjunto de ecuaciones integrales acopladas para શ࢐ሺ࢘ሬ ᇱሻ y ૒શ࢐ሺ࢘ሬ ᇱሻ/ࣔ࢔૚ᇱ , que 
bajo las condiciones de frontera a lo largo de los diferentes contornos ડ࢐ dadas por 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(35) 

(36) 

(37) 
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donde la cantidad ࢐ࢌ  está dada por    
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TE ónpolarizaci para
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Con las expresiones anteriores se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraico para el 
sistema propuesto: 
 

( ) ,L
f
f

N inc
m

)0(
)1(n

N

1n

)0(
)1(mn

1

0
N

1n

)0(
)1(nmn

)0(
)1(mn

11

<)<G  �� ¦¦
  

 

¦

¦ ¦ ¦

 

   

 +

�+�

2

1 1 2

N

1n

)1(
)2(n

)1(
)2(mn

2

1

N

1n

N

1n

N

1n

)1(
)2(n

)1(
)2(mn

)0(
)1(n

)1(
)1(mn

)0(
)1(n

)1(
)1(mn

,0L
f
f

NLN

)

<)<
 

¦

¦ ¦ ¦

 

   

 �

�+��

3

2 2 3

N

1n

)2(
)3(n

)2(
)3(mn

3

2

N

1n

N

1n

N

1n

)2(
)3(nmn

)2(
)3(mn

)1(
)2(n

)2(
)2(mn

)1(
)2(nmn

)2(
)2(mn

,0L
f
f

)N(L)N(

)

<G)<G

.0LN )2(
)3(n

N

1n

)3(
)3(mn

N

1n

)2(
)3(n

)3(
)3(mn

33

 +� ¦¦
  

)<  

Las Ecs. (46)-(49) determinan un sistema de ecuaciones lineal e inhomogéneo que se puede resolver 
numéricamente para determinar los campos y su derivada normal a lo largo de los diferentes 
contornos. En consecuencia, el campo electromagnético en cualquier punto del espacio (dado por 
 ሬ ) se puede determinar al utilizar los campos y su derivada normal obtenidos por las Ecs. (46)-(49)࢘
[11]. 
 
RESULTADOS  
El presente trabajo tiene como finalidad hacer un estudio numérico de la respuesta electromagnética 
del plasmón superficial en una configuración de Krestschmann.  
El sistema correspondiente a la Fig. 6, donde se ha supuesto que el medio incidente tiene las 
propiedades ópticas dadas por la permeabilidad magnética ࣆ૙ y permitividad eléctrica ࢿ૙, el prisma 
triangular tiene las propiedades dadas por ࣆ૚,ࢿ૚ y una capa metálica delgada tiene las propiedades 
dadas por ࣆ૛, ࢿ૛. Para nuestros cálculos numéricos usamos el modelo de Drude para obtener el 
valor de la permitividad eléctrica de la película metálica de plata. 

 

 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 



MISCELÁNEA CIENTÍFICA EN MÉXICO     CENTRO DE INVESTIGACIONES EN ÓPTICA, A. C. 
 

TOMO IV FÍSICO MATEMÁTICAS Y CIENCIAS DE LA TIERRA - PÁGINA 161 
 

Fig. 15. Arreglo óptico de Krestschmann [5]. 

Los valores que se usaron en el sistema antes mencionado son: ࢿ૙ሺ࣓ሻ ൌ ૚ y ࢔૙ሺ࣓ሻ ൌ ૚, para el 
medio incidente, para el prisma triangular se tomó el valor de ࢿ૚ሺ࣓ሻ ൌ ૛. ૛૚૚ૠ y ࢔૚ሺ࣓ሻ ൌ ૚. ૝ૡૠ૙, y 
para la película delgada se encontró el valor de ࢿ૛ con el modelo de Drude dados los valores para 
࢖࣓ ൌ ૝૞. ૟૞ૠૡ y ࢽ ൌ ૙. ૙ૢ૚૛ y con este se encontró el ࢔૛. Es importante mencionar los valores de 
las ࢐ࢿ ሺ࢐ ൌ ૙, ૚, ૛ሻ  debido a que parte importante de los resultados se obtienen usando las 
condiciones de frontera que dependen de estos valores para la polarización TM. Usamos esta 
polarización debido a que sólo en ésta hay una excitación del SP. La película de plata tiene un 
espesor de 0.2 µm, la interfaz prisma-película de plata tiene un longitud de 10࣊ µm y la altura del 
prisma triangular es de 3.0788 µm.  

 
Fig. 16. (a) Configuración típica de Kretschmann. (b) Reflectancia (R) variando el ángulo de 

incidencia de ૙ ൑ ࣂ ൑ ૠ૙ para tres frecuencias reducidas particulares ࣓ ൌ ૙.ૡ૚, ૙. ૡ૝ ࢟ ૙. ૡૠ, bajo 
polarización TM.  

 
Fig. 17. Reflectancia de una configuración de Kretschmann variando el ángulo de incidencia de ૙ ൑

ࣂ ൑ ૠ૙ y la frecuencia reducida de ૙. ૙૚ ൑ ࣓ ൑ ૚. 
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En la Fig. 7, podemos ver que se encontraron los ángulos críticos, en los cuales hay excitación del 
SP en las frecuencias reducidas particulares para la polarización TM. De manera más general 
podemos ver la Fig. 8, en la cual se calculó la reflectancia variando el ángulo de incidencia de ૙ ൑
ࣂ ൑ ૠ૙ y la frecuencia reducida ૙. ૙૚ ൑ ࣓ ൑ ૚ siendo el intervalo aproximado del infrarrojo, donde 
se observa que para un intervalo de las frecuencias reducidas particular de ૙. ૠ૟ ൑ ࣓ ൑ ૙. ૢ૜, se 
encuentran confinados los valores mínimos de la reflectancia. Es decir, donde habrá una excitación 
de los SPPs para el ángulo critico particular de cada uno de los casos considerados. 
 
CONCLUSIONES 
Se aplicó un método numérico, conocido como el método de la ecuación integral, para calcular la 
respuesta electromagnética de un SPP sobre una configuración típica de Kretschmann. De los 
resultados obtenidos se logró encontrar los ángulos y frecuencias reducidas en el intervalo particular 
del infrarrojo, en los cuales podemos llegar a tener una excitación del SPP. Debido a la confiabilidad 
del método de la ecuación integral que en otros escenarios ha dado buenos resultados y que en este 
caso también nos generó resultados esperados en la teoría, se podría proseguir con el estudio de 
los SPPs de manera experimental tomando como punto de partida los elementos que en este 
desarrollo numérico hemos utilizado. Por ello sabemos que nos darán resultados aceptables y así 
poder llevarlo a la aplicación de los biosensores como es el sensado de la temperatura. 
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RESUMEN 
La propagación de ondas electromagnéticas a través de estructuras fotónicas nos permite estudiar 
a un fenómeno físico conocido como plasmón de superficie (SP), que actualmente es de gran interés 
para el desarrollo de nuevas tecnologías en las telecomunicaciones, así como en el desarrollo de la 
tecnología nanofotónica para el diseño de sensores plasmónicos de multicapas o en procesos 
industriales (celdas solares) como biológicos a través de la detección de moléculas aisladas. Con 
base a lo anterior mencionado, surge el interés por comprender los fenómenos que acontecen bajo 
la aparición de un SP, así como las condiciones necesarias para la generación de éste en un sistema 
particular. Por lo tanto, en este trabajo presentamos un estudio teórico y numérico de la respuesta 
óptica de una Guía de ondas de Cristal Fotónico (PCW) para localizar la presencia de Polaritones 
de Plasmones de Superficie (SPP) en las regiones del sistema propuesto. La PCW está compuesta 
por superficies planas paralelas que contiene un arreglo periódico de inclusiones cilíndricas lisas y 
rugosas de metamaterial (LHM). Por otro lado, se hace un estudio de la respuesta óptica de la PCW 
con defectos para verificar el comportamiento de este sistema en las zonas de mínima reflectancia. 
Cabe mencionar que los defectos consisten en quitar inclusiones en el centro de la PCW. Para 
abordar el problema se hace uso de una técnica numérica conocida como el Método de la Ecuación 
Integral mediante el modelo Drude para una PCW finita periódicamente en una dimensión. Los 
resultados obtenidos muestran que el comportamiento de los sistemas con inclusiones lisas y 
rugosas tienen buenas correspondencias entre sí, y se observa la presencia de un mínimo en la 
frecuencia ࣓࢘ ൌ ૙. ૠ૜૛ૢ, que es muy marcado en la reflectancia de ambos sistemas. Por otro lado, 
al considerar sistemas con defectos se obtiene un mínimo muy cercano a ࣓࢘ ൌ ૙. ૠ૜૛ૢ. Asimismo, 
se calculó las curvas de absorbancia de las PCWs obteniendo una absorción alrededor de 1% para 
frecuencias altas permitidas. Finalmente, las conclusiones de este trabajo son: los mínimos 
obtenidos en la reflectancia que nos indica la presencia del SPP en nuestro sistema con las 
frecuencias mencionadas anteriormente. El mínimo no se ve afectado al considerar una PCW con 
inclusiones lisas o rugosas con los parámetros considerados. También se observó que el mínimo 
tampoco se ve afectado con los defectos en la guía de ondas. El estudio que hemos realizado nos 
puede permitir la exploración de más propiedades físicas de los SPPs para el desarrollo de nuevas 
aplicaciones tecnológicas. 
 
INTRODUCCIÓN 
El estudio de las propiedades y comportamiento de la luz al interactuar con la materia revela una 
serie de características y efectos, que nos permite desarrollar algunas teorías sobre su naturaleza 
con el fin de resolver ciertos problemas sujeto a nuevas aplicaciones. En las últimas décadas, los 
investigadores han estado trabajando en poder controlar las propiedades ópticas de los materiales, 
dado que una alta gama de desarrollos tecnológicos sería posible si se pudiera diseñar materiales 
que respondan a las ondas electromagnéticas sobre un rango deseado de frecuencias: reflejándolas 
perfectamente, permitiendo que se propaguen sólo en ciertas direcciones o confinándolas en un 
volumen específico. Dentro de los tipos de materiales que nos permiten la manipulación de las 
propiedades ópticas, tenemos a los cristales fotónicos (CFs): que son arreglos periódicos de una, 
dos o tres dimensiones de diferentes materiales con una celda unitaria de la dimensión del orden de 
la longitud de onda. Los CFs son materiales en los que existe una modulación periódica y ordenada 
del índice de refracción y presenta bajas perdidas por absorción. Otros materiales estructurados que 
presentan propiedades interesantes en el comportamiento de la luz al interactuar con estos, son los 
llaPadRV ³MeWaPaWeUialeV´ R ³MaWeUialeV i]TXieUdRV´ [1]. LRV LHMV VRQ eVWUXcWXUaV aUWificialeV 
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compuestas, generalmente periódicas, que presentan propiedades inusuales y no observadas en los 
materiales naturales. Un medio metamaterial presenta un comportamiento opuesto a las de un medio 
convencional, ya que el vector de campo eléctrico E, el vector de campo magnético H y el número 
de onda k forman una tríada izquierda, lo cual supone que la luz se propague en sentido contrario al 
flujo de energía, representado por el vector de Poynting S. En un medio metamaterial el vector de 
Poynting y el número de onda tienen sentidos opuestos, mientras que en un medio convencional 
tienen el mismo sentido. Tales materiales artificiales tienen un índice de refracción negativo ࢔ ൌ
േ√ࣆࢿ  debido a que tienen funciones de permitividad eléctrica ࢿ  y permeabilidad magnética ࣆ 
simultáneamente negativas dentro de algún rango dado del espectro electromagnético. 
Resulta evidente que la luz desempeña un papel importante en nuestras vidas, es por ello que ha 
sido estudiada durante siglos. En consecuencia se tiene importante bagaje de conocimientos y 
dispositivos ópticos que son útiles en nuestra vida diaria. Sin embargo, no ha dejado de aparecer 
fenómenos relacionados con la luz que dan lugar a nuevos campos de investigación, como la 
³SlaVPyQica´, TXe VXUgiy eQ lRV ~lWiPRV axRV debidR al aYaQce de las nanotecnologías. Forma parte 
de XQ iUea PiV e[WeQVa deQRPiQada ³QaQRfRWRQica´, TXe Ve caUacWeUi]a SRU el cRQfiQaPieQWR de 
campos electromagnéticos en volúmenes inferiores a la longitud de onda como resultado de la 
interacción de una onda electromagnética y los electrones de conducción en interfaz metal-
dieléctrico, lo que da origen a un fenómeno que es conocido como plasmón de superficie o SPP.   
En este trabajo se tiene el interés de localizar modos de SPP en una PCW de longitud finita que 
contiene inclusiones cilíndricas lisas y rugosas de LHM. Para estudiar el comportamiento de la luz 
en este tipo de sistemas se requiere dominar no sólo los aspectos teóricos si no también los modelos 
numéricos. Así, para estudio de la propagación de ondas electromagnéticas en PCWs se basa en 
métodos numéricos que ha desarrollado el grupo de cristales fotónicos de la FCFM de la UMSNH, 
para el análisis de estructuras de bandas en caso de tratarse de una guía de tamaño infinito y de la 
respuesta óptica (reflectancia) en caso de ser una guía de tamaño finito con geometrías diferentes. 
Las técnicas numéricas están basadas en métodos integrales [2, 3]. 
Este artículo está organizado de la siguiente manera. En la sección de teoría se presenta el sistema 
de estudio y una breve descripción del Método de la Ecuación Integral, que se utiliza para calcular 
la respuesta electromagnética de nuestro sistema. En la sección de resultados presentaremos el 
análisis numérico de la respuesta óptica de la PCW. Finalmente, en la sección de conclusiones 
presentaremos nuestras principales conclusiones del sistema en estudio. 
 
TEORÍA 
A continuación, se presenta un breve desarrollo descriptivo de la base teórica que se pretende utilizar 
para resolver nuestro problema de estudio. 
 
Propagación de la luz a través de la materia 
En nuestro estudio de la propagación de la luz a través de la materia nos ocuparemos únicamente 
en los medios magnéticos y eléctricamente neutros. Por lo tanto, M y ࣋ se toman igual a cero. Así, 
las ecuaciones de Maxwell, se reducen a: 

સ ൈ 𝐄 ൌ െࣆ૙ ൬
ࣔ𝐇
࢚ࣔ
൰, 

 

સ ൈ 𝐇 ൌ ૙ࢿ ൬
ࣔ𝐄
࢚ࣔ
൰ ൅ ൬

ࣔ𝐏
࢚ࣔ
൰ ൅ 𝐉, 

 
સ ∙ 𝐄 ൌ െ ቀ ૚

૙ࢿ
ቁ સ ∙  ,ࡼ

 
સ ∙ 𝐇 ൌ ૙. 

 
Tomando el rotacional de la Ec. (1) y la derivada respecto al tiempo de la Ec. (2) para eliminar H, 
obtenemos la ecuación de onda para el campo eléctrico 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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સ ൈ ሺસ ൈ 𝐄ሻ ൅ ൬
૚
૛ࢉ
൰ ቆ
ࣔ૛𝐄
૛࢚ࣔ

ቇ ൌ െࣆ૙ ቆ
ࣔ૛𝐏
૛࢚ࣔ

ቇ െ ૙ࣆ ൬
ࣔ𝐉
࢚ࣔ
൰. 

Los términos del lado derecho de la ecuación anterior se llaman términos fuente. Se derivan de la 
presencia de las cargas de polarización y de conducción, respectivamente dentro del medio. La 
manera en la que la propagación de la luz se ve afectada por los términos fuentes está incluida. En 
caso de tratarse de medios no conductores, el término െࣆ૙ࣔ૛𝐏/࢚ࣔ૛  es de importancia, ya que 
conduce a una explicación de muchos efectos ópticos como: la dispersión y la doble refracción, por 
mencionar algunos. En el caso de los metales, el término de conducción െࣆ૙ࣔ𝐉/࢚ࣔ es el importante. 
Las soluciones resultantes de la ecuación de onda explican la gran opacidad y alta reflectancia de 
los metales. Es por esto que consideraremos el caso de interacción de la luz con los medios 
conductores metálicos utilizando el modelo de Drude. 
 
Modelo de Drude 
Las características esenciales de los metales se pueden describir teóricamente con el modelo de 
Drude [4]. En este modelo, existe una frecuencia crítica llamada frecuencia de plasma, por debajo 
de la cual la permitividad eléctrica es negativa y en consecuencia la propagación de ondas 
electromagnéticas está prohibida. Por encima de la frecuencia de plasma la permitividad es positiva, 
el medio es transparente y permite la propagación de ondas electromagnéticas. 
En el caso general tenemos que el índice de refracción de un medio conductor real es 

૛࢔ ൌ ૚ െ
ࢽ࣌૙ࣆ૛ࢉ
࣓૛ ൅ ࢽ࣓࢏

, 

donde ࣎ ൌ ૚/ࢽ  es el tiempo de relajación y ࢓  es la masa del electrón; además se define la 
³frecuencia de plasma´ cRPR: 

૛࢖࣓ ൌ ࢽ࣌૙ࣆ૛ࢉ ൌ
૛ࢋࡺ

૙ࢿ࢓
. 

Así, el índice de refracción del medio conductor está dado por 

૛࢔ ൌ ૚ െ ቈ
૛࢖࣓

࣓૛ ൅ ࢽ࣓࢏
቉. 

Ahora, considerando que ࢿሺ࣓ሻ ൌ  ሺ࣓ሻ૛, tenemos que la función dieléctrica para medios conductores࢔
está dada por  

ሺ࣓ሻࢿ ൌ ሺ࣓ሻࡾࢿ ൅ 𝑰ሺ࣓ሻࢿ࢏ ൌ ሺ࣓ሻ૛࢔ ൌ ቆ૚ െ
૛࢖࣓

࣓૛ ൅ ૛ࢽ
ቇ ൅ ࢏ ቆ

ࢽ૛࢖࣓
࣓૜ ൅ ૛ࢽ࣓

ቇ. 

Observamos que ya no es constante ya que depende de la frecuencia de la radiación que se utiliza 
para iluminar el material. 
 
Modelo de un medio con LHM 
Se presentan las características de las funciones de permitividad eléctrica y permeabilidad 
magnética, las cuales son usadas para modelar numéricamente las propiedades ópticas de los LHMs 
que están dadas por [5] 

ሺ࣓ሻࢿ ൌ ૚ െ
૛࢖࣓

࣓૛ ൅ ࣓ࢽ࢏
 

y 

ሺ࣓ሻࣆ ൌ ૚ െ
𝑭࣓૛

࣓૛ ൅ ࣓ࢽ࢏ െ࣓૙૛
, 

con la frecuencia de plasma ࣓࢖, la frecuencia de colisión ࢽ, la frecuencia de resonancia ࣓૙ y el factor 
que representa la fracción de volumen de la celda 𝑭. 
 
Método de la Ecuación Integral 
El Método de la Ecuación Integral está basado en la solución numérica de la ecuación de Helmholtz 
usando ecuaciones integrales [6]. El método parte del segundo teorema integral de Green 
permitiendo obtener un par de ecuaciones integrales acopladas que involucran, como incógnitas el 

(5) 

(6) 

(11) 

(7) 

(10) 

(8) 

(9) 
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modo del campo y su derivada normal evaluados en las fronteras o superficies involucradas. La 
discretización del sistema resulta en una ecuación matricial homogénea cuya solución determina las 
funciones fuente, con las que se calcula la estructura de bandas o la respuesta óptica del sistema. 
A continuación daremos una breve descripción de la guía de ondas con metamaterial y una pequeña 
descripción del formalismo del método, para el estudio de la propagación de ondas 
electromagnéticas.  
Consideremos una PCW finita que es iluminada por un campo incidente. El sistema está formado 
por dos placas paralelas y un arreglo periódico de inclusiones cilíndricas rugosas que se consideran 
como un sistema de ࡹ cuerpos como se muestra en la Fig. 1. La región 0 se caracteriza por un 
índice de refracción ࢔૙ሺ࣓ሻ ൌ ඥࢿ૙ሺ࣓ሻ y las regiones desde 1 hasta ࡹ están definidas por las curvas 
𝑪࢐  y se caracterizan por los correspondientes índices de refracción ࢐࢔ሺ࣓ሻ ൌ േඥ࢐ࣆሺ࣓ሻ࢐ࢿሺ࣓ሻ  que 
involucran las propiedades de los materiales que se dan en términos de la permeabilidad magnética 
 ሺ࣓ሻ. El signo que aparece en la expresión del índice de࢐ࢿ ሺ࣓ሻ y de la permitividad eléctrica࢐ࣆ
refracción debe ser tomado como negativo cuando se considere un LHM y positivo para un medio 
dieléctrico o conductor.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cabe mencionar que el método integral para este caso será descrito muy brevemente y a 
continuación explicaremos los puntos importantes. Si el lector desea conocer el desarrollo detallado 
del método puede consultar la Ref. [2]. 
Se inicia asumiendo una dependencia armónica del tiempo ࢚࣓࢏ିࢋ  para los campos 
electromagnéticos, la ecuación de onda es transformada en la ecuación de Helmholtz: 

સ૛શ࢐ሺ𝐫ሻ ൅ ሺ𝐫ሻ࢐૛શ࢐࢑ ൌ ૙,                                                          
 
donde ࢐  indica el ࢐ -ésimo medio, 𝐫  es el vector de posición del punto de observación y શ࢐ሺ࢘ሻ 
representa el campo eléctrico o magnético. 
Para resolver la Ec. (12) consideramos una función de Green 𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ, como la solución de la 
ecuación 

સ૛𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ ൅ ,ሺ𝐫࢐૛𝑮࢐࢑ 𝐫ᇱሻ ൌ ૝ࢾ࣊ሺ𝐫 െ 𝐫ᇱሻ, 
 
donde 𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ representa el propagador del campo debido a una fuente de luz puntual que 
emite a la frecuencia ࣓ en la posición 𝐫′ y correspondiente a cada medio. La expresión ࢾሺ𝐫 െ 𝐫ᇱሻ es 
la delta de Dirac. Una función de Green que es solución de la Ec. (13) está dada por  

𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ ൌ 𝑯૙࣊࢏
ሺ૚ሻ൫࢐࢑|𝐫 െ 𝐫ᇱ|൯, 

Figura 1. Esquema de una PCW conductora de anchura ࢈ formada por dos placas conductoras de 
ancho ࢒ y longitud ࢊ con un arreglo periódico de inclusiones cilíndricas (en rojo) rugosas de algún 

material dispersivo. La longitud del sistema en la dirección ࢟ es ࢞ࡸ ൌ ૛࢒ ൅  .࢈

(12) 

(13) 
(14) 
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siendo 𝑯૙
ሺ૚ሻሺࢠሻ la función de Hankel de primera clase y de orden cero. Esta función de Green para el 

vacío satisface una condición de radiación, mientras que para el interior del ࢐-ésimo cuerpo satisface 
una condición de absorción. 
Aplicando el segundo teorema integral de Green a las funciones શ࢐ሺ𝐫ሻ y 𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ correspondientes 
a la región 0, se obtiene el campo de la siguiente manera  

શሺ૙ሻሺ𝐫ሻ ൌ શࢉ࢔࢏
ሺ૙ሻሺ𝐫ሻ ൅

૚
૝࣊
෍නቈ

𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ
࢔ࣔ

શ࢐ሺ࢘ሻ െ 𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ  
ࣔશ࢐ሺ𝐫ሻ
࢔ࣔ

቉
ડ࢐

.࢙ࢊ
ࡹ

ୀ૚࢐

 

En esta expresión, શࢉ࢔࢏
ሺ૙ሻሺ𝐫ሻ representa el campo incidente y la suma de las integrales representa el 

campo esparcido. 
Siguiendo los mismos pasos, para la ࢐-ésima región (inclusiones), el campo શ࢐ሺ𝐫ሻ puede expresarse 
como 

શሺ࢐ሻሺ𝐫ሻ࢐ࣂሺ࢘ሻ ൌ
૚
૝࣊

න ቈ
𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ
࢔ࣔ

શ࢐ሺ࢘ሻ െ 𝑮࢐ሺ𝐫, 𝐫ᇱሻ  
ࣔશ࢐ሺ𝐫ሻ
࢔ࣔ

቉ ,࢙ࢊ
ડ࢐

 

donde ࢐ࣂሺ𝐫ሻ es una función cuyo valor es: uno para todos los puntos del medio ࢐-ésimo y cero en 
otro caso. Las Ecs. (15) y (16) forman un sistema de ecuaciones integrales con las que se puede 
obtener el campo total en el medio de incidencia y de esparcimiento. 
 
RESULTADOS 
En esta parte se mostrarán los resultados obtenidos de los cálculos numéricos de la respuesta óptica 
de una PCW finita, mediante el cálculo de la absorción, reflectancia y de los modos superficiales del 
sistema por medio del Método de la Ecuación Integral. 
 
PCW con inclusiones lisas y rugosas de LHM 
Los resultados que presentaremos en este trabajo fueron usando la polarización TE para una PCW 
finito que es iluminado con un haz Gaussiano. Vamos a mostrar los casos de las PCWs con 
inclusiones lisas y con inclusiones rugosas de LHM para posteriormente hacer una comparación de 
los resultados. Los parámetros considerados son ࢊ ൌ ૚૛࣊ que es la longitud de la guía, ࢈ ൌ  el ࣊
ancho entre las superficies planas y ࣂ ൌ ૙ el ángulo de incidencia normal, para todos los casos. 
En la Fig. 2(a) mostramos el perfil de la PCW que contienen inclusiones lisas de LHM. En la Fig. 2(b) 
se muestra la correspondiente reflectancia ࡾ, considerando fracciones de llenado de ࢌ ൌ ૙. ૙૙૞, ࢌ ൌ
૙. ૙૙ૠ  y ࢌ ൌ ૙. ૙૚ . En las Figs. 2(c) y (d) se muestran la absorción y el balance de energía 
respectivamente. 

(15) 

(16) 
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En la Fig. 3(a) mostramos el perfil de la PCW que contienen inclusiones rugosas de LHM utilizando 
una desviación estándar de las alturas de ࣌ ൌ ૙. ૙૛ y una longitud de correlación de ࢾ ൌ ૙. ૙૝. En la 
Fig. 3(b) se muestra la reflectancia, considerando fracciones de llenado de ࢌ ൌ ૙. ૙૙૞, ࢌ ൌ ૙. ૙૙ૠ y 
ࢌ ൌ ૙. ૙૚. En las Figs. 3(c) y (d) se muestran la absorción y el balance de energía respectivamente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3. (a) Perfil de una PCW con 6 inclusiones cilíndricas rugosas de LHM con ࣌ ൌ ૙. ૙૛ y ࢾ ൌ
૙. ૙૝. (b) Las reflectancias obtenidas del sistema, utilizando fracciones de llenado de ࢌ ൌ ૙. ૙૙૞, 

ࢌ ൌ ૙. ૙૙ૠ y ࢌ ൌ ૙. ૙૚. (c) y (d) La absorción y el balance de energía respectivamente. 

Figura 2. (a) Perfil de una PCW con 6 inclusiones cilíndricas lisas de LHM. (b) Las reflectancias 
obtenidas del sistema, utilizando fracciones de llenado de ࢌ ൌ ૙. ૙૙૞, ࢌ ൌ ૙. ૙૙ૠ y ࢌ ൌ ૙. ૙૚. (c) y 

(d) La absorción y el balance de energía respectivamente. 
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PCW con defectos que contiene inclusiones rugosas de LHM 
Ahora, consideremos el caso de las PCWs con inclusiones rugosas y con defectos en el centro de 
la guía. En la Fig. 4(a) mostramos el perfil de la PCW con defectos (quitando 2 inclusiones). En la 
Fig. 4(b) se muestra la reflectancia ࡾ, utilizando fracciones de llenado de ࢌ ൌ ૙. ૙૙૞, ࢌ ൌ ૙. ૙૙ૠ y 
ࢌ ൌ ૙. ૙૚. En las Figs. 4(c) y (d) se muestra la absorción y el balance de energía respectivamente. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De acuerdo con los resultados obtenidos, daremos algunas observaciones importantes de la 
respuesta óptica de nuestro sistema. Primero, para el caso de las PCWs con inclusiones lisas y 
rugosas, tenemos la presencia de un mínimo en la frecuencia ࣓࢘ ൌ ૙. ૠ૜૛ૢ, que es muy marcado 
en la reflectancia de ambos sistemas (Fig. 2(b) y 3(b)), es decir, el mínimo no se ve afectado al 
considerar estas inclusiones con los parámetros considerados. También podemos observar que en 
los dos sistemas la posición del mínimo no cambia al considerar distintas fracciones de llenado de 
la inclusión, ya que la reflectancia se mantiene igual en la zona baja. Segundo, para el caso de las 
PCWs con defectos, los resultados obtenidos en el cálculo de la reflectancia (Fig. 4(b)), muestran la 
presencia de un mínimo muy cercano a la frecuencia ࣓࢘ ൌ ૙. ૠ૜૛ૢ. Podemos observar que el 
mínimo tampoco se ve afectado con los defectos en la guía de ondas. Por último, se puede distinguir 
que las curvas de absorción (Fig. 2(c), 3(c) y 4(c)) presentan ligeros cambios al considerar diferentes 
fracciones de llenado y la absorción es alrededor de 1% en todos los casos. En las Figs. 2(d), 3(d) y 
4(d) podemos ver que el balance de energía se cumple muy bien con los parámetros utilizados, esto 
nos asegura la validez del método numérico utilizado. 

CONCLUSIONES 
En este trabajo hemos mostrado un estudio numérico de la respuesta óptica de una PCW para 
localizar la presencia de un SPP. De acuerdo con los resultados obtenidos muestran que los mínimos 
en la reflectancia no se ven afectados al considerar una PCW con inclusiones lisas o rugosas. 
También se observó que el mínimo tampoco se ve afectado con los defectos en la guía de ondas. 
Los mínimos localizados en la reflectancia nos indica la presencia del SPP en nuestro sistema con 
los parámetros considerados. Por último, la absorción obtenida del sistema es alrededor de 1% para 
frecuencias altas permitidas. El estudio que hemos realizado nos puede permitir la exploración de 

Figura 4. (a) Perfil de una PCW con defectos en el centro (quitando 2 inclusiones) con ࣌ ൌ ૙. ૙૛ y 
ࢾ ൌ ૙. ૙૝. (b) Las reflectancias obtenidas del sistema, utilizando fracciones de llenado de ࢌ ൌ
૙. ૙૙૞, ࢌ ൌ ૙. ૙૙ૠ y ࢌ ൌ ૙. ૙૚. (c) y (d) La absorción y el balance de energía, respectivamente. 
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más propiedades físicas de los plasmones de superficie para el desarrollo de nuevas aplicaciones 
tecnológicas.  
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RESUMEN 
Revisamos el decaimiento del bosón de higgs a dos diferentes quarks a nivel de un lazo en el Modelo 
Estándar. Implementamos de manera estricta el mecanismo de GIM realizando meticulosas 
expansiones de serie de Taylor en los factores de forma de la amplitud y sus funciones escalares 
implícitas Passarino-Veltman para deshacerse de los términos espurios. Nuestras predicciones son 

𝑩࢘ሺ𝑯 → ሻࢉ࢛  ൌ  ૚. ૟૜࢞૚૙ି૚ૡ ,  𝑩࢘ሺ𝑯 → ሻ࢙ࢊ  ൌ  ૢ. ૙ૠ࢞૚૙ି૚૞  , 𝑩࢘ሺ𝑯 → ሻ࢈ࢊ  ൌ  ૚. ૙૜࢞૚૙ିૡ , 𝑩࢘ሺ𝑯 →
ሻ࢈࢙  ൌ  ૛. ૝૝࢞૚૙ିૠ; con 𝑯 → ,ࢉ࢛   mayormente suprimidas que las reportadas con anterioridad en ࢙ࢊ
la literatura. 

INTRODUCCIÓN 
El descubrimiento del bosón de Higgs (denotado por 𝑯), compatible con el predicho por el Modelo 
Estándar (ME) [1,2], ha sido el logro más importante en la física de partículas elementales del siglo 
XXI. Esta partícula es responsable de proporcionar masa al resto de las partículas elementales 
conocidas, a excepción de los neutrinos. 
Todavía hay mucho que saber sobre las propiedades del bosón de Higgs, por ejemplo, el ME no 
predice a nivel de árbol la existencia de corrientes neutras que cambian de sabor con quarks, ࢗഥiࢗj𝑯, 
sin embargo, el ME permite que este tipo de acoplamientos pueda ser inducido por fluctuaciones 
cuánticas a nivel de un lazo. Tales acoplamientos pueden estudiarse a través del decaimiento 𝑯 →
j, explícitamente 𝑯ࢗiࢗ → ,ࢉ࢛  ,࢙ࢊ ,࢈ࢊ   .࢈࢙
Hasta ahora, estos decaimientos en el ME han sido poco estudiadas en la literatura. Aquí revisamos 
el decaimiento y lo hacemos de una manera muy diferente, realizamos expansiones de serie de 
Taylor meticulosas y apropiadas a los factores de forma en las amplitudes para aplicar el mecanismo 
de Glashow-Illipolus-Miani [3], en consecuencia, encontramos nuevas predicciones para dos de los 
cuatro modos de decaimiento. 
 
TEORIA 
El decaimiento  𝑯 →  j࢛i࢛ 

El decaimiento del higgs en dos quarks distintos consiste en la suma de los dos canales              𝑯 →
j = 𝑯ࢗiࢗ → ഥj ൅ 𝑯ࢗiࢗ  j, debido a la invarianza de conjugación de carga, paridad e inversión delࢗഥiࢗ →
tiempo (CPT), ambos conducen al mismo resultado. 
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Figura1:𝑫࢕࢚࢔ࢋ࢏࢓࢏ࢇࢉࢋ 𝑯 → j ൌ࢛i࢛  j  con࢛i࢛  k ൌࢊ y  ࢉ࢛  ,ࢊ  ,࢙ También el  𝑯 .࢈ →  = jࢊiࢊ j  conࢊiࢊ 
,࢙ࢊ ,࢈ࢊ k ൌ࢛     y    ࢈࢙ ,࢛  ,ࢉ  .࢚

 
El decaimiento del  higgs a dos quarks distintos, 𝑯 → j ൌ࢛i࢛  j  con࢛i࢛   está conformado por los ,ࢉ࢛ 
diagramas representados en la Fig. 1,  donde dentro del lazo circulan tres quarks tipo down                     
k ൌࢊ ,૚ࢊ ૜ࢊ   , ૛ࢊ  ൌ ,ࢊ  ,࢙  La amplitud es .࢈

                                                                                (1) 

una muestra de una sub amplitud es 

                        

 

 

 

                                                         (2) 

similarmente se estructuran las tres restantes. Las integrales se resolvieron con el método de 
descomposición tensorial de Passarino ± Veltman a través del paquete especializado FeynCalc en 
Mathematica. El resultado de la amplitud del decaimiento 𝑯 →   j   es࢛i࢛ 

 

                                                                                                                                           (3) 

Donde los factores de forma, 𝑭૚૛ tienen la estructura  

                                                                                                                                                    

 

 

 

                                                                                                                                                   (4) 
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Dependientes de las funciones escalares Passarino ± Veltman (PaVe) 𝑨૙ , 𝑩૙  , 𝑪૙ y de igual manera 
los sub factores de forma ࢌ𝑨૚  .૚  en términos de todas las masas de las partículas involucradasࢉࢌ……
En esta etapa hay una divergencia ultravioleta ሺࢂࢁሻ, ya que todavía queda el polo एିࢂࢁ૚ que proviene 
de 𝑨૙  y 𝑩૙  : 

 

                                                                                                                                                                                                                

           

                                                                                                                                                    (5) 

pero esto puede eliminarse en virtud del mecanismo de GIM. Para 𝑯 →  j, el mecanismo de GIM࢛i࢛ 
satisface  

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    
(6) 

 
Esto nos permite eliminar cualquier término independiente de la masa ࢑ࢊ࢓ , por lo tanto, la 
divergencia ࢂࢁ en (5) desaparece. Además, para aplicar estrictamente dicho mecanismo, debemos 
ser capaces de fragmentar el sub factor de forma ࢌ  de (4) en su parte dependiente de la masa ࢑ࢊ࢓ 
y su parte independiente, esto es  

 

 

 

 

 

 (7) 

 

Para lograr esto, debemos separar los factores de forma junto con sus PaVes, para lo cual debemos 
aplicar expansiones de serie de Taylor apropiadamente. 
Para 𝑯െ൐ ࢛  i࢛ j, con  ࢐࢛࢏࢛ ൌ ࢉ࢛  , hay contribución de tres quarks ligeros tipo down circulando 
virtualmente dentro del lazo,  ࢊk ൌ ,૚ࢊ ૜ࢊ   , ૛ࢊ  ൌ ,ࢊ  ,࢙  por consiguiente, consideramos la jerarquía ,࢈
𝑯࢓ ൐ ࢃ࢓ ≫  de (4) ࢌ por lo tanto, podemos aplicar expansiones de serie de Taylor a ,࢑ࢊ࢓ ,࢐࢛࢓  ,࢏࢛࢓
respecto a ࢐࢛࢓  ,࢏࢛࢓ y  ࢑ࢊ࢓, lo que nos lleva a  
 
 
                                                                              

 

                                                                                                                                                     (8) 
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donde   

 

                                                                                                                                                         (9) 

 

con  𝑭ࢃ en términos de las masas de las partículas involucradas y ࢃ࢘ ൌ  
ࢃ࢓
૛

𝑯࢓
૛൘  . 

El decaimiento  𝑯 →  jࢊiࢊ 

El decaimiento del higgs a dos quarks distintos tipo down, 𝑯 → ࢐ࢊ࢏ࢊ con ,࢐ࢊ࢏ࢊ  ൌ ,࢙ࢊ ,࢈ࢊ  consiste  ,࢈࢙
en diagramas similares a los mostrados en la Fig. 1, dentro del lazo circulan tres quarks distintos tipo 
up, con ࢑࢛ ൌ ૜ ൌ࢛ , ૛࢛ ,૚࢛  ,࢛  , ࢉ La estructura de la amplitud de 𝑯 .࢚ → ഥࢊiࢊ j es enteramente análoga 
al caso 𝑯 → ࢏࢛ :ഥj   si intercambiamos࢛i࢛ ൌ ࢐࢛ , ࢏ࢊ  ൌ ିࢃ ,࢐ࢊ  ∗࢑ࢊ࢐࢛ࢂ ࢑ࢊ ࢏࢛ࢂ   ା yࢃ → ∗࢏ࢊ ࢑࢛ࢂ →   por ,  ࢐ࢊ ࢑࢛ࢂ
lo tanto, el resultado de la amplitud es análogo al decaimiento 𝑯െ൐  .j de (3)࢛i࢛ 

Para  𝑯 →   j el mecanismo de GIM esࢊiࢊ 

 

(11) 

 

que elimina la parte ࢂࢁ de la amplitud como en (7). 

En contraste con el caso  𝑯 → j, para 𝑯࢛i࢛  →  j existen dos escenarios de jerarquías de masasࢊiࢊ 
diferentes para los factores de forma, en consecuencia, esto requiere dos esquemas de expansiones 
de serie de Taylor diferentes:  
Primer escenario. Para la contribución de los quarks ligeros ࢛ y ࢉ circulando virtualmente dentro del 
lazo tomamos  ࢓𝑯 ൐ ࢃ࢓ la expansión es análoga a la implementada en  𝑯 ,ࢉ࢓,࢛࢓,࢐ࢊ࢓,࢏ࢊ࢓ ≪ →
࢛  i࢛ j, por lo tanto, sus factores de forma fueron expandidos respecto a ࢐ࢊ࢓,࢏ࢊ࢓  y  ࢑࢛࢓ ൌ
૛࢛࢓,  ૚࢛࢓  ൌ    así tenemos  un resultado similar a (8), entonces los factores se aprecian como , ࢉ࢓, ࢛࢓

 

 

(12) 

 

 

 

 (13) 

 

Segundo escenario. Para el caso del quark pesado ࢚  virtual, consideramos ࢚࢓ ൐ 𝑯࢓  ൐ ࢃ࢓  ≫
࢑࢛࢓ pero no ,࢐ࢊ࢓,࢏ࢊ࢓ la expansión solo se puede realizar con respecto a ,࢐ࢊ࢓,࢏ࢊ࢓  ൌ ૜࢛࢓  ൌ  ,࢚࢓
esto produce  
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 (14) 

 

 

 

 (15) 

 

donde  𝑭ሺ࢘૚, ૚࢘  ,૛ሻ࢘ ≡  
ࢃ࢓
૛

𝑯࢓
૛൘ ૛࢘  , ≡  

࢑࢛࢓
૛

𝑯࢓
૛൘ . 

Finalmente debido a que ࢓𝑯  es cualquier quark, podemos expresar la razón ࢐࢏ࢗ donde ࢐ࢗ࢓,࢏ࢗ࢓ ≪
de decaimiento como  

 

(16) 

 

con la anchura total del higgs  Г𝑯 ൌ ૝. ૚࢞૚૙ି૜  𝑮ࢂࢋ. 
 
RESULTADOS  
Los valores de entrada de las constantes físicas, las partículas de masa y la matriz CKM involucrada 
se tomaron de la versión más actualizada de PDG [4,5] Nuestras predicciones se muestran en la 
Tabla 1. 

𝑯  ࢘𝑩 ࢐ࢗ࢏ࢗ →
𝑯 → .૚  ࢉ࢛ ૟૜࢞૚૙ି૚ૡ 
𝑯 → .૚ ࢊ࢙ ૙ૠ࢞૚૙ି૚૞ 
𝑯 → .૚ ࢈ࢊ ૙૜࢞૚૙ିૡ 
𝑯 → .૛ ࢈࢙ ૝૝࢞૚૙ିૠ 

Tabla 1. Razones de decaimiento para  𝑯  .࢐ࢗ࢏ࢗ →
 
CONCLUSIONES  
Hemos presentado fórmulas analíticas para el decaimiento  𝑯 →  en el contexto del ME. Hemos ࢐ࢗ࢏ࢗ 
mostrado las correspondientes amplitudes de los diagramas de Feynman a nivel de un lazo y 
desarrollamos meticulosamente expansiones de serie de Taylor en los factores de forma  𝑭૚૛ para 
quedarnos con los términos dependientes de la masa virtual ࢑ࢗ࢓  y eliminar los términos espurios 
mediante el mecanismo de GIM. 
Nuestras predicciones concuerdan con dos de los cuatro valores numéricos de [6], estamos de 
acuerdo en los canales 𝑯 → ,࢈ࢊ ሺ𝑯࢘a diferencia ellos predicen 𝑩  ,࢈࢙ → ሻࢉ࢛ ∼ ૚૙ି૚૞   y  𝑩࢘ሺ𝑯 →
ሻ࢙ࢊ ∼ ૚૙ିૡ , mientras que nuestra metodología aplicada nos permite predecir ૚૙ି૚ૡ   y  ૚૙ି૚૞ 
respectivamente. 
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RESUMEN   
Actualmente los retos ambientales son muchos y muy variados, considerando que los factores que 
influyen, en las ciencias de la Tierra pueden ser decenas de consideraciones las que puedan generar 
una decisión positiva o negativa para cualquier desarrollo de infraestructura (social, empresarial, 
académico, etc.). Es por ello que generar una herramienta rápida y eficaz se vuelve imperante para 
la agilización de tiempos y la buena administración de recursos. 
La extensa revisión de documentos, cartas temáticas, legislación de todo orden de gobierno, 
normativas, así como de las particularidades que puedan aplicar en cada caso, aunado a los factores 
naturales que pueden ser amplios, generaba que la toma de decisiones fueran tardadas y en algunos 
casos no efectivas; derivada de la necesidad de una revisión rápida, cuantitativa, cualitativa y eficaz 
de evaluación se generó el Análisis Multicriterio (AMC) con el que se puede cubrir en gran parte ese 
reconocimiento de temas de diversa índole para obtener una idea clara de la situación ambiental, 
legal, normativa, etc., mediante una matriz de valoración y ponderaciones para cada uno de ellos, 
teniendo la oportunidad de dar el peso a cada rubro según sea el interés. 
Para el caso práctico se realizó el AMC para la selección de sitios idóneos para la instalación de un 
centro de trabajo de fabricación artesanal de productos de arcillas, donde los temas a considerar 
fueron; ambiental: regulación municipal y estatal, así como los aspectos naturales como arroyos, 
población, flora y fauna, bancos de materiales; legal: con la normativa de emisiones de los 3 órdenes 
de gobierno, planes de ordenamiento territorial; y económica: materiales, vías de comunicación y 
producción. 
Parte de este análisis se realiza en un Sistema de Información Geográfica (SIG) que permite la 
visualización de las áreas o zonas con potencialidad para el objetivo, esto se clasifica de acuerdo a 
los resultados. La valorización se mide en Alto, Medio y Bajo potencial de uso para el objetivo 
requerido.  
Los resultados derivan en una serie de mapas y conclusiones prácticas con diversos temas que, en 
su conjunto, proporcionan un enfoque ambiental, legal y económico que brindan al usuario las 
herramientas necesarias para la toma de decisiones y solicitud de estudios específicos en caso 
necesario para una decisión final.  
 
INTRODUCCIÓN 
Datos de INEGI señalan que anualmente se crean alrededor de 37,800 empleos en los gremios 
ladrilleros, logrando un valor de la producción de 3,117 millones de pesos. Sin esta actividad miles 
de familias se quedarían sin el sustento diario, lo cual representaría un enorme problema social para 
el gobierno de México. Muchos de los grupos productores de ladrillo artesanal se han dedicado toda 
su vida al oficio de ladrillero como negocio familiar, por lo tanto, se hace más difícil su transición a 
otro oficio o actividad productiva, por lo cual muchos de los productores, a pesar de las condiciones 
de subsistencia en que habitan (viviendas junto a los hornos ladrilleros) siguen trabajando en dicho 
oficio. 
Desgraciadamente el oficio ladrillero afronta riesgos de sobrevivencia, ya que son pocos los cambios 
sustanciales desde épocas ancestrales, lo que ha provocado que en el proceso productivo se 
generen ineficiencias y efectos nocivos para habitantes de zonas habitacionales y de las personas 
que participan en la fabricación del ladrillo. En las zonas geográficas donde se ubican ladrilleras 
artesanales, siempre se han generado problemas relativos a los niveles de emisión de 
contaminantes, motivo por el cual los habitantes aledaños a las ladrilleras se manifiestan por la 
desaparición o reubicación de éstas. Esta situación pone en peligro la sobrevivencia de las ladrilleras, 
porque las zonas urbanas de México se van extendiendo y hay más restricciones para la adquisición 
de algunos combustibles como la leña y también los bancos de tierra son más escasos. 

mailto:ncruz@ciatec.mx
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En México existen alrededor de 9,500 hornos ladrilleros distribuidos en las principales zonas urbanas 
de la Megalópolis (Hidalgo, Tlaxcala, Puebla, Morelos, Ciudad de México y Estado de México), así 
como en Jalisco y Guanajuato. La fabricación del ladrillo artesanal, al ser una actividad realizada por 
trabajadores pertenecientes al estrato social más vulnerable, se establecieron en lo que alguna vez 
fue la periferia urbana sin ninguna visión de regulación territorial. El constante crecimiento urbano e 
industrial, originó la reducción de la zona de amortiguamiento entre las zonas ladrilleras y urbana, 
creando molestia por las emisiones contaminantes y generación de olores. Por otro lado, la ubicación 
de dichas zonas ladrilleras se hizo sin ninguna visión relativa al análisis de riesgos naturales o 
antropogénicos, lo que conlleva al incremento del grado de peligro (probabilidad de ocurrencia de un 
agente perturbador potencialmente dañino de cierta intensidad, durante un cierto periodo y en un 
sitio determinado), vulnerabilidad (susceptibilidad o propensión de un agente afectable a sufrir daños 
o pérdidas ante la presencia de un agente perturbador, determinado por factores físicos, sociales, 
económicos y ambientales) y riesgo (daños o pérdidas probables sobre un agente afectable, 
resultado de la interacción entre su vulnerabilidad y la presencia de un agente perturbador) en dichas 
zonas de trabajo.  
 

 
Figura 1. Ubicación de ladrilleras y crecimiento urbano en el tiempo. 

 
Varios estudios han demostrado la eficacia de la conjunción de los Sistemas de Información 
Geográfica (SIG) con el Análisis Multicriterio (AMC), con el objetivo de crear alternativas a los actores 
implicados en la toma de decisiones relativas a temas ambientales. Existen metodologías relativas 
a la aplicación de SIG con AMC para determinar la ubicación más apropiada de sitios destinados al 
confinamiento lógico y ordenado de residuos sólidos urbanos, para la ubicación de rellenos 
sanitarios, para la creación de parques industriales, entre otros. La planificación, en el sentido 
territorial, se define como el proceso de minimizar las diferencias entre las condiciones deseadas y 
las condiciones actuales, pudiendo ser reiterativo, ya que las condiciones deseadas, como las 
actuales, varían en el tiempo por lo que se pueden revisar y ajustar permanentemente. 
Los Sistemas de Información Geográfica (SIG) resultan esenciales para el análisis de problemas de 
localización, ya que permiten estimar distancias y separaciones entre múltiples entidades espaciales, 
y su combinación con técnicas de Análisis Multicriterio (AMC) permite ubicar, analizar y seleccionar 
polígonos óptimos y seguros para creación de parques ladrilleros tratando de guardar un equilibrio 
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entre el medio ambiente, el análisis de la presencia de peligros naturales, y la continuidad de una 
actividad económica. 
 
JUSTIFICACIÓN 
La naturaleza de la superficie terrestre por si sola ofrece un sinnúmero de espectáculos que se han 
conformado a través de eones de intemperismo y accidentes geológicos, cuyo resultado guarda un 
cieUWR RUdeQ ³QaWXUal´, el cXal WieQde a gXaUdaU XQ eTXilibUiR cXaVi SeUfecWR, bajR lRV SaUiPeWURV 
medibles por el ser humano. Este orden impuesto por la historia geológica se ve expuesto a 
modificaciones conforme el ser humano extiende las fronteras establecidas para los centros urbanos, 
áreas de aprovechamiento de insumos naturales y transforma de forma irreversible el equilibrio inicial 
del medio ambiente. Desde los albores de la civilización, se han aprovechado las materias primas 
naturales como medio de construcción de viviendas, caminos, puentes, etc., en general; el ser 
humano aprendió a utilizar, moldear y transformar los materiales existentes y cercanos a su zona de 
movilidad para su beneficio.  
El caso de estudio se aboca a la utilización de materiales térreos para la fabricación artesanal de 
productos derivados de la transformación de las arcillas (recocidas o no), este noble y adaptable 
material de construcción ha acompañado el crecimiento de las pequeñas y grandes ciudades del 
mundo, y en el caso de México no es la excepción. Pese a existir materiales que ofrecen otro tipo de 
cualidades (térmicas, estructurales, ligeras, etc.), el ladrillo artesanal se encuentra impregnado en la 
idiosincrasia de la población, probablemente por herencia cultural y familiar; además de la natural 
aspiración de ver convertido el hogar en una zona de refugio que evoque los sentimientos del 
pasado. Sea cual sea el caso, la región centro occidente de México se caracteriza por ser la de 
mayor utilización de estos materiales, por lo que la demanda de estos productos continuará vigente 
en las próximas décadas de desarrollo. 
Sin embargo, cualquier aprovechamiento de los recursos naturales acarrea de forma directa 
problemas ambientales que son evidentes a la población y más aún, si se generan afectaciones 
indirectas aún a kilómetros de distancia de los centros de aprovechamiento o producción. Para el 
caso de las ladrilleras artesanales, utilizan hornos de cocción que no necesariamente son eficientes 
en el aprovechamiento calorífico, además de que el material utilizado como fuente de energía 
calorífica ha sido motivo de discusiones, observaciones ambientales y discusiones recurrentes entre 
especialistas del tema. Lo que es una realidad, es que las zonas donde se ubican los hornos 
ladrilleros han sido alcanzadas por el crecimiento de las zonas urbanas, haciendo evidentes los 
problemas ambientales (afectaciones a la calidad del aire, deforestación no controlada, uso de 
material combustible altamente contaminante, etc.), además de los problemas sociales en los que 
se encuentran las familias dedicadas a estas labores (pobreza, desnutrición, falta de servicios 
médicos, etc.).  
Estas acciones han permitido que los gobiernos de los tres niveles dediquen esfuerzos para mejorar 
las condiciones sociales y ambientales del sector ladrillero, en donde una de las soluciones radica 
en la generación de parques ladrilleros que permitan la continuidad ordenada de esta actividad, 
previendo un control del sector y logrando un equilibrio entre el aprovechamiento de recursos 
naturales (insumos), centro productivo y la comercialización de los productos. Es bajo este énfasis 
que la aplicación de los métodos de análisis multicriterio toma un papel de importancia para la 
selección de un sitio de operaciones, mediante el cual se tome en cuenta las variables necesarias 
para asegurar el éxito del centro productivo en el corto y mediano plazo. Esto último expone la 
importancia de establecer y distinguir las peculiaridades de una región permite entender su dinámica 
al interior de ella misma (Rosas, García, López & Manzo, 2015). 
En una definición simple, un Análisis Multicriterio incluye un conjunto de técnicas que permiten 
fundamentar los procesos de toma de decisiones (Malczewski, 2006,). La base de estos métodos 
parte de la integración de criterios de evaluación acordes al tema que se desea evaluar y que, de 
acuerdo con su ponderación, acotan los desempeños más adecuados de acción (Uribe, Geneletti, 
Del Castillo & Osri, 2014). Dado que estos métodos han sido ampliamente utilizados en el pasado 
para distintos fenómenos experimentales e incluso sociales, su adaptación a un caso de estudio 
como lo es la selección de un centro de fabricación artesanal de productos derivados de arcilla 
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resulta atractivo y ofrece resultados que permitirán tomar decisiones más acertadas para el beneficio 
de los productores, las instancias gubernamentales y la sociedad en sí misma. 
Para la selección de los parámetros o criterios a evaluar, es necesario tomar en cuenta los 
requerimientos del proceso de fabricación, los insumos requeridos, las áreas mínimas, etc. Sumado 
a lo anterior, se deberá evaluar las condiciones del medio físico del territorio (predios) sobre los 
cuales se realizará la evaluación multicriterio. Dentro de la matriz de análisis, de forma imperativa se 
deberá analizar las afectaciones al medio ambiente y las consecuencias a corto y largo plazo que la 
operación de estas labores atraerá. La complejidad que implica la integración y síntesis ambiental 
ha incrementado el interés por las técnicas de evaluación multicriterio, que en asociación con los 
Sistemas de Información Geográfica (SIG) permiten analizar de manera simultánea la heterogenei-
dad ambiental de una condición o proceso específico (Ceballos-Silva & López-Blanco, 2003; 
Geneletti, 2007). En estos principios radica la base de análisis multicriterio específico para el caso 
de estudio, en donde no solo son analizados los factores físicos del medio, sino que se contrastan 
las características requeridas y operativas en conjunto con la normativa existente para estas 
actividades, además de las recomendaciones generales de los centros de población cercanos a los 
predios que se estarán evaluando. 
El fundamento para la aplicación de los análisis multicriterio radica en la posibilidad de realizar un 
análisis mayormente asertivo, en el cual se pondere de forma eficaz cada variable de interés, 
permitiendo obtener un resultado en el que se defina la mejor selección del sitio de aprovechamiento 
y producción; reduciendo la incertidumbre a un nivel aceptable para la sociedad. 
 
METODOLOGÍA 
La metodología se realizó en cinco procesos diferentes y consecuentes, mismos que se pueden ver 
en la Figura 2, y que se describirán cada uno para indicar que se realizó en cada uno de los procesos. 
Como ya se mencionó son subsecuentes y se comenzó con la revisión de la normatividad que 
básicamente son los criterios de selección, posteriormente fue la recopilación de información, ya que 
se sabía que debíamos evaluar se colecto la información y se procesó en el Sistema de Información 
Geográfica  para poder hacer el análisis multicriterio para la selección del sitio que cumpliera con 
todos los requisitos de la normatividad municipal y estatal aplicable, una vez seleccionado el predio 
se realizó el diseño de las áreas y su distribución en el sitio. 

 
Figura 2. Proceso metodológico para el desarrollo del proyecto. 

 
a) Revisión de Normatividad 
Los parámetros y rangos que se utilicen para la selección del sitio serán documentados y 
referenciados de la normatividad aplicable y vigente. Los criterios son en pro de preservación del 
medio ambiente y protección a la población sin afectar las actividades de los productores, es por 
esto que se tienen los criterios físicos de selección y los criterios de exclusión de las zonas protegidas 
o vulnerables.Los criterios que se consideran son físicos, es decir, distancias desde los centros 
urbanos, ubicación de sitios de almacenamiento de gas o hidrocarburos, centros de salud, vías de 
comunicación, y las mejores condiciones medioambientales como son dirección de vientos, lejanía 
de cuerpos de agua, proveedores de materia prima, entre otros. También se enlistaron los temas 
que no son negociables y que deberán considerarse como zonas de exclusión, como pueden ser 
Áreas Naturales Protegidas, Ecosistemas protegidos, zonas arqueológicas, zonas de fallas 
geológicas y hundimientos, entre otras.  
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b) Recopilación de la información 
Teniendo claro el objetivo se revisarán las páginas web de las dependencias oficiales como INEGI, 
SMN, CONAGUA, CONABIO, SGM, CONAFOR, CONANP, SAGARPA, SEMARNAT, SCT, entre 
otras para obtener información correspondiente al área de estudio. 
También se solicitará la información correspondiente a las dependencias municipales como son 
Desarrollo Urbano, Catastro, Obras Públicas, Planeación, Coordinación General de Desarrollo 
Económico y Combate a la Desigualdad, Protección Civil Municipal y Estatal, SIAPA y Comisión 
Federal de Electricidad principalmente. 
De cada una de ellas se deberá revisar que cuenten con la georreferenciación correspondiente, 
proyección adecuada y consistente entre todas las capas, además de los metadatos (información 
particular dentro de la capa), y se utilizará la información para la realización de los mapas temáticos. 
 
c) Procesamiento en el Sistema de Información Geográfica (SIG) 
Con la información proporcionada por las autoridades y la que se puede obtener en las páginas web 
de las dependencias oficiales como INEGI, SMN, CONAGUA, CONABIO, SGM, CONAFOR, 
CONANP, SAGARPA, SEMARNAT, SCT, entre otras, de las cuales se obtendrán las capas en 
formato shape (*.shp), autocad (*.dwg) o cualquier otro sistema en que se tengan. Con la información 
antes mencionada se trabajará en el Sistema de Información Geográfica (SIG) con el software 
denominado ArcGis versión 10.5 de ESRI, donde se trabajarán las capas de información para la 
elaboración de los mapas temáticos, así como la clasificación por aptitud de los criterios obtenidos, 
misma que se realizara con el cruce de capas de información de interés para tener las zonas con 
mayor aptitud dentro del territorio municipal. 
 
d) Análisis multicriterio del territorio 
El procedimiento es un análisis de la información geográfica que se indica más adelante en el 
software ArcGis y la sobreposición de unas con otras para generar los polígonos o radios de 
resguardo o restricción. Las capas de información utilizadas fueron entre otras: fisiografía, 
geología, edafología, hidrología superficial, hidrología subterránea, uso de Selo, vegetación 
existente, asoleamiento, temperatura promedio, precipitación, y vientos predominantes. Los radios 
o buffers que se generaron en función de los criterios de selección. 
 
e) Selección del sitio mejor evaluado 
Una vez realizado el proceso en el SIG, se obtendrán el mapa clasificado por aptitud en los diferentes 
temas o criterios con los que se trabaja dados por la normatividad aplicable. Cabe mencionar que 
con este mapa se podrán tomar decisiones, y se deberán reforzar con las revisiones de las 
autoridades ambientales responsables del proyecto por parte del municipio. 
 
DESARROLLO 
La metodología desarrollada parte con la identificación de las zonas ladrilleras, las cuales 
regularmente se localizan conglomeradas en la periferia, o dentro de la zona urbana; la identificación 
puede realizarse mediante la consulta de diagnósticos ladrilleros que previamente se hayan 
realizado en la zona de estudio, la revisión del padrón de grupos o gremios ladrilleros dados de alta 
ante las autoridades competentes, o bien realizando el análisis de imágenes satelitales tipo Landsat 
8, como se observa en la Figura 3. 
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Figura 3. Mapa de ubicación de ladrilleras en zona urbana. 

 
Se realiza la proposición de criterios cualitativos y cuantitativos mediante la aplicación de técnicas 
de AMC, las cuales consideran de forma simultánea distintos criterios para la toma de decisiones. 
Estos criterios podrán ser de dos tipos: factores y restricciones; un factor es un criterio que permite 
definirse en favor de una alternativa, y en contra de otra, al comparar los resultados de medir, 
cuantitativamente, el valor alcanzado en cada una de ellas; a manera de ejemplo, la localización de 
la industrial ladrillera puede ser evaluada respecto a una serie de factores: proximidad a las vías de 
comunicación, proximidad a la ciudad, precio del terreno, pendiente del terreno, etc. Por otra parte, 
los criterios restrictivos limitan la posibilidad de considera alguna alternativa, excluyendo zonas de 
forma definitiva, que en el caso de un parque ladrillero, los ejemplos pueden ser terrenos con 
pendientes mayores del 10%, terrenos destinados a la agricultura de grado alimenticio, áreas 
naturales protegidas decretadas bajo la categoría de protección, etc. 
Posteriormente se crea una base de datos cartográfica de la zona de estudio; dentro de la 
información base se deben considerar capas de información base, así como de Atlas de Riesgos 
Estatales o Municipales existentes. Es importante la revisión de zonas de exclusión, definidas como 
aquellas áreas destinadas para la protección de ecosistemas o para el desarrollo humano, como son 
áreas de crecimiento urbano, zonas agrícolas, áreas naturales protegidas, cuerpos de agua, zonas 
de laderas, áreas forestales, entre otras; con ello se obtendrá un primer filtro de análisis para la 
delimitación de polígonos potenciales. 
Se eligió el Proceso de Análisis Jerárquico (PAJ), el cual se basa en la selección de manera 
ponderada mediante el uso de una matriz de comparación de pares y bajo niveles de relevancia por 
prioridades; los parámetros de prioridad estarán dados con base en la revisión de normatividad 
municipal, estatal o federal aplicable, según sea el caso de la zona de estudio, como pueden ser 
físicos (distancia con respecto a centros urbanos, líneas de conducción de hidrocarburos, cuerpos 
de agua, etc.), infraestructura (cobertura de servicios básicos, densidad de población, redes de 
transporte, etc.), y para los cuales, la normatividad vigente marca distancias mínimas, lo que permite 
proponer alternativas para zonas aptas, moderadamente aptas, y no aptas, según el parámetro a 
analizar. Algunos de los criterios seleccionados para el presente ejercicio se describen en el Cuadro 
1 clasificados por categoría de análisis: 
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Cuadro 1. Criterios propuestos para el análisis de selección. 
Categoría Subcategoría Factor Wc Wf WcWf N 

Ambiental 

Emisiones 
CO2 

36% 

0.150 0.054 5.400 
PM10 0.150 0.054 5.400 
PM2.5 0.150 0.054 5.400 

Físico 

Hidrología superficial 0.080 0.029 2.880 
Hidrología subterránea 0.080 0.029 2.880 
Edafología 0.100 0.036 3.600 
Pendiente 0.100 0.036 3.600 
Geología 0.050 0.018 1.800 
Uso de suelo 0.050 0.018 1.800 
Infraestructura vial 0.090 0.032 3.240 

Riesgos 
naturales 

Hidrometeorológico 
Zonas de inundación 

38% 

0.200 0.076 7.600 
Sequías 0.200 0.076 7.600 
Heladas 0.200 0.076 7.600 

Geológico Sismos 0.200 0.076 7.600 
Laderas 0.200 0.076 7.600 

Social 

Cadena de valor 

Compra de combustibles 

26% 

0.250 0.065 6.500 
Compra de materia prima 0.300 0.078 7.800 
Cercanía a puntos de 
venta 0.100 0.026 2.600 

Salud Cercanía a centros de 
salud 0.150 0.039 3.900 

Población y 
vivienda 

Cercanía a los centros de 
población 0.050 0.013 1.300 

Acceso a servicios 
básicos 0.150 0.039 3.900 

Wc: Ponderación por categoría 
Wf: Ponderación por factor 
N: Normalización 

 
Definidos los parámetros de evaluación se establece la escala de análisis: regla 1: Parámetro A es 
igualmente preferido al Parámetro B, regla 2: Parámetro A es moderadamente preferido a Parámetro 
B, hasta llegar a regla n: Parámetro X es extremadamente preferido a Parámetro B, para obtener un 
peso por importancia considerada. Posteriormente, el método PAJ indica la obtención del vector 
prioridad o normalización de la matriz de comparación de pares dividiendo el valor de cada celda 
entre la sumatoria de la columna correspondiente. Obtenidos los valores de prioridad, se procede a 
la WUaQVfRUPaciyQ de la caSa cRUUeVSRQdieQWe WiSR ³VhaSe´ a ³UaVWeU´, \ cRQ el ilgebUa de PaSaV, Ve 
realice el cruce de información por criterio, para zonas aptas, moderadamente aptas o no aptas. 
 
RESULTADOS  
Se identificaron 6 predios mediante la metodología, así como la propuesta de 4 sitios que de igual 
manera se evaluaron con el AMC y PAJ. Los 10 predios, se catalogaron de acuerdo a su posibilidad 
de ser ocupados por un parque ladrillero, como se observa en el Cuadro 2 y Figura 4. 
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a) b) 

 
Figura 4. Polígonos irregulares resultantes obtenidos mediante la aplicación de la metodología 

propuesta; figura a) municipio, figura b) acercamiento a polígonos irregulares resultantes. 
 
Cuadro 2. Clasificación de los predios ubicados dentro del municipio de San Pedro Tlaquepaque. 

Origen Polígonos Clasificación 

Ubicados 
en el SIG 
por AMC 

Sitio 1 Dentro de Área Natural Protegida Estatal 
Sitio 2 Zona agrícola 
Sitio 3 Zona agrícola 
Sitio 4 Zona agrícola 
Sitio 5 Zona agrícola 
Sitio 6 Zona agrícola 

Propuestos 

Predio 7 A la vista de centros escolares y médicos 
Predio 8 Banco de material abandonado 
Predio 9 Cerca de vialidades y estaciones de servicios 
Predio 10 Dentro de un fraccionamiento en desarrollo 

 
Dado que algunos de los sitios que se encuentran cerca o dentro de las zonas agrícolas no son 
opción ya que no debe verse comprometido el suministro alimenticio, se descartaron 5 de los 10 
sitios, uno más por encontrarse en un Área Natural Protegida, otro más por el excesivo costo del 
terreno. Se analizaron 3 predios a detalle. 
El predio numero 8 fue el que se consideró con mejores posibilidades de usarse adecuadamente 
para el trabajo físico característico del oficio, en la Figura 5 se pude observar su ubicación y 
características generales. 
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Figura 5. Predio seleccionado (polígono blanco) para el desarrollo de un centro de trabajo de 

producción de ladrillo artesanal. 
 
El resultado de la metodología de AMC y PAJ fueron polígonos irregulares pero ponderados de 
acuerdo a una normatividad; la selección del polígono óptimo quedará en manos de la autoridad 
correspondiente quien, con base en una consulta entre autoridades y productores, podrán elegir el 
polígono que cubra con los reglamentos en materia de protección ambiental y civil, así como las 
necesidades de los productores. 
 
CONCLUSIONES 
Las bondades de la aplicación de la presente metodología dan como resultado tanto la detección de 
polígonos óptimos analizados con base en los criterios seleccionados, así como el análisis de 
polígonos existentes con los que las autoridades ya cuenten, pero que desconocen si dichos 
polígonos cumplen con la normatividad en materia ambiental y de análisis de riesgos, por lo que esta 
metodología se puede replicar a ambos casos, facilitando la toma de decisiones para las autoridades. 
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RESUMEN   
Describimos un sistema robusto para recuperar la fase usando un algoritmo de desenvolvimiento de 
fase temporal y una cámara pixelada sensible a la polarización de la luz. Considerando las 
características del sensor de polarización y su capacidad para adquirir simultáneamente, los 
interferogramas desplazados en cuatro fases de manera estable, proponemos el uso de una técnica 
de desenvolvimiento de fase temporal para simplificar el procedimiento de recuperación de fase en 
eventos dinámicos.  
Se analizaron dos objetos de fase dinámica mostrando variaciones temporales del índice de 
refracción: a) la flama de un encendedor y b) el movimiento de una muestra biológica. Se utilizo un 
interferómetro de Michelson acoplado a una cámara polarizada pixelada. 
También demostramos que, al combinar el sensor polarizado con los algoritmos de desenvolvimiento 
de fase temporal, no solo se simplifica el procedimiento de desenvolvimiento de la fase, sino que 
también se reduce el tiempo de cálculo en un orden de magnitud en comparación con otros 
algoritmos. En el enfoque adoptado, cada píxel se procesa independientemente obteniendo la 
diferencia de fase para un tiempo específico abriendo la posibilidad de análisis en tiempo real.  
 
INTRODUCCIÓN  
En interferometría existen numerosos métodos para el análisis cuantitativo de fase [1±4]. Estos se 
pueden agrupar en técnicas de demodulación de fase espacial y temporal. Los algoritmos de 
interferometría de cambio de fase pertenecen al primer grupo, requieren al menos tres 
interferogramas, mientras una modulación de fase controlada es introducida. Esto limita su uso al 
estudio de eventos estáticos. En el segundo grupo, están las técnicas de demodulación de fase 
temporal, apropiadas para analizar eventos dinámicos como desplazamientos, vibraciones de 
objetos sólidos y caracterización de metasuperficies [5]. Sin embargo, estas técnicas requieren una 
adquisición simultánea de múltiples imágenes, que exigen una configuración óptica complicada o 
costosa para su implementación, pero con posibilidades de análisis y mediciones en tiempo real.  
Las cámaras polarizadas-pixeladas consisten en un analizador espacial variante que se alinea píxel 
a píxel en el sensor de la cámara [1,2,6]. Con el desarrollo de estos dispositivos, se han propuesto 
varias aplicaciones para analizar fenómenos de birrefringencia [1,2], así como la implementación de 
nuevos esquemas interferométricos [1].  
En los últimos años, se ha dedicado un esfuerzo considerable al desarrollo de nuevos métodos de 
demodulación de fase para medición de fenómenos dinámicos [7-12]. Por ejemplo, en [3] se presenta 
un algoritmo sin errores de desentonamiento y sin descartar píxeles del sensor CCD. En [4], se 
propone un algoritmo que emplea la respuesta de frecuencia espacial y en [7], se empleó un 
algoritmo de cambio de fase temporal para eliminar armónicos complejos producidos por respuestas 
no lineales de la cámara CCD. Recientemente en [13], un algoritmo de demodulación de fase 
espacio-temporal, fue implementado en el dominio de la frecuencia empleando la transformada de 
Fourier 3D.  Estas propuestas consideran la arquitectura de la cámara polarizada con un reductor de 
ruido, sin embargo, es necesario realizar un proceso de desenvolvimiento, el cual aumenta 
considerablemente tiempo de cálculo, haciendo inadecuado su uso para el análisis en tiempo real. 
En años recientes, numerosos algoritmos de desenvolvimiento de fase han sido introducidos, entre 
lRV PiV UeleYaQWeV eVWiQ ³ShaVe fUiQge cRXQWiQg/VcaQQiQg WechQiTXeV´ [14,15], ³cellXlaU aXWRPaWa 
PeWhRdV´ [16±20], ³bUaQch cXW PeWhRdV´ [21±23] y algoritmos de desenvolvimiento temporal [24±26]. 
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En este trabajo, mostramos un algoritmo de desenvolvimiento de fase temporal para ser usado en 
eventos de interferometría dinámica, combinando el proceso de demodulación de fase y 
desenvolvimiento en un solo paso. La propuesta considera la dependencia temporal de los datos 
adquiridos entre dos cuadros consecutivos. 
 
PARTE EXPERIMENTAL 
La Fig. 1(a) muestra el diagrama experimental implementado previamente en [13]. El sistema se 
basa en un interferómetro tipo Michelson (PMI) empleando una cámara polarizada-pixelada para 
obtener cuatro cambios de fase (interferogramas) en una sola captura. Se usó un láser (𝜆 = 532 nm) 
polarizado linealmente a 45° después de pasar por el primer polarizador (𝐿𝑃45°). Solo el haz de luz 
transmitido a través del primer divisor de haz (BS) se utiliza, mientras que el haz reflejado se 
descarta. El divisor de haz polarizado (PBS) divide la entrada en dos haces: el haz reflejado, con 
polarización paralela, pasa a través de la muestra y el otro se transmite con polarización 
perpendicular, funcionando como el haz de referencia.  Debido a las propiedades del PBS, el objeto 
y el haz de referencia llevan estados de polarización lineal a 0° y 90°, respectivamente.  Las 
imágenes del interferograma son capturadas cuando pasan a través del primer BS, el sistema 
imagen (L1, L2) llegando al CCD. La placa de cuarto de onda (𝑄𝑊𝑃45°), cuyo ángulo es de 45°, se 
utilizó para obtener haces polarizados circularmente en la dirección opuesta, que luego interfieren 
en el plano del CCD. Para mejorar el contraste del interferograma se utilizó un filtro espacial y un 
sistema de reducción de speckle (Optotune, modelo LSR-3005).  
La máscara polarizadora en la cámara CCD (Photonics Lattice, modelo PI-100) [2] se basa en un 
cristal fotónico, con una longitud de onda de trabajo de 533 nm., ver Fig. 1(b). La cámara CCD tiene 
una resolución espacial de 1024 î 1360 St[eleV cRQ XQ WaPaxR de St[el de 6 î 6 ȝP \ XQa YelRcidad 
de 10 fps. El conjunto de polarizadores está compuesto por un superpíxel con cuatro orientaciones, 
que se replica a través del sensor CCD. La Fig. 1(c) muestra un cuadro extraído de la secuencia de 
video adquirida, y la Fig. 1(d) representa los cuatro interferogramas demultiplexados. 
 

 
Fig. 1 Configuración experimental. (a) Interferómetro de Michelson acoplado con una cámara 

polarizada-pixelada. (b) Conjunto de micropolarizadores compuesto por un 
analizador variante espacial replicado en el sensor CCD. (c) Interferograma polarizado-pixelado y 

(d) interferograma demultiplexado en cuatro cambios de fase de ࣊/૛.  
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En los algoritmos más comunes de procesamiento de fase, la imagen detectada por la cámara 
polarizada, ver Fig. 1(c), se descompone en cuatro interferogramas donde existe un corrimiento de 
fase de ࣊/૛  entre cada uno, ver Fig. 1(d). Para este caso, se puede emplear el algoritmo de 
recuperación de fase estándar de cuatro pasos:  
  

I ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚ ൌ ૚ି࢔ࢇ࢚  ቈ
𝑰૛ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚ െ 𝑰૝ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚
𝑰૚ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚ െ 𝑰૜ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚

቉ 
(1) 

donde, ሺ࢏, ,࢐ ,࢏ሻ representa las coordenadas espaciales ሺ࢚ ሻ࢚ሻ  y temporal ሺ࢐ .  𝑰૚ሺ࢏, ,࢐ ,ሻ࢚ 𝑰૛ሺ࢏, ,࢐ ,ሻ࢚
𝑰૜ሺ࢏, ,࢐ ,࢏ሻ y 𝑰૝ሺ࢚ ,࢐  ሻ son los interferogramas de la fase multiplexada en cada frame de intensidad࢚
capturado por la cámara polarizada-pixelada. La Ec.(1) devuelve una fase envuelta en un rango de 
૛࣊ donde posteriormente es necesario aplicar técnicas de desenvolvimiento pudiendo resultar en un 
alto costo computacional al momento de analizar escenas dinámicas. 
El algoritmo de desenvolvimiento de la fase temporal calcula la diferencia de fase, 𝛥𝜙, entre dos 
mapas de fase obtenidos de dos frames consecutivos temporalmente. Es decir, estos fueron 
tomados en un momento ሺ࢚ሻ y ሺ࢚ െ ૚ሻ, respectivamente. En nuestro caso, cada frame de intensidad, 
𝑰ሺ࢏, ,࢐  ሻ, capturado por la cámara polarizada se divide en 4 interferogramas con desplazamiento de࢚
fase ሾ𝑰૚ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚ ൌ 𝑰ሺ૛࢏ െ ૚, ૛࢐ െ ૚, ,ሻ࢚ 𝑰૛ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚ ൌ ሺ૛࢏, ૛࢐ െ ૚, ,ሻ࢚ 𝑰૜ሺ࢏, ,࢐ ሻ࢚ ൌ 𝑰ሺ૛࢏ െ ૚, ૛࢐, ,࢏ሻ y 𝑰૝ሺ࢚ ,࢐ ሻ࢚ ൌ
𝑰ሺ૛࢏, ૛࢐, ,࢏ሻሿ donde ሺ࢚  ሻ  representa el número࢚ሻ son la posición del píxel en la imagen adquirida y ሺ࢐
del cuadro en la secuencia. 
En búsqueda de la simplicidad, a continuación, omitiremos la dependencia de las funciones 𝑰 y I en 
las coordenadas espaciales ሺ࢏,  ሻ.  La diferencia de fase, de manera temporal, se puede obtener࢐
como [24]: 
 

'I ሺ࢚ሻ ൌ ૚ି࢔ࢇ࢚  ቈ
'𝑰૝૛ሺ࢚ሻ'𝑰૚૜ሺ࢚ െ ૚ሻ െ '𝑰૚૜ሺ࢚ሻ'𝑰૝૛ሺ࢚ െ ૚ሻ 
'𝑰૚૜ሺ࢚ሻ'𝑰૚૜ሺ࢚ െ ૚ሻ െ '𝑰૝૛ሺ࢚ሻ'𝑰૝૛ሺ࢚ െ ૚ሻ

቉ 
(2) 

 
donde  '𝑰࢈ࢇሺ࢚ሻ ൌ 𝑰ࢇሺ࢚ሻ െ 𝑰࢈ሺ࢚ሻ  y  '𝑰࢈ࢇሺ࢚ െ ૚ሻ ൌ 𝑰ࢇሺ࢚ െ ૚ሻ െ 𝑰࢈ሺ࢚ െ ૚ሻ . La fase desenvuelta en 
cualquier momento se puede recuperar calculando la suma de fases de ࢚ ൌ ૚ a ࢚ ൌ  a lo largo de ,࢙
la dirección ࢚ como: 
 

I ሺ࢙ሻ ൌ Iࢌࢋ࢘ሺ࢚ሻ ൅෍∆I ሺ࢚ሻ
࢙ୀ࢚

ୀ૚࢚

 
(3) 

 
donde Iࢌࢋ࢘ሺ࢚ሻ representa la fase de referencia de un frame dado, que se recupera utilizando el 
algoritmo común de recuperación de fase de 4 pasos proporcionado por la Ec.(1) y un procedimiento 
de desenvolvimiento de fase espacial 2D [13]. La información recuperada en la Ec.(3) representa la 
fase desenvuelta para cualquier tiempo, es decir, podemos evaluar la fase desde un tiempo ࢚ ൌ ૚ 
hasta el último evento o hasta un tiempo dado, ࢙ . Cabe hacer mención, que solo se necesita 
recuperar una fase de referencia utilizando el algoritmo de demodulación de fase estándar en 
conjunto con el desenvolvimiento de fase.  
 
RESULTADOS  
Para verificar la efectividad de la propuesta, dos conjuntos de datos fueron adquiridos anteriormente 
en ref [13]. Estos datos se utilizaron como datos de entrada para ser usados con el algoritmo de 
desenvolvimiento de fase temporal. En el primero, las variaciones del índice de refracción fueron 
generadas por la flama de una antorcha de alta temperatura (modelo PT-XT, SOTO) [27], ubicada 
en un brazo del interferómetro. En el segundo caso, la variación del índice de refracción se genera 
por el movimiento de una muestra biológica.  
A manera de comparación, también se implementó el procedimiento empleado en [13] donde los 
autores utilizaron un algoritmo de demodulación de fase a través de una transformada de Fourier 3D 
(FFT 3D) para obtener la fase envuelta, y el proceso de desenvolvimiento se realiza cuadro a cuadro 
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empleando el algoritmo de Goldstein de desenvolvimiento de fase 2D [28-29]. La Fig. 2 muestra los 
resultados obtenidos con ambos algoritmos procesando el mismo frame: en la Fig. 2(a) se emplea 
el método de desenvolvimiento de la fase temporal y en Fig. 2(c) método frame a frame. Mientras 
que la Fig. 2(b) y (d) representan el perfil de la variación temporal observada una línea blanca que 
se muestra en la Fig. 2(a) y (c). Finalmente, en Fig. 2(e) mostramos una comparación de la fase en 
función del tiempo, usando tres píxeles, vea las líneas azules, rosa y negra en la Fig. 2(b) y (d), en 
estas imágenes, podemos observar que ambas fases presentan perfiles similares.  
Del video de la flama, consideramos 336 cuadros (33.25 s) con una región de interés delimitada de 
650 × 490 píxeles. Usando el método cuadro a cuadro, el tiempo de procesamiento fue de 749.89s 
(21.3s para la demodulación de fase FFT ૜𝑫 y 728.59s para el proceso de desenvolvimiento de 
fase).  Usando el algoritmo de desenvolvimiento de fase temporal el tiempo total de procesamiento 
fue de 45.3 s.  En términos de procesamiento de cuadros por segundo, la metodología cuadro por 
cuadro tiene una velocidad de 0.44 fps., también se implementó el algoritmo phase shifting de 4 
pasos con el que se obtuvo 0.77fps., mientras que nuestra propuesta utilizando el algoritmo de 
desenvolvimiento temporal es de 7.41 fps.  
 
 

 
Fig. 2 Fase desenvuelta: (a) empleando el método de desenvolvimiento de fase temporal y (c) 

usando el método de cuadro a cuadro descrito en [13]. (b) y (d) muestran el perfil de la variación 
temporal de una línea y (e) muestra el perfil de la evolución temporal de la fase en tres píxeles para 

ambas técnicas. 
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El segundo experimento consistió en analizar el cambio en índice de refracción generado por el 
movimiento de un camarón (Palaemonetes paludosus [30]) y detectado por el interferómetro. La 
pecera se colocó en uno de los brazos del interferómetro y se adquirieron 47 frames, la región de 
interés fue de 480 × 1020 píxeles. 
La figura 3(a) muestra un frame (interferograma), el área dentro del cuadro blanco es la región 
procesada, la región oscura corresponde al camarón. La evolución temporal de la fase se calculó 
mediante: el desenvolvimiento de la fase temporal, el algoritmo phase shifting de 4 pasos y la 
demodulación de fase FFT 3D [13]. El tiempo de procesamiento con nuestro algoritmo fue de 11.9 s 
(3.94 fps.) mientras que para el algoritmo de phase shifting de 4 pasos fue de 100.99 s (0.46 fps.) y 
255 s (0.18 fps.) para la demodulación de fase FFT3D. La Fig. 3(b) muestra frames en diferentes 
tiempos. 
 

 
Fig. 3 Variación del índice de refracción de una muestra viva. (a) Frame extraído de la secuencia 

de video adquirida, la región limitada por la línea de puntos es el área analizada. El análisis se hizó 
después de que el camarón (región oscura) se moviera fuera del campo de visión. (b) Muestra 

cuatro fases recuperadas por algoritmo de desenvolvimiento de fase temporal. 
 
CONCLUSIONES 
Demostramos que usando un interferómetro de Michelson polarizado y algoritmos de 
desenvolvimiento de fase temporal, es posible analizar eventos dinámicos en tiempo real. 
Al interferómetro se acoplo un sensor CCD polarizado-pixelado con la capacidad de adquirir hasta 
10 fps.  para ser usado en conjunto con técnicas de interferometría dinámica, en combinación con 
algoritmos de desenvolvimiento de fase temporal, dándonos la ventaja de ser insensible a las 
fluctuaciones de la intensidad del láser. Nuestro enfoque muestra resultados similares a los 
presentados por otras técnicas anteriormente, pero con una reducción considerable en el tiempo de 
procesamiento, al menos un orden de magnitud.  Entre otras ventajas presenta la simplicidad para 
la implementación y posibilita la realización de mediciones de eventos dinámicos en tiempo real. 
Cada píxel se trata de forma independiente espacialmente, y el proceso de enmascaramiento evita 
la propagación del ruido de manera espacial. 
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RESUMEN   
El estudio  consiste en un proceso sistemático, organizado y experimental con la utilización de 
herramientas estadísticas (Método Taguchi, diseño de experimentos) que nos permiten analizar el 
comportamiento de las variables de estudio e identificar los factores que optimizan el cultivo y 
crecimiento de la planta sacazil.  
La planta Sacazil ( Echinocereus poselgeri)  es un cactus originario de México, crece en los estados 
de Coahuila, Durango, Nuevo León, San Luis Potosí, Tamaulipas ademas en Estados Unidos 
Americanos la podemos encontrar en el estado de Texas.Crece sobre todo con varios brotes y forma 
un bulbo.Es una especie sujeta a protección especial, por la SEMARNAT, NOM-059-SEMARNAT-
2010, Protección ambiental-Especies nativas de México de flora y fauna silvestres-Categorías de 
riesgo y especificaciones para su inclusión, exclusión o cambio-Lista de especies en riesgo).  
El tipo de investigación utilizado con respecto al periodo de recopilación es prospectivo, de acuerdo 
con el fenómeno estudiado es longitudinal, ya que las variables se medirán en varias ocasiones para 
obtener resultados acerca del crecimiento de la planta; experimental, porque son aplicados diseños 
de experimentos de 3 factores 2 niveles, para identificar las variables que afectan al cultivo de la 
planta y encontrar la opción óptima para su cultivo. La muestra utilizada en el experimento es de 4 
plantas en la etapa 1 y 8 plantas en la etapa 2. Las plantas fueron recolectadas en un rancho ubicado 
en el Municipio de Muzquiz, Coahuila. El instrumento utilizado para realizar la recopilación de datos 
es una hoja de verificación para el diseño de experimento, donde se anotaron las dimensiones de la 
altura en centímetros y grosor, su color inicial, posteriormente cada semana se registraban los 
progresos de la planta hasta completar un periodo de dos meses y agregar la medición del 
crecimiento de la raíz. Los resultados obtenidos: en la primera etapa de experimentación, las 
condiciones ideales para el crecimiento en centímetros de la planta y de la raíz fueron: el tipo de 
tierra debe ser mixta, se debe localizar en sol y la frecuencia de riego es cada 3 días.  Se continuó 
con el experimento en una segunda etapa, ya que en la investigación documental se observó que 
esta planta crece acompañada, y se realizó otro experimento midiendo otras variables de entrada 
por dos meses y se encontró que las condiciones ideales para el crecimiento en centímetros de la 
planta y del bulbo fueron las mismas: debe estar localizada en el suelo, debe estar acompañada de 
otra planta y se debe utilizar tierra de monte; para el crecimiento de la raíz. En esta etapa se llevó a 
cabo un análisis de varianza de tres factores y dos niveles para determinar si hay variación en el 
efecto de salida que es altura de la planta y longitud de la raíz en el cual se obtuvo que con un nivel 
de confianza del 95% el factor que estadísticamente afecta es que es recomendable sembrar en el 
suelo. De acuerdo con lo anterior se obtuvo una solución estadística para el cultivo de la planta 
sacazil.  
 
INTRODUCCIÓN  
En este estudio se desarrolla una investigación científica en la que a través de actividades basadas 
en un proceso sistemático, organizado y experimental utilizando el diseño de experimentos del 
Método Taguchi y el Análisis de varianza de tres factores y 2 niveles para cumplir con el objetivo 
para las condiciones ideales para cultivar la planta sacazil en la Región Carbonífera. Es así como en 
este estudio se muestran soluciones estadísticas para el cultivo de la planta sacazil, aunque cabe 
mencionar que la podemos localizar aquí en la región carbonífera en ranchos o praderas ya que en 
nuestra región tenemos suelo desértico y semiárido; siendo así más factible para cultivarla. 
La presente investigación tiene como objetivo definir un método para cultivar la planta sacazil en la 
Región Carbonífera. Para cumplir con lo anterior debemos conocer métodos del cultivo de algunas 
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de las especies de la familia cactáceas, definir métodos y variables que puedan influir en el 
crecimiento de la planta, analizar las variables que intervienen en el crecimiento de la planta, 
identificar las condiciones óptimas para el crecimiento de la planta. Con lo anterior se espera mejorar 
las condiciones de vida del sector rural y conservar la planta sacazil ya que de acuerdo con la 
SEMARNAT es considerada como una especie sujeta a protección especial. 
En la investigación se realizaron dos etapas de diseño de experimentos para poder encontrar las 
condiciones más factibles para su crecimiento y cultivo, en la primera etapa se analizaron el tipo de 
tierra, la localización en el sol y en la sombra y la frecuencia de riego están se consideraron como 
variables de entrada teniendo 2 niveles para cada factor, en la segunda etapa se determinó  como 
variables de entrada  la localización (maceta o suelo) la forma (individual o acompañada de otras 
plantas) y el tipo de tierra  en los dos etapas  las variables de salida fueron la altura de la planta y 
crecimiento de la raíz. 
 
TEORÍA  
La planta denominada sacazil, Echinocereus poselgeri (nombre científico) está distribuida en Nuevo 
León y Tamaulipas [7]. Echinocereus es el género más diverso en la tribu Echinocereeae con 64 
especies.  Se distribuye en el norte de América, desde el centro de México al centro de los Estados 
Unidos, abarcando 18 regiones biogeográfica de acuerdo con el resumen nomenclatura de 
Echinocereus y su clasificación infra genérica pertenece a la sección Wilcoxia, incluye Echinocereus 
leucanthus, poselgeri y waldeisii [5], crece sobre todo con varios brotes y forma un bulbo, patrón 
similar de dalias. Los delgados y cilíndricos brotes azules-verdes oscuros se estrechan hacia la 
punta. Miden de 60 a 120 cm de largo y tienen diámetros desde 1 hasta 2 centímetros. Tiene ocho 
a diez costillas bajas y discretas que no son tubérculos. Con una única espina central ligeramente 
aplanada, oscura de hasta 9 milímetros de largo. Los 8 a 16 espinas radiales blanquecinas o 
grisáceas tienen una punta más oscura y son 2 y 4,5 milímetros de largo. Las flores en forma de 
embudo son de color rosa magenta. Aparecen a veces en terminales, por lo general, se encuentran, 
en las proximidades de las puntas de los brotes, son de hasta 6 cm de largo y alcanza un diámetro 
de hasta 7 centímetros. Los frutos son de color verde oscuro a marrón y son ovoides y cubiertos con 
lana perenne y espinas. 
Es una especie sujeta a protección especial, por la SEMARNAT Norma Oficial Mexicana 059 [6]. 
(NORMA Oficial Mexicana NOM-059-SEMARNAT-2010, Protección ambiental-Especies nativas de 
México de flora y fauna silvestres-Categortas de riesgo y especificaciones para su inclusión, 
exclusión o cambio-Lista de especies en riesgo). Tiene una Longevidad estimada de 25 años [3]. 
Pertenece a la familia denominada cactácea donde también se encuentran los cactus, se dice que 
el desterrarlas ocasiona una perdida a zonas desérticas ya que son plantas de muy lento crecimiento. 
[1].  Las especies que integran a la familia de las cactáceas son, tal vez los representantes botánicos 
que más caracterizan el paisaje mexicano, particularmente en las zonas áridas y semiáridas. Los 
rescates y replantación de cactáceas se han realizado siguiendo las metodologías que se describen 
a continuación: Extracción con cepellón y replantación inmediata. Extracción con cepellón, 
mantenimiento en vivero y replantación. Extracción sin cepellón, cicatrización y replantación [4]. 
E[iVWe XQa aVRciaciyQ deQRPiQada ³CXlWiYRV DeVpUWicRV La UQiyQ´ TXe bXVca SURPRYeU el cXlWiYR \ 
conocimiento de estas plantas mediante ejemplares propagados a partir de semillas de los más 
diversos géneros y especies no sólo mexicanas, sino de toda América. Debemos tomar en cuenta 
que cuando cultivamos en macetas o tiestos, se vuelve indispensable reponerle sus nutrientes a la 
tierra periódicamente, mediante el uso de fertilizantes solubles a través del riego.  
En primera instancia, abordaremos el tema del riego, que aparentemente es el que más nos 
preocupa. La opinión más generalizada, es que debemos regar con cuentagotas, que el riego 
extremadamente cuidadoso, para no pasarse, debe de calcularse en cantidades mínimas, incluso a 
veces se aconseja el uso de un atomizador; todo esto es falso, por el contrario, no debemos calcular 
la cantidad de agua, debemos regar hasta saturar completamente el sustrato (tierra) de nuestra 
plantas, por supuesto, debemos asegurarnos de que nuestras macetas tienen una o varias drenas 
por donde perderán el exceso de humedad por escurrimiento, en caso contrario, cuando no existe 
ningún orificio o drena en el recipiente en que se encuentra plantado nuestro cactus, debemos usar 
para el riego de un 15 a un 20% de agua del volumen total de tierra o sustrato en que se encuentra 
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establecida nuestra planta. Esto significa, que es más importante cuidar la periodicidad que la 
cantidad del riego, es decir que si regamos cada quince o veinte días a llenar, es más acertado que 
regar con muy poca agua, aunque el riego sea más seguido. De hecho, en la mayoría de los casos 
es aconsejable permitir períodos de sequía total de algunos días, entre un riego y otro, lo que nos 
dará la seguridad de que nuestra planta ya tiene sed en el momento en que la regamos. 
Por otra parte, es bien sabido por los viejos coleccionistas, que el empleo de esta técnica, redunda 
en un ritmo de crecimiento más acelerado. 
Es importante recordar que la presencia constante de humedad en el sustrato, favorece la 
proliferación de bacterias y la formación de hongos, los que pueden atacar directamente a la raíz, 
infestándola, originando su podredumbre, y eventualmente, la de la planta, que muchas veces es 
invadida en todo su interior sin que haya síntoma aparente, ya que la enfermedad suele respetar la 
epidermis, de este modo cuando ha terminado su labor destructiva, la planta parece secarse o 
³chXSaUVe´. TaPbipQ eV iPSRUWaQWe VabeU TXe QR debePRV UegaU QXeVWURV cactus inmediatamente 
después de haberlos trasplantado, pues durante la operación, por más cuidadosos que seamos, lo 
más seguro es que siempre dañamos las raíces, sobre todo en sus partes más delgadas, donde 
quedan heridas expuestas, verdaderas puertas de entrada para hongos y bacterias,  y si regamos 
de inmediato les damos la posibilidad de atacar con mucha facilidad. Por todo esto, es aconsejable 
trasplantar en seco y esperar unos 4 o 5 días antes del primer riego; también es indispensable, 
cuando las heridas de la raíz han sido importantes al sacar a la planta de su antigua maceta, dejarla 
a raíz desnuda en un lugar seco y fresco unos 8 o 15 días, o hasta que las heridas sanen bien antes 
de volverla a plantar. 
Es muy importante también, la composición del sustrato. Para el cultivo óptimo, aconsejamos entre 
un 75 y un 80% de arena porosa, ligera como el tezontle o arena de lava, tepojal, Etc., y un 25 o 20% 
de tierra de la que normalmente usamos para nuestras plantas del jardín, ambos compuestos 
perfectamente mezclados nos dan un sustrato nutritivo y de buen drenaje. Debemos tomar en cuenta 
que cuando cultivamos en macetas o tiestos, se vuelve indispensable reponerle sus nutrientes a la 
tierra periódicamente, mediante el uso de fertilizantes solubles a través del riego. 
Con esta información obtenida de cultivos la unión [2], nos permite conocer las características 
generales de las cactáceas y de esta forma pudimos considerar algunos de los factores que afectan 
al crecimiento de nuestra plante de interés, Sacazil.  
El estado de Coahuila cuenta con una superficie de 14.8% destinados para la agricultura, zonas 
urbanas, áreas sin vegetación y presas o lagunas, el resto está cubierta por vegetación natural. [8].  
 
Método Taguchi 
Un experimento es un procedimiento mediante el cual se trata de comprobar (confirmar o verificar) 
una o varias hipótesis relacionadas con un determinado fenómeno, mediante la manipulación y el 
estudio de las variables que presumiblemente son su causa. Se utiliza para describir cualquier 
proceso que genere un conjunto de datos 
El (DOE) se puede definir como un conjunto de técnicas estadísticas usadas para planear 
experimentos y analizar sus resultados de manera ordenada y eficiente. 
Existen tres principios básicos a ser considerados en todo diseño y análisis de un experimento: 
1.- El orden de los experimentos debe ser aleatorio. Aleatorizar el orden de las pruebas neutraliza 
fuentes de variación que pueden estar presentes durante el experimento. En general dichas fuentes 
de variación son desconocidos, y pueden ser muchos, por ejemplo, cansancio del trabajador durante 
la realización de las pruebas o durante la medición de estas, cambios de voltaje, cambios de 
humedad, etc. 
2.- Es importante replicar cada experimento. La razón es obtener un estimado del error, tanto para 
ver qué tan bien el diseño representa al proceso, como para poder comparar los factores y determinar 
si son activos o no. Se define como replica genuina la obtenida en una sola prueba o medición para 
cada combinación de los factores, y repetir dichas condiciones para cada replica adicional, en lugar 
de tomar varias muestras o mediciones de una vez en cada combinación. Lo opuesto a las replicas 
genuinas son las repeticiones. Por supuesto las replicas genuinas implican un mayor tiempo al 
realizar pruebas y un costo mayor, pero es la mejor manera de obtener un estimado más preciso. 
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3.- Ocasionalmente pueden existir variables presentes en un experimento, cuyo efecto no se desea 
probar y que incluso pueden afectar o encubrir la influencia de las variables con las que se desea 
experimentar. 
 
Pasos para la experimentación: 

x Definir el problema  
x Seleccionar la variable de respuesta  
x Verificar el estado de las maquinas en donde se va a experimentar  
x Verificar la capacidad y estabilidad de los instrumentos de medición  
x Seleccionar las variables a experimentar y sus niveles  
x Determinar el tipo de diseño a usar y el número de replicas  
x Realizar las pruebas aleatoriamente  
x Analizar los resultados  
x Conclusión 

 
Factores o variables 
Son dimensiones medibles en una escala continua. Por ejemplo, presión, voltaje, temperatura, 
diámetro, peso, etc. 
Los niveles de una variable son los valores en los cuales se experimentará con esta. 
Sin embargo, también variables cualitativas proveedor, operador, etc. 
 
Elementos del método Taguchi 
Los arreglos ortogonales (AO) son matrices de diseño que indican el número de pruebas y las 
combinaciones de las variables y sus niveles en dichas pruebas. Los AO representan una fracción 
del total de experimentos por realizar, de acuerdo con el número de variables y sus niveles. Por ello, 
la utilización de los AO reduce el costo y el tiempo de la experimentación. Los AO son diseños 
fraccionados. 
La mayoría de los AO están asociados a una o varias gráficas lineales que indican la ubicación de 
las variables y sus interacciones dentro del AO seleccionado. [9] 
 
Para hacer una selección de arreglos ortogonales se requiere: 
1. Escoger el AO considerando que cada columna de un arreglo con dos niveles puede alojar a una 
variable con dos niveles, o a una interacción formado por variables de dos niveles. En el caso de 
arreglos de tres niveles, se necesitarán dos columnas para contener a una interacción formada por 
variables con tres niveles. 
2. Dibujar la gráfica requerida 
3. Buscar una gráfica lineal que se adapte a la gráfica requerida 
4. Asignar las variables del arreglo [9] 
 
Un arreglo ortogonal se puede comparar con una replicación factorial fraccionada, de maneraque 
conserva el concepto de ortogonalidad y contrastes. Un experimento factorial fraccionadoes también 
un arreglo ortogonal . Taguchi desarrolló una serie de arreglos particulares que denominó:    Ln(࢑ࢇ 
)La (b)CDonde: n= representa el número de pruebas (renglones), k= esto esel número de columnas 
o condiciones experimentales (factores). a= Representa los diferentes niveles a los que se tomará 
cada factor [10].  
 
PARTE EXPERIMENTAL   
El tipo de investigación con respecto al periodo de recopilación será prospectivo, Con el fenómeno 
estudiado lo clasificamos como longitudinal, ya que las variables se medirán en varias ocasiones 
para obtener resultados acerca del crecimiento de la planta. Experimental, aplicamos diseños de 
experimento de 3 factores 2 niveles, para saber que variables afectan al cultivo de la planta y 
encontrar la opción óptima para su cultivo. 
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La población es la planta Echinocereus poselgeri (sacazil) de la familia cactácea en la Región 
Carbonífera.  La muestra fue de 12 plantas que se utilizaron para el diseño de experimento (4 plantas 
en la etapa 1 y 8 plantas en la etapa 2). 
Las plantas fueron recolectadas en un rancho ubicado en el Municipio de Múzquiz, Coahuila. 
El instrumento que utilizamos para realizar la recopilación de datos es una hoja de verificación para 
el diseño de experimento, donde se anotaron las dimensiones de la de altura en centímetros y grosor, 
su color inicial, posteriormente cada semana se registraban los progresos de la planta hasta 
completar un periodo de dos meses y agregar la medición del crecimiento de la raíz.  
Para llevar a cabo el experimento se realizaron dos etapas, en la primera etapa se utilizó una muestra 
de 4 plantas para el diseño del experimento las variables manipuladas y sus resultados se muestran 
en la Tabla 1 el monitoreo de las observaciones.   

 
Corrida  Tipo de 

tierra 
Localización  Frecuencia 

de riego 
Resultados  

Altura  Raíz  
1 Planta  Sombra  3 días  4.3 3 
2 Planta  Sol  7 días 0.7 4 
3 Mixta  Sombra 7 días  4.5 1 
4 Mixta  Sol  3 días 10.5 6 

Tabla 1. Diseño de experimentos etapa 1 
 
En la segunda etapa se utilizó una muestra de 8 plantas para el diseño de experimento tres factores 
2 niveles y 2 réplicas para cada corrida como se muestra en la Tabla 2 incluyendo sus resultados. 
Las variables de salida en ambas etapas se midió la altura de la planta y la raíz en centímetros, se 
tuvo un periodo de observación de dos meses para cada experimento en forma consecutiva.  En la 
segunda etapa se observó la existencia de la raíz secundaria (tuberosa o bulbo), realizando una 
medición de esta. 
 

Corrida  Localización Forma  Tipo de 
tierra 

Resultados  
Altura  Raíz  Altura  Raíz  

1 Maceta Acompañada P/planta  1.5 1.2 0.7 0.6 
2 Maceta Individual  Monte  1.4 0.9 0.9 0.5 
3 Suelo   Acompañada Monte  1.2 1.6 2.0 1.6 
4 Suelo Individual P/planta 1.2 1.1 1.3 1.0 

Tabla 2. Diseño de experimentos etapa 1 
 
RESULTADOS  
En la Etapa 1 en base al crecimiento de la planta el factor más fuerte es tipo de tierra se recomienda 
una tierra mixta, seguida de una frecuencia de riego cada 3 días, la localización de la planta es más 
recomendable en el sol, aunque la variación no es mucha como se muestra en la Tabla 3 y se 
visualiza en la Figura 1. 

 
Tabla 3. Respuestas de la etapa 1 crecimiento de la planta   
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Figura 1.  Efectos principales de medias etapa 1 crecimiento de la planta. 

 
En el crecimiento de la raíz el factor más fuerte la localización, seguida de una frecuencia de riego 
cada 3 días, la localización de la planta es más recomendable en el sol, y ninguna variación en el 
tipo de tierra, como se muestra en la Tabla 4 y se visualiza en la Figura 2.  
 

 
Tabla 4. Respuestas de la etapa 1 crecimiento de la raíz 

 

 
Figura 2.  Efectos principales de medias etapa 1 crecimiento de la raíz  
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EQ la eWaSa 2 eQ baVe al cUeciPieQWR de la SlaQWa el facWRU PiV fXeUWe ³fRUPa´ Ve UecRPieQda TXe la 
planta este acompañada, se recomienda la siembra en suelo y con tierra de monte como se muestra 
en la Tabla 5 y se visualiza en la Figura 3. 
 

 
Tabla 5. Respuestas de la etapa 2 crecimiento de la planta   

 

 
Figura 3.  Efectos principales de medias etapa 2 crecimiento de la planta 

 
En la etapa 2 en base al crecimiento de la raíz el factor más fuerte la localización se sugiere sembrar 
en suelo, el tipo de tierra de monte y sembrarse acompañada como se muestra en la Tabla 6 y se 
visualiza en la Figura 4 
 

 
Tabla 6. Respuestas de la etapa 2 crecimiento de la raíz 
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Figura 4.  Efectos principales de medias etapa 2 crecimiento de la raíz 

 
En el análisis de varianza de la etapa 2 en relación con el crecimiento de la raíz como lo indica en la 
tabla 7 el factor localización estadísticamente es diferente 

 

 
Tabla 7. Etapa 2 Análisis de varianza de crecimiento de la raíz 

 
CONCLUSIONES 
Podemos concluir que, en la primera etapa de experimentación, las condiciones ideales para el 
crecimiento en centímetros de la Planta Sacazil y de la raíz fueron: El tipo de tierra debe ser mixta, 
se debe localizar en sol y la frecuencia de riego es cada 3 días.  Se continuó con el experimento en 
una segunda etapa, ya que en la investigación documental se observó que esta planta crece 
acompañada, y se llevó a cabo otro experimento midiendo otras variables de entrada para por dos 
meses y se encontró que las condiciones ideales para el crecimiento en cm de la planta y del bulbo 
fueron las mismas: debe estar localizada en el suelo, debe estar acompañada de otra planta y se 
debe utilizar tierra de monte; para el crecimiento de la raíz. En esta etapa se llevó a cabo un Análisis 
de varianza de tres factores y dos niveles para determinar si hay variación en el efecto de salida que 
es altura de la planta y longitud de la raíz en el cual se obtuvo que con un nivel de confianza del 95% 
que el factor que estadísticamente afecta es que es recomendable sembrar en el suelo. 
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RESUMEN   
En este trabajo, simulamos generación de supercontinuo (supercontinuum generation, SCG), 
centrada a 800 nm, en dos diferentes fibras de cristal fotónico (photonic crystal fibers, PCFs) de 10 
cm de largo, comparando el rendimiento de pulsos de ruido (noise-like pulses, NLPs) y pulsos 
ultracortos (ultrashort pulses, USPs) como bombeo. Espectros lisos y uniformes se lograron 
utilizando NLPs; por el contrario, se obtuvieron espectros que exhibían poca planicidad y fuertes 
fluctuaciones de alrededor de 20 dB usando USPs como bombeo. 
 
INTRODUCCIÓN  
La generación de supercontinuo (supercontinuum generation, SCG) [1] es el proceso donde las 
señales ópticas sufren un ensanchamiento espectral extremo debido a la combinación e interacción 
de varios fenómenos ópticos no lineales. Para producir luz SC se pueden propagar diferentes tipos 
de pulsos en diversos medios no lineales. Y aunque los pulsos ultracortos (ultrashort pulses, USPs) 
son los más utilizados (Fig. 1(a)), los pulsos ópticos extravagantes llamados pulsos de ruido (noise-
like pulses, NLPs) [2] han atraído mucha atención debido a sus múltiples aplicaciones potenciales 
(sensado, micromaquinado, tomografía de coherencia óptica (OCT), microscopía), incluyendo SCG. 
Experimentalmente, los NLPs son paquetes de onda del orden de los nanosegundos (ns), formados 
por miles de subpulsos internos (fs-ps), producidos en láseres de fibra de amarre de modos pasivo; 
en este trabajo el paquete principal se limitó a 100 ps (Fig. 1(b)). Por otra parte, debido a que las 
PCFs han demostrado ser excelentes medios no lineales para la ampliación espectral, comparamos 
el rendimiento de NLPs y USPs como bombeo en dos piezas de PCF de 10 cm de largo: PCF1 y 
PCF2 [3]. 
 

 
Fig. 1. Perfil temporal de los pulsos: (a) USP, (b) single-shot NLP. 

 
MODELO DEL LÁSER NUMÉRICO  
La Fig. 2 muestra un modelo de láser de fibra en figura ocho (figure-eight láser, F8L) desarrollado 
para producir NLPs a 800 nm, usando fibra dopada con tulio (thulium doped fiber, TDF). La cavidad 
láser de 32 m está formada por un anillo a la izquierda y un NOLM (nonlinear optical loop mirror) a 
derecha. Para simular la propagación de la luz en la cavidad, se emplearon las ecuaciones de 
Schrödinger no lineales extendidas: 

mailto:jplauterio@hotmail.com
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Fig. 2. Modelo numérico del láser de figura ocho (F8L). 

 
RESULTADOS  
Promediando los espectros de 500 NLPs se obtuvieron curvas suaves similares a las que se obtienen 
e[SeUiPeQWalPeQWe [3]. UVaQdR la PCF1 (PCF cRQ cReficieQWe QR liQeal ³PRdeUadR´: γ = 113.3  
W±1km±1, al amplificar los NLPs a sólo 50 W, logrando un amplio espectro de más de 385 nm (70 nm 
a 3 dB); la gráfica de densidad espectral respecto a la longitud de la fibra se muestra en la Fig. 3(a). 
A modo de comparación, se lanzaron USPs de perfil secante hiperbólica cuadrada (sech2) sin chirp 
(20 fs FWHM; ancho de banda de 8 nm a 3 dB) en la misma PCF1. Para generar un espectro de 
extensión similar (325 nm; 43 nm a 3 dB) fue necesaria una potencia de pico de entrada de hasta 
1000 W; no obstante, se obtuvo una estructura muy fluctuante con caídas de más de 19 dB a 829 
nm, como se muestra en la Fig. 3(b). 
 

  
Fig. 3. Densidad espectral de PCF1 (0±10 cm) propagando (a) NLPs a 50 W y (b) USPs a 1 kW. 

 
Con la PCF2 (PCF con coeficiente no lineal muy alto: γ = 1920 W±1km±1), sólo 4 W de potencia 
máxima se requirieron usando los NLPs para producir un espectro amplio y bastante suave (280 nm; 
57 nm a 3 dB), como se muestra en la Fig. 4(a). Usando USPs, se requirió una potencia máxima de 
50 W para producir un espectro de 292 nm (40 nm a 3 dB), pero nuevamente con fluctuaciones de 
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más de 16 dB (a 821 nm), como se muestra en Fig. 4(b). Estas fuertes variaciones en el espectro no 
son deseables al momento de desarrollar algunas aplicaciones. 
 

 
Fig. 4. Densidad espectral de PCF2 (0±10 cm) propagando (a) NLPs a 4 W y (b) USPs a 50 W. 

 
CONCLUSIONES 
En este trabajo simulamos SCG, centrada a 800 nm, usando dos PCFs de 10 cm de largo, y 
utilizando NLPs y USPs como bombeo, a manera de comparación. Para producir los NLPs, se 
desarrolló un modelo de F8L con fibra dopada con tulio. Estos pulsos produjeron espectros anchos 
y suaves utilizando de entrada potencias pico moderadas (hasta 50 W), mientras que los USPs 
requirieron hasta 1000 W para producir espectros comparables en extensión. Para ambas PCFs, los 
espectros generados por NLPs mostraron un nivel bastante alto de suavidad. En cambio, ambos 
espectros usando USPs mostraron una estructura significativamente irregular con fluctuaciones de 
casi 20 dB. Espectros tan irregulares no son deseables para aplicaciones. 
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