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RESUMEN

El estudio de las corrientes idnicas en las neuronas ha dado origen a muchos descubrimientos en
biomedicina y biofisica. Por ejemplo, la existencia de canalopatias que pueden llevar a la muerte
del paciente. Una alteracion genética del canal modifica sustancialmente la corriente idnica
correspondiente. Las corrientes idnicas presentan mecanismos de activacién y algunas de ellas
ademas tienen mecanismos de inactivacién. En este trabajo, se disefid y desarrollé un simulador
para del protocolo electrofisiolégico y biofisico de la inactivacion del canal de sodio. Se utilizé el
lenguaje Visual Basic 6.0 para ambiente Windows®. El simulador esta basado en los experimentos
de inactivacién de Hodgkin y Huxley. El protocolo consiste en inyectar un pulso de voltaje en la
modalidad de fijacion de voltaje y un pulso previo. El simulador cuenta con una interfaz donde se
muestran dos pantallas de osciloscopios: uno para el registro de la corriente iénica y otro para los
pulsos de estimulacion. Del lado derecho, se muestran tres recuadros para ingresar los siguientes
datos: amplitud del pulso previo, amplitud del pulso de voltaje fijado (voltaje clamp) y el tiempo
clamp. El voltaje fijado debe ser cercano al potencial de inversion del sodio (por ejemplo, 40 a 45
mV). El pulso previo puede ir de -5 mV a 39 mV. La simulacion consiste en ir incrementando el
voltaje del pulso previo. En conclusion, el usuario puede medir la amplitud del pico de la corriente
de sodio con cada pulso previo y observar como este va disminuyendo conforme se incrementa la
amplitud del pulso previo. La disminucion de la corriente corresponde a la inactivacion de los
canales.

INTRODUCCION

En 1952 Hodgkin y Huxley publicaron 5 trabajos en el Journal of Physiology como resultado de
varios afos de experimentacion. Estos trabajos fueron llevados a cabo gracias al descubrimiento
de una técnica conocida como fijacion de voltaje. Esta técnica permite mantener y fijar el potencial
de membrana en un valor constante aun cuando la célula es estimulada, esto se logra mediante un
sistema de retroalimentacion negativa que inyecta corriente similar en magnitud pero opuesta en
signo a la corriente transportada por los iones que atraviesan la membrana celular. Esta técnica
permite estudiar las corrientes idnicas a través de la membrana celular.

La primera de estas cinco publicaciones “Measurement of Current-Voltage Relations in the
Membrane of the Axon of Loligo” trata acerca del método experimental y el comportamiento de la
membrana en un ambiente ibnico normal ante un estimulo de corriente [1]. El segundo, “Currents
Carried by Sodium and Potassium lonsThrough the Membrane of the Giant Axon of Loligo” tiene
que ver con los efectos observados por los cambios en las concentraciones de sodio, las corrientes
de sodio y de potasio, la permeabilidad de estos iones conviene expresarlas en unidades de
conductancia idénica [2]. En el tercer articulo “The Components of Membrane Conductance in the
Giant Axon of Loligo” describe el efecto de los cambios bruscos de potencial con respecto al curso
temporal y las conductancias idnicas [3]. El cuarto “The Dual Effect of Membrane Potencial on
Sodium Conductance in the Giant Axon of Loligo” se ocupan del proceso de inactivaciéon [4]. El
quinto articulo “A Quantitative Descripcion of Membrane Current and its Application to Conduction
and Exitation in Nerve” llega a la conclusién de la serie y muestra que la forma y la velocidad del
potencial de accion puede ser calculado a partir de los resultados descritos anteriormente [5].

El presente trabajo se ocupa de reproducir el proceso de inactivacién. Para la inactivacion, el
trabajo original de Hodgkin y Huxley (1952) reporta un protocolo de un pulso previo al pulso de
fijacion de voltaje. Los autores producian la inactivacion al ir aumentando poco a poco la duracién
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del pulso previo. Actualmente, el llamado pulso previo se ha sustituido por el valor del voltaje
“holding”. Con el aparato de experimentacién se puede llevar el potencial de membrana a un valor
deseado. En el protocolo de inactivacién el voltaje holding se va despolarizando. El resultado es
equivalente al encontrado con el protocolo original. El proceso de inactivacion ocurre en diferentes
corrientes i6nicas: corrientes de K, Na" y de Ca"". Su presencia provoca que los trenes de
potenciales de accién modifiquen su ritmo.

MATERIAL Y METODO

Se disend y desarrollé un simulador para la ensefanza-aprendizaje del proceso de inactivacion de
la corriente de Na+ en el ax6n gigante de calamar. El simulador fue escrito en lenguaje Visual
Basic® version 5.0. Esta basado en el modelo fenomenoldgico propuesto por Hodgkin y Huxley
(1952). Las ecuaciones que componen este modelo se presentan en seguida:

d - - _
Im = Cm o=+ gen*(V = Ex) + Gnamh(V — Eya) + GV = E) (1)

Donde:

(gk) es la conductancia del canal de potasio
(gne) €s la conductancia del canal de sodio
(g:) es la conductancia de fuga

(V) es el voltaje clamp

(t) es el tiempo

(Ex) es el potencial de equilibrio del potasio
(Ena) es el potencial de equilibrio del sodio
(E;) es el potencial de equilibrio de fuga

En este trabajo interesa la corriente de Na®. La ecuacién 2, muestra la gNa, que es igual a la
. - + 'RT] 7 “on
conductancia maxima de Na™ muliplicada por el parametro de apertura del canal “m” y por el
. . . . r +
parametro de inactivacion del canal de Na".

Ina(V, ) =m3hgy,  (2)

Donde:
(m) es la probabilidad de apertura del canal de sodio
(h) es la probabilidad de inactivacion del canal de sodio

(gna) €s la conductancia maxima del canal de sodio

El cambio en la probabilidad de apertura del canal de sodio se determind de la siguiente ecuacion
(ecuacion 3):

S = (1 —m) = Bm (3)

Donde:
(a,, ) es la velocidad de apertura del canal
(Bm) es la velocidad de cierre del canal

Estas velocidades dependen del voltaje. Las siguientes funciones matematicas se utilizaron para
resolverlas (ecuaciones 4 y 5):

4, (V) = 01(=V + 25)/(¢ 10 —1) 4)
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B (V) = 4eTs (5)

La relacion entre estas velocidades (m,,) proporciona la maxima probabilidad de apertura del canal
para un voltaje dado (ecuacién 6):

_ am (V)
Meo(V) = am (V) +Bm (V) (6)

La constante de tiempo (t,) esta dada por la ecuacioén 7:
1

= )+ (7)
El ajuste de la funcion matematica de la probabilidad de apertura del canal a los datos
experimentales determiné que se elevara a la tercera potencia.
La probabilidad de inactivacién (h) del canal se obtuvo de la siguiente ecuacion diferencial

(ecuacién 8):
& =ay(1—h) - Byh (8)
Donde:
(h) es la probabilidad de inactivacion del canal de sodio
(ay,) es la velocidad de inactivacion del canal de sodio
(Br) es la velocidad de activacion (apertura transitoria del canal) del canal de sodio

Estas velocidades se representan con funciones dependientes de voltaje (ecuaciones 9 y 10):
-V
a,(V) = 0.07ez0 (9)
-V+30
(V) =1/(e" 10 +1) (10)

La interaccion entre las velocidades proporciona la maxima probabilidad de inactivacién durante un
voltaje dado (ecuacion 11):
ah

he = (11)

ah+Bh

Donde:
(h) es la maxima probabilidad de inactivacion para un voltaje dado
La constante de tiempo esta determinada por la ecuacién 12:

1

T, = 12
h a.h+ﬁh . . . ( ) . .
Como se observa las conductancias de potasio y de sodio tienen un componente probabilistico, en
consecuencia los valores que pueden tomar n, m y h se encuentran entre O y 1.

RESULTADOS

Se disefid un simulador para la inactivacién de la corriente de Na+. El programa es interactivo y
ejecutable en ambiente Windows® desde XP a Windows® 10. La figura 1, corresponde a la
ventana de inicio del programa. Se observa al calamar y a un lado un aumento del axén gigante.
Con el botén “A la simulacién” se pasa a la interfaz del simulador.

=3 experimentos de inactivacién Hodgkin y Huxley = =
SALIR  AUTORES

El axén gigante de calamar
=

| ALASIMULACION |

AX0N GIGANTE DE CALAMAR

Fig. 1 Ventana de inicio del simulador.
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La figura 2, muestra la interfaz del simulador. En el tercio derecho, se encuentra un médulo para
ingresar datos: (1) voltaje pre-pulso, (2) voltaje clamp y (3) tiempo clamp. En el lado izquierdo, se
encuentran dos osciloscopios, uno superior donde se muestran los trazos de corriente de Na* y
uno inferior donde se muestran los pulsos de estimulo. Con el botéon “Simular’ se inicia la
simulacion. En el osciloscopio superior se muestra el trazo de la corriente de Na®. Se trata de una
corriente entrante. Iniciado el pulso de fijacion de voltaje a 40 mV, la corriente rapidamente llega a
un maximo (pico). A pesar de que el pulso de estimulo continta, la corriente de Na' va
disminuyendo. Es decir, inactiva.

im INACTIVACION DE LA CORRIENTE DE SODIO EN AXON GIGANTE DE CALAMAR = =
SALR AUTORES
5 -

ESTIMULADOR

’F

"[ ’40—

INa.
1 (mA/cm2)

80—

! ! BORRAR
] i

TIEMPO (mS)

Fig. 2. Interfaz del simulador. Se muestra un trazo de corriente de Na+ en el osciloscopio superior.
El axén fue colocado a un potencial holding de -5 mV. Después de un retardo de 10 ms, se
estimula con un pulso en modalidad de fijacion de corriente. En este caso de 40 mV.

La figura 3, muestra tres simulaciones siguiendo el protocolo de inactivacion. Se trata de ir
despolarizando el potencial holding previo al pulso de estimulo. En las simulaciones se inicia con
un holding a -5 mV y un pulso con una fijacion de voltaje a 30 mV. La respuesta de corriente
corresponde al trazo con el pico de corriente mayor. Un segundo cambio en el voltaje holding llevo
el potencial de membrana previo al estimulo a -1 mV. La respuesta de corriente corresponde al
trazo con el pico en amplitud intermedia. Finalmente, se colocé el potencial holding a 5 mV, la
respuesta corresponde a la corriente de menor amplitud. Si se grafica la amplitud de la corriente
contra el potencial holding, se observa como la corriente va disminuyendo como una exponencial.
La constante de tiempo de esta exponencial corresponde a la constante de tiempo de la
inactivacion de la corriente de Na".
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=} INACTIVACION DE LA CORRIENTE DE SODIO EN AXON GIGANTE DE CALAMAR = El
SALIR  AUTORES
5

INa
{mA/cm?2)

=

80—

BORR&R
&0

TIEMPO (mS)

Fig. 3. Protocolo de inactivacion. Se fue despolarizando el potencial holding de -5, -1 y 5 mV. Se
observa como la amplitud de la corriente de Na+ va disminuyendo.

CONCLUSIONES

El simulador desarrollado es especifico para reproducir el protocolo de inactivacion de la INa+. Es
ejecutable en ambiente Windows®, no requiere de ningun otro programa. La interaccion que tiene
permite a los usuarios modificar los valores de estimulo y observar la respuesta en la corriente.
Conforme se despolariza el potencial holding el pico de la corriente va disminuyendo hasta hacerse
cero a valores del potencial de inversién de la corriente de Na*. Este simulador complementa a los
simuladores que reproducen el potencial de accién y a los simuladores que reproducen las
corrientes tanto de Na* como de K.
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RESUMEN

En la ultima década el sector industrial y biomédico ha desarrollado una gran cantidad de técnicas
Opticas-foténicas de medicién no invasivas, lo cual se ha usado para control de calidad, metrologia
e implementado en el diagnostico de enfermedades. Debido a que una gran cantidad de muestras
de interés son transparentes (lentes, peliculas delgadas, células vy tejidos entre otros) se pueden
caracterizar con dispositivos holograficos o interferométricos, por lo que un area de interés es el
disefio de sensores de bajo costo que sean capaces de medir la topografia, morfologia o
deformaciones de una muestra con respecto a una referencia, con el propdsito de detectar
variaciones o anomalias que en la industria se usan para el control de calidad y en el campo
biomédico puede ser un indicador de la existencia de una enfermedad. En esta investigacion, se ha
desarrollado un sistema interferométrico, para el analisis de muestras sintéticas y organicas. El
sistema desarrollado consiste de tres interferometros acoplados, los cuales generan cuatro
interferogramas de manera simultanea con corrimientos de fase independientes con los cuales se
puede calcular la fase dptica y con ello obtener las caracteristicas de la muestra bajo estudio. Para
mostrar la novedad del sistema desarrollado se presentan los resultados obtenidos con muestras
sanguineas (glébulos rojos), microorganismos y peliculas delgadas

INTRODUCCION

Actualmente los diversos sectores productivos y campos de investigacion tienen incorporados,
tecnologias opticas y fotdnicas, por ello, en algunos campos como la metrologia es muy importante
desarrollar técnicas y dispositivos que puedan realizar mediciones de alta precision sin contacto,
las técnicas de corrimiento de fase, son una opcidén para el analisis sin contacto de estructuras
transparentes [1-10]. Estas técnicas convencionalmente generan corrimientos de fase por etapas,
usando piezoelectricos, elementos difractivos, o actuadores, pero tienen la limitacion de solo poder
realizar mediciones sobre muestras estaticas.

Algunos investigadores y empresas han desarrollado técnicas de corrimiento de fase
simultaneos [3-6], estas técnicas estan basadas en el uso elementos difractivos y polarizaciéon que
generan hasta 9 interferogramas en una sola toma [11], otros usan micropolarizadores para
generar cuatro patrones, estas técnicas de corrimiento de fase simultaneo tienen la ventaja de
poder estudiar objetos dinamicos, por lo que son de gran interés.

Considerando ello, se desarrollo un dispositivo de corrimiento de fase simultaneo por
polarizacion para estudiar muestras transparentes estaticas y dinamicas, el sistema genera cuatro
patrones que pueden ser capturados en una sola toma de la camara, ello permite usar el conocido
algoritmo de cuatro pasos para recuperar la fase dptica; debido a que se usa polarizacion, el
sistema tiene la limitante de solo poder estudiar con precisién muestras no-birrefringentes, ya que
estas cambian el estado de polarizacién y no se pueden realizar los corrimientos fase exactos para
usar el algoritmo[12-14], sin embargo esto no es una limitante ya que muchas muestras de interés
son no-birrefringentes. Para mostrar las capacidades de la técnica propuesta, se presenta el
célculo de la diferencia de camino 6ptico, calculada a partir de la fase, para muestras orgéanicas y
sintéticas.
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TEORIA

El dispositivo desarrollado estd basado en la generacidn de corrimientos de fase usando
polarizadores lineales y placas retardadoras [1-4], y se muestra en la figura 1. El interferdmetro
base que genera el interferograma es un interferometro de Mach—Zehnder polarizado (IMZP),
debido a ello, el interferograma resultante posee polarizaciones circulares cruzadas y se pueden
generar corrimientos de fase conocidos operando un polarizador lineal [5-7], como el IMZP genera
el patrén de interferencia, el analisis de los estados de los corrimientos de fase se realizara
considerando los haces emergentes del primer Sistema interferométrico.

Asumiendo que el haz A es la referencia, se puede definir a la salida del IMZP como
A(x,y) = circ[x,y], de esta forma si en el haz B se coloca el objeto de fase, se puede definir como

B(x,y)= circ[x, y] . exp{i¢(x, y) } y el campo emergente estara dado por:

O(x,y)=é[:.j'A(x,y)+\15(_lJ-B(x,y) , (1)

La ecuacion en 1 representa dos haces con polarizaciones circulares cruzadas, cuando el
campo es observado a través de un filtro polarizador lineal, con su eje de transmision al angulo

la amplitud del patron emergente sera:

0(x.)=E, [15@ Alxy)+ 15[_1} - B(x,y)} @

donde P, es la matriz de rotacion de un polarizador linear con su eje de transmision al angulo
y . Obteniendo la irradiancia de la amplitud definida en la Eq. (2), el patrén de interferencias
resultante se puede describir como:

1(x,y)=| O(x, y)

3)
I(x, y) =1+ COS[2(// - ¢(x, y)]

donde I, es la intensidad medida para el valor respectivo de i ; para este caso consideraremos

los angulos w,=0 y,=7n/4 wy=x/2 w,=37x/2, lo cual generaria cuatro patrones de
interferencia,

L, (x, ) =1+cosg(x,))] ,
I,(x,y) =1+sin[g(x, y)]
I,(x,y) =1-cosg(x,»)] .
1,(x,y) =1-sin[g(x, y)]

con ello la fase relativa se puede calcular como [12-15]

(4)

Iz(xay)_[4(xay)
[I(xay)_13(x’y)

tan ¢(x, y) = (5)
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PARTE EXPERIMENTAL

La técnica desarrollada esta basada en la generacion de cuatro interferogramas con corrimientos
de fase de n/2 usando polarizadores convencionales, para obtener los cuatro interferogramas de
forma simultéanea, se utiliza un interferometro de Mach-Zehnder (MZ) acoplado a dos
interferometros de Michelson, como se muestra en la figura 1. En Fig. 1(a) se muestra el MZ, aqui
un brazo funciona como haz de referencia y en el otro brazo se coloca la muestra de estudio; la luz
incidente esta linealmente polarizada a 45°, al incidir sobre el divisor polarizante (PBS) este
transmite la componente perpendicular y refleja la componente paralela de tal forma que se tienen
propagandose por cada brazo polarizaciones lineales ortogonales entre si, ambos haces inciden
sobre el divisor no polarizante para combinarse y producir un haz con polarizaciones cruzadas
ortogonales, a continuacion se coloca una placa retardadora de cuarto de onda a 45 grados
respecto al eje paraxial; ello genera que los estados de polarizacion lineales cruzados se vuelvan
circulares a izquierda y derechas, en esta etapa, sobre el haz resultante, para poder observar un
patron de interferencia se debe colocar un polarizador lineal[15-16].

Para generar las replicas del patrén polarizado, se acoplan dos interferometros de Michelson (MI)
como se muestras en la Fig. 1(b), los cuales replican el patrén incidente; el primer MI genera dos
replicas del interferograma original y el Segundo MI genera cuatro replicas, en esta etapa, si se
coloca un polarizador sobre cada replica a un angulo conocido, ya se pueden generar corrimientos
de fase independientes. Para obtener la fase 6ptica de acuerdo a lo que se vio en la Seccién 2, se
generan corrimientos de fase relativos de n/2; con los patrones simultaneos ya se puede calcular la
fase optica con el conocido algoritmo de cuatro pasos, ello permitira estudio de objetos estaticos y
dinamicos. Para calcular la fase del objeto de prueba, en este analisis primero se calcula la fase de
referencia sin objeto y posteriormente se calcula la fase con objeto, de forma que la fase de la
muestras es la resta de estas dos fases.

. Camer_jﬁ i

v
.
P
'
'

]

§::

Figura 1. (a) Interferometro de Mach-Zehnder. (b) Interferometros acoplados P: filtros
polarizantes. Pa:arreglo de polarizadores. M: espejos. Q: Retardador de cuarto de onda. PBS:
Divisor polarizante. NPBS: divisor no polarizante.

2289



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

RESULTADOS

El sistema interferometrico mostrado en la figura 1 fue iluminado con una Laser de He-Ne que
opera a 632 nm vy se uso una camara CCD para la captura, modelo PL-8776U, con una resolucién
de 2048 x 1536, Pixeles, con un tamafio del pixel, 3.2 x 3.2 micrones (12 fps). En la figura 2
muestra el patron de interferencia usado para analizar la deformacion generada por un
portaobjetos de vidrio (ver fig. 2(b)). La fig. 2(c) muestran la fase de referencias y la Fig. 2(d) la
fase inducida por un escalén de fase generado con una hoja de acetato

Figura 2. Resultados preliminares. (a) Frente de onda de referencia. (b) Interferogramas para una
placa de vidrio. (c) Interferogramas para una placa de acetato.

En la fig. 3 se muestra los resultados para una capa de aceite sobre un portaobjeto; en el
caso mostrado en la figura2(a) primero se toma el patrén asociado a la fase con el portaobjetos sin
flujo y posteriormente se coloca la pelicula delgada de aceite y se toman los interferogramas
simultaneos como se muestra en la Fig. 3(a), la correspondiente diferencia de camino 6ptico (OPD)

se muestra en la Fig. 3(b).

[waves]

15

OPD [waves]

(@)

Figura 3. (a) Interferogramas simultaneos. (b) OPD.
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En la fig. 4 se muestra los resultados obtenidos con un laser operando a 533 nm, en la Fig. 4(a) se
muestra un grupo de glébulos rojos; la Fig. 4(b) presenta el OPD generado por las patas de un
seudoescorpion.

16 [waves]

1] 02 04 06 2

08 1
x [mm]

(b)
Figura 4. Muestras biolégicas. (a) OPDde muestras sanguineas. (b) OPD patas de un
seudoescorpion.

CONCLUSIONES

En esta investigacion, se presento una técnica de corrimiento simultaneo por polarizacién para el
analisis de muestras organicas y sintéticas. A pesar de que la disposicién propuesta es un
interferometro, se puede implementar facilimente fuera del laboratorio ya que las franjas de
interferencia no se ven afectadas por vibraciones externas debido a que el sistema base
interferometro de trayectoria ciclica.
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RESUMEN

Se desarrolla un método de correccion topografica basandose en el coeficiente de correccion C
para superficies no lambertianas el cual se aplica a imagenes de satélite SPOT 5 y LandSat8 que
cubren un area conocida en la Sierra Madre del Sur dentro del poligono de la Reserva de la
Biosfera El Triunfo. Se busca con ello mejorar la estimacion del uso de suelo y cobertura vegetal
en lugares con topografia accidentada.

La correccién topografica se basa en la generacion de un modelo de iluminacién correspondiente
al dia, hora y ubicacién de la imagen y se asemeja a un modelo ideal en que la fuente luminosa se
ubicara en el cenit de tal manera que no se generaran sombras por el efecto de las montafias o
barrancas. A la diferencia entre ambos modelos de iluminacion se le considera el factor de
correccion, el cual se aplica a cada una de las bandas de la imagen satelital para corregir el efecto
topografico. Una vez corregida la imagen satelital es posible agrupar asertivamente los distintos
usos de suelo y coberturas vegetales mediante una clasificacion supervisada por maxima similitud
con poligonos de clasificacion levantados en campo. El método mejora la clasificacion entre 40-
50% con respecto a imagenes clasificadas sin correccion topografica, obteniendo estimaciones de
uso de suelo y cobertura vegetal con un 85-90% de confiabilidad. Al aumentar la confiabilidad en la
estimacion del uso del suelo y vegetacion se mejoran los procesos de planificacion territorial.

INTRODUCCION

Cerca del 33% de la superficie continental mexicana son montafas las cuales concentran gran
parte de la biodiversidad nacional; sin embargo, su monitoreo y cuantificacion es complicado por la
falta de técnicas adecuadas y el dificil acceso a estas zonas. La teledeteccién permite obtener
informacion de estas regiones a través de imagenes satelitales, pero una buena interpretacion de
las mismas requiere una serie de pasos o correcciones previas a fin de obtener datos de calidad
sobre el uso de suelo y cobertura vegetal (FAO, 2007).

El efecto de sombra topografica genera errores de sub o sobre estimaciéon del uso del suelo y
cobertura vegetal en areas con alta variacién topografica que puede llegar hasta el 30% de tal
manera que la confiabilidad de la clasificacion sélo alcanza valores de 65% a 70% (Francois et al.,
2003; Grau et al., 2017; Mishra et al., 2009). Dichos errores de estimacion se dan generalmente en
zonas clave para el abastecimiento de servicios ecosistémicos como la regulacion hidrica, la cual
es sensible a la vegetacién riparia o bosques mesdfilos de montafia ubicados en barrancas.
Actualmente en el desarrollo de software especializado para clasificacion de cobertura vegetal y
uso del suelo con imagenes satelitales en zonas de topografia accidentada no se considera el
efecto de las sombras producida por las montafas y depresiones, por lo que este método se
considera una herramienta complementaria a dichos softwares a fin disminuir los errores de
clasificacion.

TEORIA

Una imagen satelital multiespectral, como SPOT o LandSat, es el conjunto un archivo de datos
llamados metadato y de varias imagenes conocidas como bandas; cada banda registra cierto
rango de energia del espectro electromagnético y lo expresa en numeros digitales o digital number
en inglés (DN). Estos DN no son informacién que deba considerarse para analisis de uso de suelo
0 vegetacion, por ello las imagenes satelitales deben corregirse para transformar de DN a
radiancia, y de radiancia a reflectancia.
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Los métodos para corregir imagenes satelitales dependen del grado de distorsion, localizacion,
objetivos del analisis y tipo de sensor empleado, sin embargo, es posible agrupar las técnicas en
dos categorias: correcciones radiométricas y las geométricas. Las segundas se refieren a la
correcta geolocalizacion de los objetos dentro de la imagen satelital, y no significan una alteracion
sustancial de los datos de origen, pero las correcciones radiométricas transforman la informacion
de una imagen satelital radicalmente y es en este punto cuando se genera una sobre o sub
estimacion de datos que se reflejara durante la clasificacion de la imagen.

La correccién radiométrica es una serie de pasos que corrige el efecto atmosférico de los valores
registrados por el sensor. La reflectancia es la fraccién de luz solar que reflejan los objetos y es su
huella digital, gracias a ella podemos distinguir los diferentes elementos dentro de una imagen
satelital. Cuando este reflejo alcanza el sensor remoto significa que atravesé e interactué con la
atmosfera, alterando asi sus valores originales y por ello debe corregirse.

Sin embargo, la atmésfera no es la Unica fuente de distorsién, también la inclinacion de la
iluminacién afecta los valores de la reflectancia, por ejemplo, aunque en ambas laderas de una
montafia se tenga la misma vegetacion, ésta pude llegar a interpretarse de forma distinta debido a
que sus valores fueron afectados por la sombra de la montafa (Figura 1).

0 Sensor / \
' S

| _Rﬂ‘rh‘,—,n(__ Radiancia
g ‘-'E‘qufl\r“'. 4 « ‘
e o oy

Zona sombra
proveciada, &

Figura 1. Efecto de la sombra topografica en la reflectancia.

La correcciéon topografica se considera parte de las radiométricas y existen muchos métodos
tedricos; anteriormente éstos asumian que las superficies en el entorno natural se comportaban de
manera lambertiana, como un espejo, hoy en dia se sabe que los objetos reales son de tipo no-
lambertianos, es decir, reflejan la luz en forma heterogénea en cuanto a su direccién e intensidad.

El método empleado en este trabajo es el del coeficiente C para superficies no-lambertianas y
corrige la imagen satelital al disminuir la correlacidon existente entre la iluminaciéon y el DN de cada
banda (Ec. 1) para que asi la variacion del DN se deba a la respuesta de la radiaciéon sobre el
terreno y no al aporte de la fuente de iluminacion (Mishra et al., 2009).

cos0; +c;
Pag =Pr| —V Ecuacion 1
BT IL+c,

Donde

Ph= Banda corregida topograficamente
Pt= Banda sin correccion topografica
0= Zenith en radianes
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IL = modelo de iluminacién
cK= factor de correccién topografica

3. PARTE EXPERIMENTAL

En el afio 2013 se iniciaron los trabajos para el desarrollo practico de la metodologia de correccion
topografica basada en el método tedrico del coeficiente C. En un inicio el proceso de correccion
topografica podia durar hasta 3 dias por banda, para el afio 2016 ese tiempo se ha optimizado a
medio dia por banda al automatizar ciertos procesos. La meta es generar una rutina
completamente automatizada capas de insertarse como un médulo anexo a cualquier paqueteria
de sistema de informacion geografica (SIG).

La parte experimental empleo imagenes SPOT 5 y LandSat 8 del afio 2014 del mes de enero.
Cuando a estas imagenes se les corregia hasta reflectancia previo a la correccién topografica se
obtenian valores aberrantes para las zonas de sombra profunda o intensamente iluminadas, por
ello, se descart6 esta ruta y se optd por trabajar con las bandas en su estado DN.

Como primer paso se generé un modelo de iluminacién correspondiente al dia, hora y ubicacion de
la toma y se asemeja a un modelo ideal en que la fuente luminosa se ubicara en el cenit de tal
manera que no se generen sombras por el efecto de las montafias o barrancas. A pesar que la
paqueteria SIG convencional es capaz de construir modelos de iluminacién, estos no deben ser
empleados para la correccidon ya que ponderan la iluminacion en una escala de 0 a 255 para
asignar tonalidades de grises, en cambio un modelo construido considera las condiciones del dia
de la toma y en funcién de ello genera su escala. Existen diversos métodos para construir un
modelo de iluminacion, aqui se considerd el de los cosenos por su simplicidad (Ec. 2).

IL= Cos(y)= Cos(s)Cos(B)+Sin(s)Sin(6)Cos(¢-a) Ecuacion 2
Donde
s= pendiente
0= Zenith
¢ = Azimuth
a= aspecto

Debido a que el desarrollo de esta metodologia se realizé empleando la paqueteria SIG ArcMap
10.1 y ENVI 5, todas las variables se encuentran en unidades radianes.

Las variables de aspecto y pendiente fueron calculadas con base al modelo digital de elevacion
con las rutinas precargadas en ArcMap 10.1. Los valores de zenith y azimuth se obtuvieron del
archivo metadato de cada imagen.

Se aplicé una regresion lineal entre el modelo de iluminacion construido y la banda asociada y con
la funcién se determiné el valor del coeficiente C (Ec. 3). Es importante mencionar que este paso
es el mas complejo en cuanto a tiempo empleado, ya que se procesan imagenes o matrices de
miles de valores y para ello se construyeron y automatizaron hojas de calculo para optimizar el
analisis.

by Ecuacion 3

¢y =—;Para: p; =b, +m, IL
.

Donde
Cy = coeficiente de correccion
by = ordenada al origen

2295



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

my = pendiente de la recta
Una vez calculado el factor C, se aplica la Ecuacion 1 en toda la banda para corregirla como se
muestra en la Figura 2.

IL =cosy;, = (:058p cos 0, + senﬁpsenﬂ' cos(nba -6, )

PENDIENTE
(6p)

MODELO DE
ILUMINACION

) BANDA 2

y =0.0082x + 0.0335
oo RT=0.0704

CENIT SOLAR
(6i)
AZIMUTH ($a
:
CORREGIDA

Metadato

_be

K

iPara: pp =Dy +my IL

Q

€038, +ey )
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L TP |
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Figura 2. Metodologia de la correccion topografica.

Una vez realizada la correccion sobre la banda, se procedié a corregirla hasta reflectancia para
después clasificarla y delimitar asi los diferentes usos de suelo y vegetacion.

RESULTADOS

El método mejora la clasificacion entre 40%-50% con respecto a imagenes clasificadas sin
correccion topografica, obteniendo estimaciones de uso de suelo y cobertura vegetal con un 85-
90% de confiabilidad.

CONCLUSIONES

Al aumentar la confiabilidad en la estimacion del uso del suelo y vegetacion se mejoran los
procesos de planificacion territorial los cuales son utilizados, por ejemplo: en los planes de
desarrollo municipal y estatal o en la estimacion de areas agricolas con implicaciones econémicas.

La correccidon topografica puede aplicarse a cualquier imagen multiespectral que contenga
metadato.
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La correccion topografica debe aplicarse antes de la correccidon atmosférica hasta reflectancia y es
parte de las correcciones radiométricas.
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RESUMEN

Para aprender ciencias se requiere una comprension profunda de los fendmenos que se estudian.
Por ello los problemas verdaderos, es decir: no rutinarios; que requieren una heuristica para su
solucion; e introducen al estudiante en el mundo laboral), son un instrumento que ha de estar
presente en los cursos [1]. En la experiencia se ha encontrado que los estudiantes que ingresan al
nivel superior no siguen una metodologia ni muestran orden para la soluciéon de problemas, por lo
cual llegan a soluciones incompletas o erréneas. Ante esta observacion se elaboré una
herramienta metacognitiva que consiste en un cuestionario que acompafa a un problema
verdadero, basado en las etapas de solucién de problemas de Polya [2], para promover la
autorregulaciéon metacognitiva del alumno. La metodologia utilizada fue un analisis longitudinal de
las soluciones de los estudiantes a los problemas verdaderos, en estudiantes de segundo
semestre de la Licenciatura en Fisica y Matematicas. Los resultados muestran una comprension
conceptual mas profunda de los estudiantes que asimilaron la herramienta.

INTRODUCCION

La solucién de problemas en clase debe ser una introduccion a la solucién de los problemas que
enfrentara la persona en el mundo laboral, por lo que se debe buscar que los estudiantes, ademas
de un resultado numeérico, lleguen a la comprension del problema y de la metodologia para llegar a
una solucion. Esto lo obtendran desarrollando su metacognicidon con sus respetivas habilidades y
no solo le ayudara en la solucién de problemas de fisica sino en la forma en la cual aborda y
enfrenta los retos que se le presenten.

A partir de la revision de la literatura se obtuvo que para lograr un aprendizaje autorregulado, se
requiere formacién, entre otros elementos, de la metacognicién [3]. Se han realizado
investigaciones para el desarrollo de la metacognicion, en su mayoria aplicados a la ensefanza de
redaccién de textos a niveles basicos. En ellas se obtuvo que conviene para promover
experiencias de éxito y niveles de conciencia cada vez mayores, mediante tareas metacognitivas
[4]. Otra investigacion puso a prueba el uso de los mapas conceptuales y la V de Gowin para el
desarrollo de la metacognicion. Los resultados muestran que dichas herramientas favorecen que
los estudiantes sean mas auténomos vy eficientes en su aprendizaje y en la valoracion del avance
de los mismos [5]. CONAFE (Consejo Nacional de Fomento Educativo) disefid, implementd y valoré una
estrategia para contribuir al desarrollo de la metacognicion de los capacitadores tutores en la
modalidad indigena en Chiapas, México, que consistié en un curso-taller presencial. Los resultados
mostraron que el curso-taller sirvié para que los capacitadores tutores comprendieran que de su
propia autorregulacién depende en gran medida la que logren sus instructores comunitarios; y que
el desarrollo de la metacognicién les permite aprender de sus errores, autoevaluarse como
aprendices y como docentes y asi reconstruir en todo momento su practica educativa en beneficio
de un programa de formacion docente de mayor calidad [6]. De estos trabajos se puede observar
que se requiere realizar investigacion acerca del desarrollo de la metacognicion a nivel superior y
en el area de las ciencias.

El objetivo de este trabajo es promover la autorregulacién metacognitiva del alumno, para lo cual
se disefid una herramienta de tres partes, basada en la heuristica de propuesta por Polya, una
para el profesor, que consisti6 en una rubrica para la evaluacion; y dos para el estudiante, un
cuestionario y una lista de cotejo
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TEORIA

El término metacognicién estd muy relacionado con la autorregulacion de los procesos
intelectuales indispensables para saber aprender, lo que incluye tener conciencia de lo que se
sabe; planificar estrategias, por ejemplo, para la generalizacion y transferencia de los aprendizajes;
y valorar la efectividad de dichas estrategias [7] La metacognicion adquiere cada vez mas
relevancia, debido a que el aprendizaje auténomo y autorregulado es indispensable ante el avance
acelerado de la ciencia y la tecnologia, que impiden la ensefianza de todo lo trascendente de estos
campos en la educacién escolarizada [8]. La metacognicidn incluye conocimientos y habilidades: El
conocimiento metacognitivo consiste en que la persona es consciente de sus capacidades y
limitaciones cognitivas, es decir, se da cuenta de si algo le resulta facil o dificil, identifica sus
obstaculos y se da cuenta si va caminando hacia la consecuciéon de su objetivo; las habilidades
metacognitivas son las que le permiten a la persona gestionar su actividad mental, la cual incluye
planificacién, direccion y control del pensamiento y de las acciones que se derivan del mismo. [9]
Las estrategias metacognitivas son el conjunto de acciones que permiten conocer las propias
operaciones y procesos mentales, las formas de usarlas y de regularlas. La ensefianza de dichas
estrategias puede darse de tres formas: es ciega cuando solamente se les presenta a los
estudiantes como realizar una tarea, de manera que dificimente pueden valorar esa forma de
trabajar, comparada con otras posibilidades, para tomar decisiones; es razonada cuando se les
explica qué es la metacognicion, su importancia y utilidad; es metacognitiva cuando, ademas de lo
anterior, se generan oportunidades del uso de la metacognicién para que tomen conciencia de su
efectividad [8]. Cuando los estudiantes han comprendido, valorado y utilizado las estrategias
metacognitivas, ademas de las cognitivas, se va construyendo una cultura estratégica de
aprendizaje que implica una disposicion para analizar y reflexionar sobre las tareas, las soluciones
a las mismas y las consecuencias de estas ultimas, en un espacio de construccion y co-
construccion colectiva del conocimiento [10]

Para la formacién metacognitiva, segin Osses y Jaramillo, se conocen cuatro posibles

metodologias:

1. Instruccion explicita. El profesor explica las estrategias a través de declarar qué requieren
saber, como, cuando y por qué lo han de aprender; ademas puede utilizar las estrategias a la
vista de los estudiantes, mientras explica.

2. Practica guiada. El profesor va guiando a los estudiantes hacia la autorregulacién, mediante
un dialogo en el que les proporciona el apoyo que vayan requiriendo.

3. Practica cooperativa. Se guia a los estudiantes, quienes trabajan en grupo de manera
colaborativa, de manera que ellos mismos realicen la regulacion de su proceso.

4. Practica individual. Asignar al estudiante un trabajo individual que ha de realizar apoyado en
una guia de autointerrogacién que contenga las preguntas que uno mismo ha de plantearse
para regular su propio proceso.

METODOLOGIA

El presente trabajo se realiz6 mediante una investigacion longitudinal de corte cualitativo, con un
grupo de 38 alumnos de segundo semestre de la Licenciatura en Fisica y Mateméticas, con la
intencién de obtener elementos para la construccién de una herramienta para el desarrollo de
habilidades metacognitivas y ponerla a prueba mediante su uso en la resolucion de problemas
verdaderos de un curso de fisica. La herramienta estuvo formada por tres elementos, para el
estudiante: un cuestionario para que interiorizaran las etapas de la resolucion de problemas, que
debian responder antes de resolver los problemas y una lista de cotejo, para su autoevaluacion;
para el profesor, una rubrica para evaluar las soluciones de los estudiantes a los problemas. Para
la construccion de la herramienta se utilizaron indicadores y criterios de evaluacion elaborados a
partir de las etapas para la resolucion de problemas, como se muestra en la tabla No. 1.

La aplicacion de la herramienta se llevd a cabo mediante tres metodologias para la formacion
metacognitiva, de manera consecutiva: la practica guiada, la practica cooperativa y la practica
individual. [8].

Tabla No. 1. Disefio de la herramienta metacognitiva
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argumentar sus
ideas y
razonamientos

el problema?
¢Qué argumentos justifican cada paso en la
resolucion del problema?

Clave | Indicadores para | Preguntas para los estudiantes Criterios de calificacién para la
la lista de cotejo rubrica
Identificar
1-a Identificé los datos Reescribe con tus propias palabras lo que dice | 0) No escribio
el enunciado del problema, elabora los apoyos | 1) Datos dispersos por el texto
visuales que requieras (esquemas, diagramas | 2) Tabla
de cuerpo libre, graficas = =
1-b Usé K < ) 0) No escribié ni esquematizé
diagramas 1) Dibujo
2) Diagrama de fuerzas
3) Diagrama de fuerzas y dibujo
Plantear
2-c Escribio las ¢ Has realizado un problema similar antes? 0) No escribié ninguna expresion
expresiones a ¢Qué herramientas necesitas para resolver el | 1) Escribié parcialmente la
utilizar enunciado? expresion
2) Escribio la Ec. Matematica
2-d Uso texto para ¢, Qué pasos (en orden), utilizaras para resolver | 0) No usé texto

1) Argumenté algunos pasos
2) Argumenté su proceso

Ejecutar
3-e Especifico 2)Todas
sustituciones
1)Algunas
0)No
3-f Sefal6 resultados ¢,Coémo puede alguien que vea tu solucion, | 0) No
parciales identificar los resultados que obtuviste y la | 1) Si
4-g Llegd a un resultado interpretacion que hiciste de ellos? 0) No
1) Si pero sin unidades
2) Si, con unidades
4-h Llegé a una 0) No
conclusion 1) Si
Evaluar
4-j Realiz6 analisis de |  Cdmo sabes si la solucion de tu problema es | 0) No
unidades I6gica y fisicamente correcta? 1) Si
4 Se observo 0) No
correccion de su 1) Si, con borrones
respuesta 2) Si
4-k Su respuesta fue 0) No
correcta 1) Si

La lista de cotejo se estructurd en cinco columnas, en la primera se enumeraron las etapas para la
resolucion de problemas verdaderos; en la segunda los pasos a realizar para cada etapa, en la
tercera el espacio para que el estudiante verificara si realizé el paso correspondiente; la cuarta,
para que el profesor realice dicha verificacion, y una mas para observaciones, de manera que
pueda enriquecerse la retroalimentaciéon. Las Ultimas tres columnas serviran para obtener
elementos que favorezcan la autorregulacién del alumno mediante el uso de la herramienta
metacognitiva, asi como la corregulacion que realiza con apoyo del profesor [11]

Después de una evaluacién diagnéstica, el proceso de implementacién de la herramienta
metacognitiva se realizé de dos formas, en la primera, se utilizd una ensefianza razonada al final
de la cual se llevd a cabo una evaluacion que se ha denominado en este documento, de
“transicidn”, y la segunda, que se realizd de forma metacognitiva [8], al cabo de la cual se realizo la
evaluacion llamada “final”. Asi, los datos se colectaron en tres momentos:
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1. El diagndstico, que consistié en la resolucién individual de cinco problemas verdaderos, de
los cuales, el cuatro se les permitié que lo realizaran como tarea.

2. Latransicion, que fue una evaluacion después de un periodo de cuatro sesiones en el que
se habian dado indicaciones verbales de cémo se resuelven los problemas, tales como la
importancia de reportar valores con sus unidades correspondientes, presentar respuestas
ordenadas, etc. Esta evaluacién se realiz6 mediante la resolucién individual de cuatro
problemas verdaderos.

3. La evaluacion final, se efectué después de un proceso en el que los alumnos utilizaron la
herramienta metacognitiva para resolver sus tareas y problemas en clase. Esta ultima
etapa se evalué a través de la resolucion individual de cuatro problemas.

Cabe sefialar que en las etapas 2 y 3 se les solicité indicaran de forma numérica qué calificacion
esperaban obtener, asi mismo el profesor asigné a los estudiantes una calificacion numérica.

RESULTADOS

Los datos obtenidos en la evaluacion del uso de la herramienta metacognitiva para la resolucién de
problemas, utilizando la rabrica, en los tres momentos del proceso: diagndstico, transicio y final, se
muestran en la tabla No. 2. En la primera columna se encuentran las claves asignadas a los
indicadores; y en las siguientes columnas, la moda de las puntuaciones del grupo para cada
criterio de evaluacion. En la pendiltima fila, la suma de las puntuaciones de cada columna, y en la
ultima fila, la media aritmética de las sumas de las puntuaciones de cada columna, en cada
momento del proceso.

Tabla No. 2. Resultados del uso de la rubrica para la resolucion de problemas en los tres
momentos.

Diagnéstico Transicién Final

Criterio 1 (2 |3 |4 |5 112 |3 (4 112 |3 |4
1-a|0 | 0| 0|0 | 2|2 |2 |2|2|2|2|2]|0
1b(1|1 (12|23 |0|1]|]0[1|1]3]1
2c|0| 0| 2|2 |2 |2|2|2|2|2|2|2]|2
2dfoj0|0|O0O|O0O|2|0|0|0]|2]|2]|2]|2
300 1|1 |1 |11 |11} 1]1]1][1
3ffojo0|1|1(0|0|O0O|O(O0O|1|1|0]O0
49l 0|0 | 2|2 |2 (2|2 |2 |2]|2]|2|2]|2
4-h|0 (0|0 |Of1T]|]O|O[O|1T |1 [1]|1]1
4|0/ 0| 0|0O|O|O|O|O|O|OjO|O]|O
4jj0/0|0|0O|O0O|O|O|O|O|OjO|O]|O
4k 0|0fO0O|1|]O0|jOfO|O|O|1T[1]|1]0
Total (de 21) 1|1 |7 |9(10(12| 7 | 8 | 8 |13 (12|14 | 9

M.A. 5.6 8.8 12

De los resultados obtenidos en la evaluacion diagnéstica, se puede observar, que la puntuacién
promedio es de 5.6, de los 21 puntos que sumarian todos los criterios de la rabrica. El analisis
cualitativo de las respuestas muestra que los estudiantes no identifican datos de forma explicita; en
los primeros tres problemas realizaron dibujos, pero algunos de ellos no describian lo plantado en
el problema; en los ultimos dos problemas, para describir la situacion, realizaron diagramas de
fuerza, y ademas escribieron las expresiones matematicas que utilizaron. En ninguno de los
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problemas se observa que los estudiantes argumenten su procedimiento, unicamente incluyen su
planteamiento matematico y sustituciones numéricas, en las cuales no usan todos los datos
necesarios lo cual los conduce a errores algebraicos. En la mayoria de los problemas no sefialan
resultados parciales. En los primeros dos problemas los estudiantes no pudieron llegar a un
resultado, y en los problemas en los que si obtuvieron uno, falta la interpretacién requerida para
responder a la pregunta planteada. En ninguno de los problemas se observa analisis de unidades o
correccion de errores, lo que nos indica que no realizan una revision retrospectiva de sus
procedimientos, como consecuencia no identifican sus errores y no llegan a respuestas correctas.

En un laboratorio de Biologia se desea medir la localizacién
del centro de gravedad en funcién del peso de una persona.
Para ello, usted se ofrece de voluntario y lo colocan en una
tabla que esta colocada sobre dos balanzas. Su altura es R
de 188 cm. Y la balanza izquierda marca 445 N. mientras ;
que la derecha marca 400 N. La tabla tiene una densidad ~** J
de 500 kg/ms, 2 m de longitud y una seccion transversal de [P —

20 cm?. ¢Ddnde se halla su centro de gravedad respecto a :
sus pies? Las balanzas estan colocadas de tal forma que B
distan lo mismo de los bordes de la tabla y estan separadas anm
una distancia de 178 cm entre si.

Figura No. 1. Ejemplo de solucion de un estudiante en el momento de diagnostico. De lado izquierdo Enunciado del
problema, y de lado derecho imagen de solucion.

Observamos en la Figura 1 que el dibujo realizado no corresponde a lo planteado en el problema
ya que se dibuja a la persona de pie, lo cual no tiene sentido con las mediciones mostradas en las
balanzas, ademas el estudiante no argumenta su desarrollo.

En los resultados de la evaluacion realizada al final de la fase de transicion, el promedio del grupo
se elevo hasta 8.8. Del analisis cualitativo se puede observar que los alumnos detallan mas su
solucién; por ejemplo, se presentd por primera vez una combinacion de diagramas de fuerzas y
dibujos, aunque se encontro el problema de que los alumnos realizaban uno sobre el otro, lo cual
genera confusién con respecto a donde aplicar las fuerzas y sus direcciones. Cuando los
estudiantes usaron texto para argumentar sus ideas, supusieron ciertas cosas que tenian que
demostrar, o daban argumentos no validos de su procedimiento, lo cual los llevé a resultados que
no tenian sentido fisico. En general el grupo reporta sus respuestas con unidades, pero no
escriben conclusiones. Aunque se nota que tomaron en cuenta varias de las indicaciones verbales,
el grupo no llega a respuestas correctas.

En la figura 2, se muestra la solucion de dos estudiantes. En la solucién de la izquierda
observamos que el estudiante sobrepuso el diagrama de fuerzas y el dibujo no pudiendo identificar
correctamente las fuerzas involucradas. Para la solucion de la derecha tenemos una
argumentacion incorrecta en la cual se convierte una longitud en una fuerza.

En la evaluacion al final del proceso, la puntuacion llegd hasta 12. Mediante el andlisis cualitativo
se observé que los alumnos detallaron mas su procedimiento, en todos los problemas presentan
algun tipo de diagrama para auxiliarse en su comprension, incluso un diagrama de fuerzas en el
problema que lo requeria. Ademas, indicaron las expresiones matematicas a utilizar, las cuales
acompafiaron de texto explicando sus procedimientos e ideas. También se especificaron
sustituciones las cuales ya lucen ordenadas. En todos existié una interpretacion y no Unicamente
un resultado numérico, lo cual expresa la comprension de los conceptos de fisica que intervienen
en el problema. Los primeros tres problemas se solucionaron correctamente, el cuarto problema no
fue asi; el principal error que se observo es que los estudiantes no identificaron el concepto de que

una constante del material no cambia.
Un gran espejo cuelga de un clavo como se muestra en la figura. El alambre de acero (Yacer=200x10° N/m?) que lo soporta
tiene un didmetro de 2mm y una longitud sin deformar de 1.7 m. La distancia entre los puntos de soporte en la parte
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superior del marco del espejo es 1.5 m. La masa del espejo es de 2.4 kg. ¢Cual es la distancia entre el clavo y la parte
superior del marco cuando el espejo esta colgado?

mﬁi LY
ok e
AT Gl 34 (‘f.}d?
sl | »
o Sy
\ % N ‘1
) 2 0
- ks '341\‘| U L._‘J;P\».
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* ‘1“41{5_ ?25 12

ﬁ :':L [{_‘fh-‘yﬁm
% _ra,zg; 'i.
55 N lr "g e farokd |
L1

Figura No. 2 Ejemplo de solucnon de dos estudiantes en la fase de transiciéon. En la parte superlor el enunciado del
problema, de lado izquierdo solucién que sobrepone PREGUNTAR A EDGAR, y diagrama de furezas con su respectiva
sumatoria y de lado derecho solucién con argumentacion sin sentido.

Dos bloques cubicos idénticos en tamario y forma se cuelgan de hilos y se sumergen totalmente en una alberca. El bloque
A es de aluminio (rA=2.7x103 kg/m3); su cara superior esta 0.5 m bajo la superficie del agua. El bloque B es de latén
(rB=8.6x103 kg/m3); su cara superior esta 1.5 m bajo la superficie del agua. Indica para qué bloque las siguientes
cantidades son mayores, o si son iguales. A). La presion del agua sobre la cara superior de los bloques. B). La fuerza de
empuje ejercida por el agua sobre los bloques. C). La tensién en el hilo del que cuelga cada.

Fig. 3 ejemplo de solucién en el momento final,
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Cabe senalar que al ser alumnos de segundo semestre no estan acostumbrados a resolver
problemas que solo requieran resultados algebraicos. De hecho, se observé que varios estudiantes
dieron valores numéricos para evadir la abstraccion requerida para el problema.

En la figura 4, se observa que la solucidbn mejoro, en esta se observan argumentaciones, dibujo y
diagramas de fuerza separados y orden.

Para evaluar la autoconciencia que tenia el estudiante sobre su proceso, comparamos los
promedios de calificaciones obtenidas en ambos momentos con el promedio de las
autocalificaciones que se asignaron los estudiantes antes de que se les diese su calificacion.

Tabla No. 3 Comparacién de autocalficaciones y calificaciones obtenidas.

Promedio
Momentos Auto calificacion Calificacion
Transiciéon 5.22 3.32
Final 7.01 7.55

En la tabla 3 observamos que el promedio grupal tubo una mejora desempeno de 4.23 puntos en
las evaluaciones. Para las autocalificaciones tenemos que, en la etapa de transicién, existe una
diferencia de casi dos puntos menos entre lo que los estudiantes esperaban obtener y la
calificaciéon que obtuvieron. Para el momento final, tenemos que esta diferencia es de 0.54 puntos
y obtuvieron una calificacion ligeramente mayor a lo que ellos mismos esperaban, lo cual muestra
una mejor conciencia sobre sus procedimientos, esto nos sugiere un avance el desarrollo de la
autorregulacion metacognitiva por parte de los estudiantes.

CONCLUSIONES

Con base a la propuesta de Polya se disefié una herramienta metacognitiva para la resoluciéon de
problemas la cual consiste de tres elementos: Una rubrica para apoyar al profesor en la evaluacion,
para los estudiantes un cuestionario que les permitiera que interiorizaran las cuatro etapas de la
resolucién de problemas, y una lista de cotejo para generar la autorregulacion.

Antes de aplicar el cuestionario y la lista de cotejo, se realizd6 un diagnéstico con ayuda de la
rubrica para el profesor, el cual arrojo que los estudiantes no muestran comprension del problema,
ni reportan ordenadamente, ni argumentar sus procedimientos, ademas de que no realizan ningun
tipo de vision retrospectiva de sus respuestas.

Para el momento de transicion, el analisis auxiliado de la rubrica nos sefiala que los estudiantes
detallaron mas sus procedimientos. Sin embargo, mostraron deficiencias conceptuales en la fisica
requerida para la solucion de estos problemas.

Para el momento final, observamos que las respuestas son altamente desarrolladas ademas de
correctas. La Unica etapa de soluciéon que aun no se observa en los estudiantes es la de vision
retrospectiva, es decir, no encontramos evidencia de que una vez terminado el problema verifiquen
Sus respuestas.

Respecto a la metacognicién observamos que cuando se permite que sea el propio estudiante el
que califique su desempefio y revise los criterios con los que se le evaluara, su autoconciencia y
procedimiento en la solucién de problemas pueden mejorar, lo que tendra como consecuencia un
impacto positivo en su calificacion.
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RESUMEN

Algunos de los espacios tiempos, en variedades de dimensidn cuatro, con curvatura escalar
ceroson de relevancia debido a que representan agujeros negros o agujeros de
gusano. Los primeros de estos tienen una region desconectada del espacio tiempo en donde
ocurre la singularidad, mientras que los ultimos conectan dos regiones asintéticas o dos universos
através de una garganta y son regulares. Aunque tedéricamente estos surgieron para el caso de
variedades de dimensioén cuatro su generalizacion se ha dado a espacios de mas dimensiones
debido a la propuestas de teorias de dimensiones extras. En este
trabajo presentamos el andlisis de la generalizacion de un agujero de gusano, en cuatro
dimensiones, con curvatura escalar cero a uno en dimensiones extras.

INTRODUCCION

La teoria de la relatividad general de Einstein permite una variedad de posibles escenarios al
considerar las geometrias resultantes como resultado de los efectos gravitacionales. Uno de estos
posibles espacios tiempo son los agujeros de gusano, cuya riqueza geométrica permite describir la
posibilidad de transicién entre dos regiones de un mismo universo o bien la conexién entre
regiones de universos distintos [1, 2], estos objetos pueden ser considerados como geometrias de
espacios Euclidianos [3,4] o con signatura Lorentziana, estos ultimos han sido estudiados con
posibilidades de viajes en el tiempo [1, 5]. En teorias de espacios de mayor dimensién como teoria
de branas han sido construido soluciones para el caso de teoria de Branas en el formalismo de
Randall Sundrum 11 [6], en uno de estos trabajos se ha establecido una cota astronémica para el
radio de la garganta en términos de la tensién en la brana [7]. Para espacios estaticos y
esféricamente simétricos con campo escalar de K esencias para una variedad estatica y
esféricamente simétrica de dimensién n también han sido construidas soluciones de agujeros de
gusano transitables [8] este generaliza el agujero de gusano de Ellis-Bronikov [9-11]. Agujeros de
gusano n dimensionales con métrica dependiente del tiempo Lorenzianos con constante
cosmoldgica con una ecuacion barotrépica han sido analizados, mostrando que si la constante
cosmologica es positiva se tiene agujeros de gusano que se expanden, mientras que si la
constante cosmoldgica es negativa se tendria un agujero de gusano que se expande hasta un
radio maximo y después se contrae [12]. Por otro lado espacios tiempo con curvatura escalar cero
han sido construidos para modelos de agujeros negros, como lo es el agujero negro de
Schwarzschild o el de Reisner Nordstrom [13-15], ademas se ha mostrado que es posible construir
espacios tiempo que representen agujeros de gusano transitables con curvatura escalar cero en
espacios tiempo de dimensién cuatro [16]. En este reporte presentamos una generalizacion de
este caso de un espacio tiempo de dimension n, estatico, esféricamente simétrico y de curvatura
escalar cero [16]. En la siguiente seccion damos el conjunto de soluciones que describen a un
espacio tiempo de dimension n, en la secciéon 3 resolvemos el sistema de ecuaciones vy en la
secciodn 4 realizamos el analisis de la solucién, para finalizar con la seccién de las conclusiones
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TEORIA

La simetria impuesta sobre la estructura del espacio tiempo asi como mecanismos que simplifiquen
la solucién del sistemas de ecuaciones ha sido relevante en relatividad general para poder
construir modelos analiticos. Un supuesto que simplifica considerablemente el sistema de
ecuaciones es el considerar espacios tiempo estaticos y esféricamente simétrico, este es caso que
analizaremos en este trabajo por lo que consideraremos la forma de la métrica en las coordenadas
de Schwarzschild:

2
r

d

ds? = —e?*Mdt? + ———+ r?dnz_, (1)

b(r)

1-—
donde dQ%_,representa el elemanto de linea sobre la esfera de dimension N—2, &(r) es la
funcién de corrimiento al rojo gravitacional y b(r) es la llamada funcion de forma. El tipo de materia
a considerar como constituyente del agujero de gusano sera descrito por un fluido anisotrépico,
aunque en la construccidén del espacio tiempo lo mas relevante es el suponer que la curvatura

escalar es cero. Para la métrica (1) la densidad y las presiones estan relacionadas por

Zkp _ r-N+2@ (2)
N-2 dr
2kPr 2 1 b \d® (N-3)b (3)
N—2 F( _N—3)E_ rN-1

N—2 N-2U =3/{\dr/ " dr2 N-2(N-2) dr (4)
(N —3)(=3br® + br®=N + 2rV) do N (N-=3)b
(N=2)(-br3+rMr dr  (N—2)rN-1

kPt 2 ( b)((dd)>2+c12_¢)_(r(ﬁ)+N—3)db

Aqui p representa la densidad y (Pr, Pt) las presiones radial y tangencial y k la constante de
acoplamiento, estas ecuaciones nos permitiran analizar las propiedades de la materia que describe
el agujero de gusanos. Mientras que la restriccion de que el escalar de curvatura sea cero nos
conduce a:

1 db —rN(N—-1)b%+r33N—5)b—2rN(N —2)\ d® b do\?  d?o
<_ rN-3dr (b@r3 —=rMr )E + (1 - rN‘3) <(E) F) (5)
(N —3)db
T N-2 dr

Esta ecuacion diferencial es no lineal, no homogénea y de segundo orden con respecto a la
funcion @ y es de primer orden no homogénea y lineal con respecto a la funcién b, esta
caracteristica es lo que nos permitira construir una solucién particular.

LA SOLUCION

Hay una diversidad de soluciones que pueden llegar a construirse al imponer que la curvatura
escalar sea cero, por ejemplo en el caso de un espacio tiempo de dimension cuatro el agujero
negro de Schwarzschild y el de agujero negro de Reisner Nordstrom tiene curvatura escalar cero.
Esta propiedad ha sido aprovechada en el caso de la construccién de agujeros de gusano en una
variedad de dimensién cuatro [16], aqui planteamos la generalizacién de su caso a n dimensiones.
Para la construccion de la solucién supondremos que la funcién de forma es constante, equivalente
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a suponer que la densidad es cero, y la elegimos de manera que la garganta del agujero de
gusano este en 1 = 17, es decir elegimos:

b(r) =r)3 (6)
Reemplazando esta en la ecuacion (5) obtenemos la ecuacion:
N-3\ 2 2
1+N _ T'o (d_(p) dﬁ __.N-3 _ 3 2N-6,.6-N _ 4..N d_CD — (7)
r (1 o 2 I +2 I + (—rp (BN = 5)r* + Nr§" °r 4r™) I 0

luego de su integracion arribamos a

rN—3 (8)
o) — -9
e®\r —u+v’1 s

donde (i, V) son las constantes de integracion. La forma de las funciones (b,®) nos permite
obtener el elemento de linea que describe la geometria que estudiaremos y es dado por:
2

rN—3 er
dSZZ— H.+V 1—1.1(11—_3 dt2+ﬁ+r2d0§_2 (9)
1- ?\1—3
r

Esta métrica es valida para r > r,, aunque puede realzarse una extension que dependera de los
valores de las constantes (u, v).

4. ANALISIS

La métrica obtenida puede describir agujeros negros, singularidades desnudas o agujeros gusano,
el tipo de comportamiento es determinado por los valores de las constantes, si elegimos u =0,
obtenemos la solucién de Tangherlini [17]

2 r(l)\]_3 2 drz 2 2
ds® = —<1—rN_3) dt +W+r d0g_, (10)
1- r?\]—_3

Esta es una generalizacion de solucion de Schwarzschild, su tensor de Einstein es cero,
representando un agujero negro en el vacio en N dimensiones, su horizonte de eventos esta
ubicado en r = 1, > 0, si 1, < 0 entonces para un espacio de dimensién N par se tendria una
singularidad desnuda. El caso para el que v = 0, nos proporciona la posibilidad de construccién de
un agujero de gusano. La situacién mas general se tiene para (u, v) diferentes de cero, y esta sera
analizada a continuacion. Las propiedades que las funciones métricas, (®,b) deben satisfacer
para que su geometria asociada represente un agujero de gusano son [1]

a) Ausencia de horizonte de eventos, es decir, la funcién de corrimiento a rojo gravitacional ,

@(r) debe ser finita
b) La ubicacién de una garganta, como el valor de area minima de las regiones r constante,

esto es, debe existir un r = ry,para el que b(ry) = r,, con %r) <lparar> r,

c¢) Comportamiento asintético de la geometria, @ -0, &(r) -0 cuandor -

Estas son las condiciones minimas para que una variedad diferenciable represente un agujero de
gusano, estos requerimientos implican que el tensor de momento energia asociado al agujero de
gusano viola la condicién nula de energia [1].

Puesto que la métrica (9) es valida para r = r, es necesario hacer una transformacion para realizar
la extension, la transformacion es muy similar a la dada en [16] y aqui solo discutiremos sus
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consecuencias. La métrica (9) satisface los requerimientos para la existencia de un agiero de
gusano Yy la forma de sus presiones son:

1(N—2)(N—3)ur)3rt-N

Pr(r) = — (11)
2 —
k<u+v /1 —Irfz_z>
1-N _ 27.N-3
iy = LT ROV = 3)rd

2 = (12)
k<u+v ’1 _r?“_‘3)

La forma de las funciones y de la métrica nos da como consecuencia una solucién de agujero de
gusano con densidad cero y presiones que decaen asintéticamente.

CONCLUSIONES

Se ha construido dos conjuntos de soluciones con curvatura escalar cero, una de ellas representa
un agujero negro que corresponde a la generalizacion del agujero negro de Schwarzschild en n
dimensiones, esta solucion fue encontrada antes por Tangherlini. La otra familia representa
agujeros de gusano biperimétricos, esta solucién es nueva y es una generalizaciéon de la familia de
agujeros de gusano obtenida por Dadhich et al., con densidad cero y funciones de presion
asintéticamente planas.
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ESTRUCTURA DE BANDAS DE UN CRISTAL FONONICO DENTRO DE UNA GUIA DE ONDAS
EN 3D
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Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas “Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez” de la UMSNH,
Morelia, Mich., e-mail: clausfase4@yahoo.com.mx amendozas777@yahoo.com.mx,
hiperezag@yahoo.com

RESUMEN

Hoy en dia, las fibras de cristal fotonico (PCF) se utilizan en aplicaciones de 6ptica no lineal,
generando gran interés para el desarrollo de sensores y dispositivos que pueden ser utilizados en
el area de telecomunicaciones. La existencia de una estructura de bandas asociada a la
periodicidad que rodea al revestimiento con defectos, posibilita que estas guias de onda de cristal
foténico presenten caracteristicas inusuales, mas alla de lo que las fibras convencionales pueden
ofrecer. Enfocandonos sobre un caso especial de estos sistemas llamados guias de onda con
cristal fonoénico, presentamos un procedimiento integral del tipo Método de Elementos de Frontera,
el cual permite realizar calculos de estructuras de bandas en sistemas en 3D. En particular, en una
guia de ondas rectangular que contiene un cristal fonénico, representado a través de un arreglo
periddico unidimensional de inclusiones esféricas. Como aplicaciones de la metodologia propuesta,
se reporta la obtencion de bandas de frecuencia prohibidas para los casos de una guia de ondas
cubica vacia y aquéllas que contienen una inclusion esférica con distintos diametros, considerando
periodicidad infinita y bajo condiciones de frontera Dirichlet. Ademas, cuando es posible hacerlo,
los resultados numéricos se comparan con su contraparte analitica, encontrando buena
concordancia.

INTRODUCCION

La propagacion y el esparcimiento de ondas que interaccionan con objetos compuestos de
materiales que tienen ciertas propiedades fisicas engloban a una gran cantidad de fendmenos en
electromagnetismo, 6ptica, acustica, etc. Guias de onda de cristal foténico, asi como de cristales
fononicos y sonicos, han generado un creciente interés cientifico como medio para controlar la
dispersion de ondas en aplicaciones tecnoldgicas diversas. Estos cristales estan compuestos de
distribuciones periodicas de dispersores inmersos en un medio de propagaciéon y, disefiados
mediante una disposicion con dimensiones y periodos comparables a la longitud de onda.

La idea de que una estructura periédica en dos o tres dimensiones de un material pueda actuar en
la propagacion de ondas acusticas, es reciente. El concepto propuesto expande el potencial de las
bandas prohibidas acusticas, que bajo ciertas condiciones se pueden formar, para adaptarse por
sus propiedades de dispersion. A través de estas regiones, la propagacion de las ondas no es
posible, independientemente de la direccion en que se emite la onda incidente. Cabe mencionar
que el disefio experimental de sistemas que originen la formacion de bandas prohibidas,
permitirian controlar el flujo del sonido a través de una cavidad, como si fuera un filtro.

Por ende, las mayores expectativas de los cristales fondnicos son referidas a su capacidad para
guiar ondas acusticas altamente eficientes, mediante la remocion de esparcidores; es decir, a
través de la introduccién de defectos en el sistema, se construye una guia de ondas sénica con
caracteristicas particulares. De ahi que, se tiene el potencial de impactar una variedad de
aplicaciones tales como la robdtica, infraestructuras civiles y sistemas de defensa, entre otros.

Desde este punto de vista, las guias de ondas acusticas construidas en cristales artificiales es un

tema que esta vigente hoy en dia, no sdlo tedrica sino también experimentalmente. En la literatura
existen diversos trabajos enfocados en estudios sobre sistemas bidimensionales, argumentandose
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que los calculos en 3D requieren un enfoque delicado, son dificiles de abordar y, costosos en lo
que a tiempo de codmputo involucrado se refiere.

Una técnica rigurosa para calcular la estructura de bandas de cristales fonénicos en 3D es un
procedimiento integral del tipo Método de Elementos de Frontera y se le conoce como El Método
de la Ecuacion Integral. Dicha metodologia ha sido aplicada en estudios recientes para guias de
onda de cristal fotonico en 2D, pero considerando como dispersores, inclusiones circulares de
materiales zurdos [1], donde se conoce la funcién de Green. Mas aun, dicha formulacién ha sido
aplicable en el analisis del esparcimiento acustico en 3D, para sistemas que poseen superficies
rugosas arbitrarias [2] y constituye una propuesta innovadora sobre un nuevo enfoque numeérico,
basado en una representacién paramétrica en términos de las longitudes de arco de un sistema en
coordenadas curvilineas ortogonales.

En el presente trabajo, se toma como referencia un sistema representado a través de una cavidad
rectangular infinita, el cual contiene en su interior un arreglo periédico de inclusiones esféricas.
Tomando la idealizaciéon de una celda unitaria base, se calculan las estructuras de bandas de
frecuencia prohibidas para los casos de una cavidad cubica vacia y aquéllas que contienen una
inclusién esférica con distintos diametros, considerando periodicidad infinita y bajo condiciones de
frontera de Dirichlet. Ademas, cuando es posible hacerlo, los resultados numéricos se comparan
con su contraparte analitica [3], encontrando buena concordancia.

TEORIA

Con anterioridad, dichos perfiles nos han permitido analizar las frecuencias de vibracién
correspondientes, bajo un tratamiento especial de las condiciones de frontera que se hacen
presentes. Usando estos mismos sistemas, en este punto nos ha sido posible calcular la estructura
de bandas de una guia de ondas infinita; la ventaja de analizar este caso primordialmente, reside
en que es relativamente mas simple. Su implementacién numérica precisa menor recurso
computacional que el arreglo de dimension finita.

El formalismo tedrico desarrollado recientemente [2], aplicable sobre el perfil hibrido propuesto,
permite considerar como condicién de frontera para materiales acusticos "suaves" y tomando en
cuenta que la funcion escalar, “potencial de velocidad”
v, se anule en la superficie de la esfera y en 4 tapas de la cavidad, con excepcion de las dos caras
sobre los planos YZ donde se conserva la periodicidad del sistema. Véase en la Fig. 1, dicho perfil
finito, en contraste con el sistema de la guia de cristal fonénico de dimension infinita.

z z
8,s S
y y : ;
: : <
Bis Stz
L o Sis
Iif’lh O o

(a) (b)
Figura 1. Guias de onda de cristal fonénico en 3D de dimension (a) finita e (b) infinita.
La acustica ondulatoria permite considerar a la guia de ondas como un volumen de aire excitado
por fuentes que establecen un campo vibratorio tridimensional en condiciones de contorno,

definidas por los parametros que lo confinan. Por ende, se puede describir matematicamente por la
ecuacion de onda para calcular la distribucién de energia en cualquier posicion del espacio, sobre
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las superficies limitantes (Morse e Ingard, 1968). Se establecen asi, ondas estacionarias a ciertas
frecuencias relacionadas con las dimensiones que se hacen presentes.

Considerando la presién p como una excitacién arménica definida por p = pe ' e introduciendo

la representacion compleja en la ecuacion de onda homogénea para ondas estacionarias, se
obtiene

Vi + k*p =0, (1)

w
donde k =— es la magnitud del vector de onda para la frecuencia angular ®. La Ec. (1) es una
c

versioén particular para las amplitudes complejas de las ondas arménicas, denominada la ecuacién
de Helmholtz.

Resulta mas conveniente expresar la Ec. (1), en torno a pequefnos elementos de segundo orden
para las cantidades p,u tal que u es el campo de velocidades del fluido (aire, en este caso). En

términos de una funcién escalar que llamamos “potencial de velocidad” ¥, u se puede obtener
tomando el gradiente de v ; es decir, u=Vy.

Ahora introducimos una funcion de Green G, (r,r ), la cual es una solucién de la ecuacion

726 (1,¥) +K2G (xr') = 473 (r — ) (2)

ikR

donde G,.(r,r'): se conoce como la funcion de Green para la Ec. de Helmholtz en 3D.

47R

Ademads, R es la magnitud de R = r-r', siendo r la posicién del observador y r el vector de
integracion sobre la superficie S, a considerar.

Aplicando la segunda identidad del teorema integral de Green con las Ecs. (1) y (2), para las
funciones ly(r) y G, (r,r,) sobre cada region correspondiente

?ﬁ (G2 ¢ — oG] dv= j‘{ lG‘ Wy dc’} dA. (3)
Vv S

“dn ~dn

Donde el volumen total V' esta limitado por cada una de las superficies S que lo conforman y
0/ 0On es la derivada a lo largo de la normal respecto a S . Las funciones fuente l//(r) y G, (r,r')

que representan los valores del potencial de velocidad y su derivada normal evaluados sobre la
superficie, pueden ser obtenidos a partir de la Ec. (3).

Al sustituir en la Ec. (3) las equivalencias dadas por las Ecs. (1) y (2), restringiéndose ante la
presencia de campo incidente para puntos de integracion exteriores o interiores sobre el volumen:

Y L2000  an 12 - i S _‘a'f,-'fl' o a(;
fé (G(—K*¢) — v (—k*CG — 4ns (r — 1)) ] dv = ﬁf{[Gan U an}(_m,

1, si r eV,
= (4)
0. si v ¢ V.

Empleamos una aproximacion del punto de observacion sobre las superficies que delimitan cada
uno de los volimenes, llegando a un sistema de ecuaciones integrales acopladas. Este puede ser
resuelto numéricamente por medio de una discretizacion sobre cada una de las regiones
involucradas.
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Considerando las restricciones a la frontera de los perfiles y la condicion de periodicidad dada por
la simetria de translacion del cristal fondnico, a partir de la Ec. (4) se llega a un sistema lineal
homogéneo algebraico param=1,..., N dado por la expre3|on

Z LWT? Z \??i?i - -' (5)

n=1 n=1

Para determinarlo numéricamente, se divide la cavidad en 6 superficies: Si1, S12, Si3, S14, S15, Ste
y se lleva a cabo un muestreo x = x,,, ¥y = y, Yy Z = z,, a lo largo de cada plano. Es importante
mencionar que, los puntos (x,VnZ, sobre el plano delimitado por S;s deben ser los
correspondientes a los de Sis (aplicando la condicion de periodicidad (x, + P,yZz,) y cada
superficie, tanto de la cavidad cubica como de la inclusién, tiene asociada un nimero especifico de
puntos: Si1 = Si2 = Ny; Si3 = S1s = N, ;S15 = S16 = Ny, S, = N,. Por tanto, el nimero total de fuentes
N del sistema queda determinado por N = 2(Ny + N, + N, ) + N,.

De la Ec (4) se sigue su representamon en termlnos de N ecuaciones:

Z Lm?? ll)q)n + Z Lmﬂ 12) nlz + Z Lmn li)q)n + Z Lmﬂ 14) ?714 + Z Lmﬂ

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
N N Ny Na
+ Z Lmn[l.')) (I),[?m) + Z Lmﬂ(l(i)q)gqlﬁ) - Z i‘i\‘rn?n(l.'))i;":"gqla - Z i\rrvvr?[lf)) P (lh) =0. (6}
n=1 n=1 n=1 n=1
; ) ) A
En la Ec. (6), las funciones fuente l//n’ y q)n’ representan numéricamente el campo ¥ vy su
oy

derivada normal ; ademas, los subindices n (j) denotan el n -ésimo punto a lo largo de las

n
superficies S;.
Refiriéndonos al teorema de Block, k es un vector de periodicidad longitudinal con una sola

componente: v/, (x + P,y,z) = eikPl//n (x,y,z) y considerando que i/, forma un punto de muestreo
para x = X,, ¥ = ¥n Y Z = Z,, se define la primer condicién de periodicidad:

E"S} ) l"_mpf,‘?(?lhj. (7)
. . , 61// ~ N A .
Mediante un razonamiento analogo para @, :6_ donde n, =i =-Nn,,, se define la segunda
n
condicion de periodicidad:
15 —ikP (16
P = _ =P p(16) ®)

Sustituyendo en la Ec. (6) Ias Ecs. (7) y (8), se puede reescribir el sistema de ecuaciones
propuesto para m=1,2,..

Z Lmn 11 + Z Lﬂm 12 12 + Z Lmn 15 + Z Lﬂm 14 14 + Z Lmﬂ

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Nz Ny
+Z [an(l.':)_B_TkPLmﬂ(I(i)] (I)Eq_lh) + Z [_i?\‘rmﬂ(lﬁj_e_?kp \mn(lf:)] P quh) =0. (9)
n=1 n=1

La representacion explicita de los elementos de matriz no diagonales L,,, y N, €s
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As? gikrmn

bl
AT T

) As? 1 ik \ ~
iNv???? = A € _IT + o I, * Ui, (11)

mn 7 mn

an =

(10)

donde As denota el cambio en la longitud de arco de las coordenadas curvilineas ortogonales
sobre la representacion paramétrica del sistema; el vector r,,, esta definido por r,, = rp, - r, y su

magnitud por rm, = |rm -r,

Asimismo, los elementos diagonales estan dados por

. G) Pl A o2 2 A L3
Luncy = 52 K? = ‘/2) 4 ko ] . (2\/5 +in st ‘/5) S 2

47t 12 4m 8T L
' 1 As  As? (1 i
iwnﬂ.(;f] = 5 N {Tnu * Tﬂ.b‘) |:? i 3—2 (A_z . “i{)j| | (13)

Cabe mencionar que los términos 7, y 7,, dependen de las primeras y segundas derivadas del

vector de posicidon en cada punto de la superficie, respecto al cambio en las longitudes de arco.
La Ec. (9) constituye un sistema lineal de ecuaciones que tiene una matriz representativa My,,, que
depende de la frecuencia @ y del nimero de onda, k. Como este sistema de ecuaciones es
homogéneo, una soluciéon no ftrivial puede ser obtenida si el determinante asociado a My,
(representada a través de la funcién)

D (k,w) =In(|det (M)]), (14)
es cero; lo anterior garantiza la obtencién de soluciones linealmente independientes entre si.
Numéricamente, esta funcién (Ec. (14)) presenta puntos minimos locales que nos dan la relacion

de dispersion o = a)(k) para expresar la estructura de bandas que se desea obtener.

3. RESULTADOS

Cabe mencionar que el tipo de sistemas expuestos en este trabajo ya fueron previamente
analizados por Mendoza-Suarez y colaboradores [2], para el estudio sobre esparcimiento acustico
en 3D y la obtenciéon de las frecuencias de vibracion resultantes en cavidades tridimensionales,
bajo un tratamiento especial de las condiciones de frontera tanto de Dirichlet como de Neumann,
que pueden hacerse presentes.

A continuacion, se considera unicamente la condicién de frontera de Dirichlet y(r')les = O para el
calculo de las estructuras de bandas correspondientes. Adicional a las condiciones de periodicidad,
ello permite simplificar los elementos de matriz asociados a la resolucion del sistema lineal
homogéneo, reduciendo notoriamente la complejidad del problema de investigacion.

Asimismo, a manera de obtener una aproximacion mas exacta acorde con los resultados teéricos
que son la base de nuestro estudio, se implementd una herramienta adicional para resolver la
matriz del sistema: el método SVD (Singular Value Decomposition), el cual permite obtener una
combinacion lineal de los valores degenerados que se hacen presentes en la solucién. No
obstante, una de las desventajas de implementar dicha metodologia, es el incremento del tiempo
de computo en la compilacion y ejecucion de los cédigos.

En la Fig. 2(a) se muestra la estructura de bandas analitica [3] correspondiente a una celda unitaria
cubica vacia de lado / =27, variando la periodicidad (P =27 ) en la direccion de propagacion
longitudinal del sistema y su comparativo numérico en la Fig. 2(b), a través del calculo
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. . . _ wl
computacional en términos de la frecuencia reducida o, =2— y el vector de onda de Block
e

kl
k, = 2— asociados a la primera zona de Brillouin, donde ¢ representa la velocidad de la luzy / es
T
una constante de normalizacién que elegimos como la dimension del lado de la celda unitaria.

Se implementd una simulacién para los parametros de k=400, un barrido de @ =400
frecuencias, As =0.7, con un muestreo total de 486 puntos para el mallado y un tiempo de
computo de 1154 minutos (19 hrs. aproximadamente).

(b)

1.4
2 e 12
5 =
= 8
m_ m_
2 3 1

08 : ,,.-_l' :

-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
kr=klf21't kr=kl;’2n

Figura 2. Estructura de bandas de una guia de ondas cubica vacia (! =27).
a) Calculo analitico, b) calculo numérico: £ =400, @ =400.

A través de las Figs. 2(a) y 2(b) podemos constatar cierto grado de concordancia entre la
prediccion tedrica y la simulacion obtenida mediante los calculos numéricos, respecto a las
posiciones y la forma de las bandas permitidas (lineas azules) que se hacen presentes. La
exactitud en los resultados no analiticos de la Fig. 2(b), puede mejorarse a través de una
discretizaciéon mas fina; i.e. un valor As asociado mas pequefio, pero que en consecuencia
incrementa el tiempo de coémputo involucrado.

Para modelar el perfil representativo en 3D de la Fig. 1(b), la Fig. 3 muestra el disefio de una
cavidad cubica con una diminuta inclusiéon esférica. Las dimensiones de la celda unitaria

corresponden a /=27 ; en su interior contiene un dispersor cuyo radio » es equivalente a

r

3
r=:3 z—f,, donde f. representa la fraccion de llenado de la esfera. Como un ejemplo de
T

aplicacion consideramos f, =0.00001 y » =0.0876 .

El calculo computacional implementando SVD, se efectud para los siguientes valores: k& =400, un

barrido de @ =400 frecuencias, As., =0.7; ademas, As =0.05 para una simulacion total

cubo esfera

de 518 puntos (486 para el mallado y 32 para el reducido dispersor). El tiempo de computo fue de
1298 minutos (22 hrs. aproximadamente).
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Figura 3. (a) Celda unitaria cubica con inclusion esférica: » =0.0876, [ =2rx.
(b) Estructura de bandas numérica: k =400, o =400 .

Se esperaba poder concluir, sin dar lugar a dudas, que el introducir un dispersor tan pequefio
dentro de la cavidad, no originaria como consecuencia cambios significativos en comparacién a las
estructuras de bandas de una cavidad cubica vacia. No obstante, se tiene el indicativo de bandas

prohibidas (lineas rojas) para @, e [1.243, 1.310], [1.460, 1.498] y [1.685, 1.730].

Mediante un razonamiento analogo para el perfil hibrido referido con anterioridad, se consideré un
caso limite para el didmetro de la inclusion: f, =0.1 y » =1.83185 .

En la Fig. 4 se muestran los resultados del calculo computacional implementando SVD para los
valores: k=100, un barrido de @=300 frecuencias, As,,,=0.7. Ademas, As,,  =0.20

para una simulacion total de 1416 puntos (486 para el mallado y 930 para el dispersor esférico),
cuyo tiempo de computo fue de 4005 minutos (67 hrs. aproximadamente).

cubo

@ (b)

6.3
4725 = i
3150 -8 ‘ it
1578 i - *

o0

T
4725

0 0.5
kr=k|p’2n

Figura 4. (a) Celda unitaria cubica con inclusion esférica: » =1.83185, / =2rx.
(b) Estructura de bandas numérica: £k =100, @ =300 .

Nétese el perfil correspondiente en la Fig. 4(a), asi como la existencia de gaps (bandas prohibidas)
para @, € [1.665, 1.685], [1.725, 1.795], [1.795, 1.885], [1.885, 2.005], [2.075, 2.105], [2.105,
2.175], [2.275, 2.345], [2.435, 2.445] y [2.465, 2.485] en la Fig. 4(b).
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En la Figs. 3(b) y 4(b) se tienen cambios considerables en las estructuras de bandas
correspondientes a cada perfil particular, debido al efecto del tamafio de la inclusion esférica dentro
de la celda unitaria cubica. Resulta notoria la presencia de gaps adicionales en la Fig. 4(b) en
relacion a la Fig. 3(b) y que las posiciones y anchura de las bandas prohibidas fueron modificadas,
en consecuencia. Asimismo, las bandas permitidas fueron afectadas notoriamente en el intervalo,
originandose regiones mas definidas en la Fig. 4(b), con relacién al grafico que representa su
contraparte en la Fig. 3(b).

Una desventaja al considerar estructuras hibridas en las que se hacen presentes varias
combinaciones de geometrias distintas, es que no existen resultados analiticos con los que puedan
compararse los datos numéricos obtenidos. Sin embargo, para dar una mayor confiabilidad a los
resultados que incluyen dispersores, se tiene previsto como trabajo futuro retomar dichos calculos
empleando condiciones de frontera Neumann, aplicables sobre "superficies duras".
Desafortunadamente en este momento, el tratamiento de las ecuaciones diferenciales asociadas a
este caso particular, ha resultado ser un asunto por demas complejo debido a la presencia de
elementos de curvatura que complican la exactitud de los elementos matriciales, por la
incorporacion de primeras y segundas derivadas en cada punto sobre la esfera.

CONCLUSIONES

Hemos aplicado un método numeérico riguroso del tipo Método de Elementos de Frontera, para
calcular las estructuras de bandas en cristales fondnicos en 3D. La técnica numérica es el Método
Integral, el cual constituye una enorme ventaja al considerar sélo puntos limitados de muestreo
para reducir eficientemente los tiempos computacionales empleados. Basandonos en los
resultados preliminares, es posible tratar de establecer cierto grado de precisién entre las
predicciones analiticas y su contrastacion numérica, correspondientes a los perfiles que han
constituido la base de nuestro estudio. Las regiones de gaps obtenidas muestran que los efectos
de incrementar el tamafo de la inclusion esférica, es modificar considerablemente la forma de las
estructuras de bandas para todas las fracciones de llenado. En particular, se generan nuevas
bandas permitidas y, particularmente, prohibidas. Como continuacion del presente trabajo, este
método nos permitira calcular la respuesta acustica de cristales fondnicos finitos inmersos en guias
de ondas en 3D.
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RESUMEN

Recientemente algunas de las teorias empleadas como alternativas a la formulacion de la
relatividad general cobraron importancia, particularmente en cosmologia como modelos de LCDM,
una de ellas la teoria de Rastall que depende de una constante es de estas teorias. Esta misma
teoria se ha empleado para describir agujeros de gusano y modelos estelares. En este trabajo
considerando una geometria estatica y esféricamente simétrico con una forma dada de la magnitud
del vector de Killing y suponiendo un fluido perfecto es presentada y analizado un modelo solucion
de las ecuaciones en gravedad de Rastall. Se determina la forma de comportamiento de la
densidad y la presion asi como la funcién de masa.

INTRODUCCION

Una variedad de soluciones a las ecuaciones de Einstein para modelar el interior de objetos
compactos han sido planteadas desde la propuesta de la teoria de la relatividad general, sin
embargo la gran mayoria de los modelos presentados no satisfacen las condiciones que hacen
estos aceptables. Un analisis de la valides de una variedad de soluciones presentadas hasta
antes de 1998 fue llevado a cabo concluyéndose que de un total de 127 soluciones unicamente
16 satisfacen propiedades que las hace aceptables y de estas 16 solo para 9 la velocidad del
sonido es una funcién mondtona decreciente como funcién de la distancia radial [1]. Lo anterior
pone de manifiesto que no es una labor sencilla la construccion de soluciones interiores aceptable.
Posterior a este analisis otros modelos aceptables han sido presentados [2], estos modelos han
sido empleados para describir el interior de objetos compactos como estrellas de neutrones. En
algunos otros caso se han propuesto modelos con presiones anisotropicas o cargados, una
diferencia de estos modelos y el caso de soluciones interiores con fuentes de materia un fluido
perfecto es la razén de compacidad, ademas de que materia con densidad mayor a la densidad
nuclear puede llegar a manifestar anisotropia en las presiones [3]. Algunos modelos con carga o
anisotropicos tiene la caracteristica de contar con un parametro que permite recuperar soluciones
con fluido perfecto para algun valor del parametro[4-14], aunque también hay modelos que no se
reducen al caso de un fluido perfecto [15] Por otro lado el surgimiento de teorias que generalizan a
la teoria de la relatividad general o que son alternativas a esta ha generado interrogantes
naturales de si en las nuevas teorias es posible obtener soluciones interiores que satisfagan
condiciones aceptables o si estas teorias permiten describir objetos astrofisicos como las estrellas
compactas. La respuesta ha sido afirmativa, en la de teoria de Branas se han construido algunas
soluciones [16] que bajo ciertos limites se reducen a un modelo relativista. En el formalismo f(R) de
Palatini se han realizado estudios del comportamiento de estrellas [17]. Un comparativo entre la
relatividad general y la gravedad EGB para estrellas compactas también fue realizado [18], asi
como en la teoria de Horndeski [19]. Modelos de estrellas de neutrones o estrellas compactas y su
comportamiento cualitativo se ha abordado en diferentes teorias alternativas: en la teoria de
Branas [20], en la gravedad de Horndeski [21] y en la gravedad de Rastall [22]. Esta ultima es una
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teoria no conservativa, siendo el resultado del cuestionamiento de la posibilidad de que el tensor
de momento energia no sea conservativo mediante la modificacion del tensor de Einstein [23]. En
este trabajo presentamos una solucion interior en el marco de la teoria de Rastall, suponiendo que
la funcién de corrimiento al rojo gravitacional es dado por el potencial de la solucién conocida como
Tolman IV [24]. La siguiente seccidn es dedicada al planteamiento del sistema de soluciones que
surgen en la gravedad de Rastall, en la seccién 3 construimos la solucién, en la seccién 4
mostramos que la solucion admite regiones para los parametros en los que se satisfacen las
condiciones que hacen de la solucién matematicamente aceptable, La seccidon 5 es dedicada al
andlisis grafico de la solucion y finalizamos con la seccion de las conclusiones.

TEORIA

El elemento de linea que tenemos es:
2

dr
ds? =T+T2d92 +1r%5in(0) dg?® — Ydt? (13)

El sistema de ecuaciones que tenemos es:
_A1-B) <1 (A—1)¥ +'1>B . 1BG = 1) (rv2 = 2v(r¥ + 27))

kc?p

72 4 v r 4 YZr (14)

kp

_ ; v - B -1 ((¥) - 2(¥y
_ A 1)+BY/1+(1(/1 Dy 2 1)3—3 (() ( )) s

T2 Yr 4 Y r 4 Y2

kP (16)

. . N2 .
_(A-DB-1 1B@A-DY (127 121-1), 182((7)° - 2¥v)
h r2 2 Yr 4y "2 r 4 Y2
Puesto que estamos suponiendo un fluido perfecto, al restar las dos ultimas ecuaciones resulta:

2r?BYY — Br?Y? — Yr(2B—B)Y — 2Y?(2B—Br—2) =0 (17)

CONSTRUCCION DE LA SOLUCION

Suponiendo una funcién de corrimiento al rojo gravitacional de acuerdo al potencial de Tolman IV:

Y =1+ ar? (18)
La ecuacion que resulta es:
4+ 8ar? + 4a’r* + (—4 — 8ar? — 8a*r*)B + 2r(1 + ar?)(1 + 2ar?)B =0 (19)
Resolviendo:
_ 1+ Car®)(1 + ar?) (20)
1+ 2ar?)
Lo que nos permitid determinar la forma de la métrica, ahora determinaremos la forma de la
densidad y la presion:
a(=3 +3CA+ a(11CA — 4C + 21 — 4)r% + 6Ca?(21 — D)r?)
cipk = — 21

(14 2ar?)?
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_a(1—2C+3CA+a(11CA — 6C + 2)r? + 6Ca?(2A — 1)r*)

kP
(1+ 2ar?)?

(22)

Una vez determinada la densidad y la presion ahora realizaremos el analisis de la solucion. La
presion y la densidad en el origen deben ser positivas, y sus segundas derivadas negativas, lo que
conduce a:

c?p(0)k = —3a(CA — 1) (23)
p(0) =0 (24)

kc?(5(0) = 2a*(A+ 4)(C — 2) (25)
kP(0) = (1 —2C +3CAa (26)
kP =0 (27)

kP(0) = —2a%(A —2)(C —2) (28)

Lo que muestra que la densidad y la presién tienen un punto critico en el origen que podria ser
maximo dependiendo de los valores de lambda y C. Ademas la velocidad del sonido es dada por:

p
vs2 = = (29)
cop
2 — 1+ 2air?
- _ 30
U2 T L A 2a(-z + Dr? (50)
Su valor en el origen es
A=2 (31)
1752(0) = —m
Mientas que la derivada nos conduce a
. 16ar(1 —22)
- _ 32
VSIS T At (4 + 2Dard)? (32)
Lo que implica que esta tendra un comportamiento monétono decreciente si
0<1-2A (33)
Como se verifica de la segunda derivada de la velocidad del sonido
. 16a(24 —1)
200 =————— 34
v200) =~ (34)
Para obtener el signo de las constantes o los rangos notemos que:
kc?p(0) + kP(0) = 12a%(C — 2) (35)
Lo que implica:
c<?2 (36)
Mientras que de la anterior relacién y de:
c2p(0)k + kP(0) = —2a(C — 2) (37)
Obtenemos
0<a (38)

Ademas de que debemos tomar
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-1<AA<2 (39)
Con estas restricciones de los parametros, ahora analizaremos el comportamiento del interior.

COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION
A continuaciéon mostramos graficamente el comportamiento de las funciones hidrostaticas

1

0.8

0.a

0.4

0.z

1]
1l 0.5 1 1.5

Grafica 1. Velocidad del sonido en la frontera x= 1; y=[0,1.5], A=-1,

La grafica muestra que el comportamiento de la velocidad del sonido en la frontera decrece a
medida que aumenta y. Las formas de la variables en el interior son mostradas a continuacion:

] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Grafica 2. Comportamiento de la densidad como funcién de la distancia radial.
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En el eje vertical se presenta el valor de la densidad adimensional el eje de las x=r/R, donde R es
el radio del objeto. y=1 es fijo; los valores de A =-0.5 rojo; A =0 azul; A =1 verde; A =1.5rojoyA
=2 negro. La grafica muestra que el valor de la densidad central aumenta a medida que el valor de
lambda aumenta.

1

0 0.2 0.4 0.a 0.z 1

Grafica 3. Comportamiento de la presioén

Tanto en el grafico anterior como en los que siguen tenemos los mismos valores de los parametros
y los colores asociados para cada valor también Para la presion entre menor es la lambda esta es
mayor y decae con mayor rapidez.

0 0.2 0.4 0.a 0.8 1

Grafica 4. Comportamiento de la velocidad del sonido
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El comportamiento de la velocidad del sonido es tal que para cuando lambda aumenta la velocidad
del sonido cambia de ser una funcidon monétona decreciente a una funcion monaétona creciente, en
lambda igual a 0.5 se mantiene constante, los valores tienden a intersectarse en 1/+/2

CONCLUSIONES

En el marco de la teoria de Rastall se ha construido una solucion interior para un espacio tiempo
estatico y esféricamente simétrico, hemos construido una solucion interior que muestra el cambio
que genera la constante de Rastall. La forma de la densidad y la presion son funciones monétonas
decrecientes para los diferentes valores de Rastall, mientras que la velocidad del sonido puede ser
una funcién mondtona decreciente o creciente, el tipo de comportamiento depende del parametro
de Rastall
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RESUMEN

Los métodos para poder describir la composicion de un objeto celeste, han ido variando conforme
pasa el tiempo. Desde la antigliedad los astrénomos buscan informacién de este tipo para calcular
la edad del universo y las dinamicas de evolucién del mismo. El andlisis de las fotografias tomadas
por los telescopios nos da un primer avistamiento sobre la composicién principal de alguna galaxia,
estrella, cimulo etc. de acuerdo a su radiacion. Las fotografias tomadas, son conocidas como
IMAGENES FITS, que estan grabadas con la informacién del objeto, en cierto sistema de
coordenadas. Estas imagenes son tomadas en un determinado rango de longitudes de ondas, para
que posteriormente sean estudiadas, quitandoles el ruido y analizando los pixeles de la imagen. De
esta forma se identifican los elementos que se irradian dentro del rango de longitud de ondas,
como polvo estelar. En este trabajo se presenta el analisis de 3 imagenes del mismo objeto,
(Messier 99) analizadas en el programa SAOimage y la creacion de una nueva imagen que permite
hacer una breve descripcion de su composicion. Se detectdé que la composicion principal de la
galaxia consta de polvo estelar, nubes moleculares que estan a una temperatura entre 100 y 103 K
y un mayor porcentaje de hidrogeno y helio a una temperatura entre 106 y 108 K.

INTRODUCCION

Todos los objetos visibles del Cosmos, desde los planetas hasta los supercumulos de galaxias,
emiten algun tipo de radiacion en cierto tipo de longitud de onda que puede ser analizada. Esta es
energia que viaja por el espacio. La luz, es una pequefia parte de la radiacion que nuestros ojos
pueden percibir.

Las imagenes FITS, son fotografias tomadas con los telescopios espaciales que contienen cierto
tipo de informacién que es necesario analizar para obtener datos que sirvan para entender mejor
nuestro universo. En estas imagenes se encuentran grabadas las coordenadas de los objetos para
localizarlos dentro o fuera de la galaxia. Las coordenadas con las que vienen grabadas estas
imagenes son: Latitud, longitud, declinacion y ascension recta. Esto, con el fin de que en el analisis
se pueda colocar una brujula para facilitar la ubicacién de ésta en un mapa celeste.

Por otro lado, al momento de ir analizando las imagenes en el programa SAO IMAGE, se puede ir
modificando pixel por pixel, para poder encontrar todas las fuentes de radiacion que estan en ellas.
Esto permite un primer acercamiento sobre las fuentes de radiacion del objeto y algunas fuentes de
radiacion cercanas a él.

Al hacer una combinacion sobre las imagenes FITS, de diferentes frecuencias, se puede obtener
una primera aproximacion sobre la composicion superficial del objeto.

Las imagenes que se utilizaron para este trabajo, fueron elegidas dependiendo del rango de
longitud de onda en el cual irradian y son captadas por telescopios espaciales especiales que
captan dicha longitud de onda.

TEORIA

La espectroscopia astrondmica es una técnica que se utiliza para identificar la radiacion
electromagnética que detectamos de las estrellas y otros los objetos celestes. Con ella los
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astronomos identifican la composicion de los objetos celestes y estudian los fendmenos que tienen
lugar en otras galaxias o en la misma via lactea.

Isaac Newton comenzd a observar al Sol con ayuda de un prisma que dispersaba su luz. A partir
de entonces muchos cientificos como William Herschel, Joseph von Fraunhofer, Gustav Kirchoff,
Ernest Rutherford y muchos mas, fueron desarrollando y mejorando las técnicas espectroscépicas.
Actualmente se cuenta con telescopios y radiotelescopios muy potentes, entre ellos el Hubble y el
IRAS con los que se obtienen imagenes de objetos muy lejanos que permiten a los astronomos de
nuestros dias identificar y localizar una gran gama de dichos objetos, asi como comprender
fenémenos que van clarificando la historia de nuestro Universo.

Dependiendo de las longitudes de ondas que radian los objetos césmicos, es posible encontrar su
composicién, por ejemplo:

1. RAYOS GAMA: pulsares, estrellas de neutrinos o colisiones con nucleos de hidrégeno
(mayor a 108 K)

2. RAYOS X: Gases en los clusters, regiones de altas temperaturas, coronas estelares (106-
108 K)

3. ULTRAVIOLETA: Quasares, supernovas y estrellas muy calientes (104-106 K)

4. VISIBLE (OPTICA): Planetas, estrellas, galaxias, Nebulosas reflejantes y nebulosas de
emision (103-104 K)

5. INFRAROJO: Estrellas frias, formacion de regiones de estrellas, cometas, asteroides, etc.
(10-103 K)

6. RADIO: Dispersion de electrones libres en plasma interestelar. Las regiones cerca de las

enanas blancas, partes densas del medio interestelar - concentrados en los brazos espirales de las
galaxias en las nubes moleculares (a menudo el sitio de formacién de estrellas), nubes moleculares
frias, etc. (menor a 10 K)

La identificacion de estas diferentes frecuencias, permite hacer una aproximacién de los
componentes de cierto objeto césmico, en este caso, el analisis superficial de una galaxia en
espiral.

Cada longitud de onda nos permite hablar sobre otro tipo de objetos que pudieron ser capturados
en la imagen FITS. Por otro lado, de los conceptos sobre astronomia galactica y formacion estelar,
es posible saber también, los componentes de cada uno de estos objetos, como son las estrellas,
estrellas de neutrinos, las nubes moleculares, los cimulos compuestos de gas y polvo estar etc.
Existe cierto margen de error, ya que el polvo, absorbe gran cantidad de la luz que se irradia. Por
lo tanto, el analisis de este tipo de imagenes nos da un primer vistazo a la composicion del objeto
bajo estudio:

Messier 99,

Localizaciéon: 12h 18m 49.60s +14d 24m 59.4s

Dimension aparente: 5.4x4.8 (arc min)

Distancia: 60.000 (miles de anos luz)

Magnitud: 9.87

Se trata de una galaxia en forma de espiral, que se encuentra localizada en la constelacion
Cabellera de Berenice. Es una de las mas brillantes galaxias espirales del Cumulo de Virgo. Gira
en sentido de las manecillas del reloj, tiene una forma asimétrica, con tres brazos curvos con unas
formaciones nudosas muy caracteristicas (lo cual resulta inusual). Es posible que la deformacién
de los brazos esté dada gracias a un puente de hidrogeno que enlaza a esta galaxia con su vecina
VIRGOHI21.

M99, a diferencia de M88 (otra galaxia espiral), se mueve de frente con respecto al cimulo. Debido
a esto se cree que se produce un aumento de la formacién estelar en uno de sus brazos. Sin
embargo, se piensa, que en lugar de este movimiento, su elevada tasa de formacién estelar, que
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es tres veces mayor que en otras galaxias de tipo similar, pudo haber sido causado por
interacciones gravitatorias con galaxias vecinas.

METODOLOGIA.

El objetivo de este trabajo es estudiar la galaxia Messier 99. Con este fin se hizo un analisis de
imagenes encontradas de diferentes fuentes.

ANALISIS DE LAS IMAGENES

Imagenes encontradas en SkyView

Se utilizaron 3 imagenes en rangos de longitud de ondas diferentes las cuales varian segun el
telescopio que se usé para obtenerlas, esto es, el Hubble toma imagenes de rango éptico mientras
que el IRAS, toma imagenes en longitud de ondas infrarrojas.
Las imagenes que se utilizaron, fueron sacadas de los siguientes 3 telescopios:

e DSS optico

¢ IRAS Infrarrojo

e HEAO Rayos X
Cada longitud de onda nos da un dato diferente sobre la composicion del objeto cuya imagen se
analiza y estas van desde lo que son los rayos gama hasta el Radio. Las imagenes fueron
analizadas en el programa SAO IMAGE.
Las imagenes FITS, no solo son imagenes tomadas de telescopios espaciales, también contienen
la informacion necesaria para su analisis. Cada imagen tiene identificadas sus coordenadas: su
latitud, longitud, declinacion, ascension recta y longitud de onda irradiada, entre otros datos mas.
A cada longitud de onda, se le asigné un color para que el analisis fuera mas sencillo como se
mostrara mas adelante en los resultados.
En las imagenes existen espacios oscuros, pero al ir cambiando el contraste, se pueden identificar
mas fuentes de radiacién. Cada imagen fue atenuada, para poder conseguir las fuentes de
radiacion en cada una de ellas, esto con el fin de saber en qué partes de la galaxia se encontraban
esas fuentes de radiacién, ya sea dentro de la misma o en el halo galactico.
Una vez realizado este proceso y seleccionado un color para cada longitud de onda, se prosiguié a
juntar las imagenes.
Por ultimo, se crea la imagen combinada. Se sobreponen las imagenes una con otra y el programa
las acomoda de manera automatica gracias a las coordenadas que tiene cada imagen. Esto, da
como resultado una imagen con todas las fuentes de radiacion que se encuentran, dentro y fuera
del objeto.

RESULTADOS
Las imagenes en color gris, son originales sacadas de cada uno de los telescopios.
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EMISION OPTICA

En esta imagen se puede apreciar la forma definida de la galaxia. La emision en esta longitud de
onda nos puede dar informacién sobre los planetas y las estrellas que la componen. Gracias a la
presencia de las estrellas, hay una gran cantidad de helio que se puede apreciar en esta longitud
de onda. Ademas, el rango de temperatura a la que se encuentra es de 103-104 K

EMISION DE RAYOS X

En esta longitud de onda, se puede observar polvo, gases de los clusters o de algunas otras
galaxias mas lejanas, cuyas temperaturas son altas, alrededor de 106-108 K
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EMISION INFRARROJA

La imagen obtenida en esta longitud de onda, muestra lo que puede ser una nube de polvo o una
region de formacion estelar (nubes moleculares), que son ricas en gases como son el helio y el
hidrogeno, junto con algunas estrellas frias mas lejanas, que se encuentran en un rango de
temperatura de 100-103 K.

La imagen resultante al combinar las 3 anterioriores se puede ver a continuacion:

IMAGEN RESULTANTE

CONCLUSIONES
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Se puede ver que al superponer distintas imagenes y variando el contraste de las fotografias
obtenidas por los diferentes telescopios con la imagen resultante, es mucho mas facil hacer una
distincién de los componentes de la galaxia gracias al analisis de cada longitud de onda y la
distincién y asignacion de color de cada una de estas.

Con la emisién 6ptica se identifica que hay una gran cantidad de helio, debido a las estrellas que la
componen en M99 y el rango de temperatura a la que se encuentra es de 103-104 K. Al estudiar el
rango de emision de rayos X se puede observar la existencia de polvo, gases de los clusters o de
algunas otras galaxias mas lejanas, cuyas temperaturas son altas, alrededor de 106-108 K. Si
afiadimos la informacioén de la emisién infrarroja se encuentra que hay la posibilidad de existencia
de una nube de polvo o una region de formacién estelar (nubes moleculares), porque aparecen
emisiones de helio y hidrogeno, junto con algunas estrellas frias mas lejanas, que se encuentran
en un rango de temperatura de 100-103 K. Finalmente la imagen resultante al superponer las
anteriores muestra una definicién y un detalle que no se tenia en las anteriores.

El resultado permite hacer aproximaciones para localizar diversas regiones, objetos y estudiar
fenémenos que ocurren en la cercania de la galaxia, por la distincién de materiales, componentes
quimicos, polvo cosmico o viento solar.
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RESUMEN

La plasmoénica es un area de investigacion de gran desarrollo dentro del campo de la nanofoténica
que se ocupa principalmente en el estudio de los procesos de interaccion de la luz y de los
electrones de conduccion en interfaces metal-dieléctrico o en nanoestructuras metalicas. Esta
manipulacion de la luz a escala nanométrica esta basada en las propiedades de los plasmones de
superficie (SPs) que son oscilaciones colectivas del gas de electrones en un metal. De esta
manera, al acoplarse las ondas de luz con las oscilaciones electrénicas forman una nueva
cuasiparticula llamada polaritén de plasmon superficial (SPP) que se propaga a través de la
superficie de la estructura de tamano nanométrico. En este trabajo se presenta un estudio
numeérico de una guia de ondas de cristal fotonico (PCW) que contiene inclusiones con superficies
lisas y rugosas de diferentes tipos de materiales. Los calculos numéricos se realizaron mediante la
técnica conocida como el Método de la Ecuacion Integral. Primeramente, se ilustran los resultados
numeéricos de estructuras de bandas de una PCW perfectamente conductora o de conductor real
mostrando, que entre mas grande sea la rugosidad o la fraccién de llenado de la inclusion, la
estructura de bandas presenta cambios importantes. Es decir, las bandas prohibidas se hacen
cada vez mas anchas y a frecuencias mas altas aparecen nuevas bandas prohibidas.
Posteriormente, cuando la PCW de longitud infinita contiene inclusiones de metamaterial dispersivo
con geometrias y tamafos arbitrarios, se tiene la presencia de un modo SP a la frecuencia
w, = 0.7506. Estas ondas de superficie en la guia de ondas propuesta permite ser otra alternativa
de medio de transmisiéon de informacién en microprocesadores y chips de computadoras ya que
pueden alcanzar altas frecuencias (de hasta 100 THz, mientras que los cables convencionales
alcanzan solo decenas de GHz).

INTRODUCCION

El reciente desarrollo de guias de onda de cristal foténico ha creado interés entre cientificos de
diferentes campos [1]. Los cristales fotonicos (CFs) constituyen arreglos periédicos de diferentes
materiales con una celda unitaria de dimensién del orden de la longitud de onda, tienen el potencial
de desarrollar una nueva tecnologia de circuitos Opticos integrados. Otros tipos de materiales
estructurados que han atraido recientemente mucho interés son los metamateriales o materiales
izquierdos (LHMs), que deben su nombre al hecho de que los vectores E, Hy k forman un sistema
izquierdo para una onda que se propaga a través de estos medios.

Este articulo esta organizado de la siguiente forma. En la seccién 2 presentamos el sistema en
estudio e introducimos un método integral el cual es utilizado para el calculo de los modos
electromagnéticos de nuestro sistema [2]. En la Sec. 3 presentamos algunos resultados numéricos
preliminares del calculo de estructuras de bandas de una guia de ondas de cristal foténico (PCW)
que contiene inclusiones con superficies lisas y rugosas de diferentes tipos de materiales, ademas
se muestran resultados que exhiben la presencia de un modo SPP en el sistema propuesto para la
polarizacion TE. Finalmente, se presentan las principales conclusiones de este trabajo en la Sec. 4.

TEORIA
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El interés de este trabajo es poder obtener las estructuras de bandas de una PCW de superficies
planas con inclusiones cilindricas suaves o aleatoriamente rugosas de distintos materiales
mediante la aplicacion de un método numérico basado en la segunda identidad de Green para
resolver la ecuacion de Helmholtz. La celda unitaria estd compuesta de dos medios distintos, &; (w)
y &,(w), como se ve en la Fig. 1.

y
y

£,(w)

-

() » X

—>
D

Fig. 1. Celda unitaria cuadrada de longitud D esta compuesta de dos materiales diferentes con
constantes dieléctricas £, (w) y &;(w).

En caso de que alguno de los materiales que componen la PCW se trate de un medio conductor, el
comportamiento de este al interactuar con la luz se hara a través del Modelo de Drude, ya que este
modelo describe de manera adecuada las caracteristicas de los medios conductores [3].

En este modelo, existe una frecuencia critica llamada frecuencia de plasma, por debajo de la cual
la permitividad eléctrica es negativa y en consecuencia la propagacion de ondas electromagnéticas
esta prohibida. Por encima de la frecuencia de plasma la permitividad es positiva, el medio es
transparente y permite la propagacién de ondas electromagnéticas. El indice de refraccion del
medio conductor esta dado por

n2=1_[2‘"—'1] (1)
w* + iwy

Ne?2 . . Ly
donde w, = /i es la frecuencia de plasma. Considerando s(w) = n(w)?, tenemos que la funcién
0

dieléctrica para medios conductores esta dada por

2
s(w) = gg(w) + ig(w) = n(w)? = <1 Yp ) + i( “p¥ ) (2)

_w2+y2 w3+ wy?

Observamos que ya no es constante ya que depende de la frecuencia de la radiaciéon que se utiliza
para iluminar el material.

Por otro lado, cuando se tiene un medio de LHM dispersivo, las propiedades Opticas del
metamaterial estan dadas por e(w) y u(w) que se expresan en la forma [4]

(3)

w} Fw?

e(w) = 1—5 y ulw) = 1—m,

con la frecuencia de plasma w, y la frecuencia de resonancia wg. Estas funciones nos permiten

determinar la regidon donde el metamaterial presenta un indice de refracciéon negativo dentro de la

gama de frecuencias wy < w < wyy con los parametros w, = 10/2m, wy = 4/2m, F=0.56 y

— @Yo _
Vi = F 0.9597 [5].

A continuacién se describe brevemente el método numérico utilizado, el cual es conocido como
Método de la Ecuacion Integral [2, 6, 7].
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El Método de la Ecuacion Integral
Suponiendo la dependencia temporal e~'“* para los campos electromagnéticos, la ecuacion de
onda puede ser transformada a la ecuacién de Helmholtz

V2W,(r) + k2, (r) = 0. (4)

En esta ecuacion ¥;(r) representa el campo eléctrico £, en el caso de polarizacion TE en el
J-ésimo medio (Fig. 2) y r = xi + yj es el vector de posicion en el plano X-Y. La magnitud del vector
de onda viene dada por k; = n;(w)w/c siendo n;(w) = £,/u;(w)e;(w) el indice de refraccion que
implica las propiedades de los materiales que se dan en términos de la permeabilidad magnética
uj(w) y de la permitividad eléctrica que esta dada por ¢;(w), ambas funciones dependen de la
frecuencia w. La velocidad de la luz es indicada por c. El signo que aparece en la ecuacion del
indice de refracciéon debe ser tomado como negativo cuando se considera un metamaterial y
positivo cuando el medio es el vacio o un material dieléctrico.

Consideramos una PCW perfectamente conductora o de conductor real de superficies planas y un
arreglo periédico de inclusiones cilindricas suaves o aleatoriamente rugosas de distintos materiales
(Fig. 2).

Y

placas cm;ductoras

Fig. 2. Descripcion grafica de la PCW de superficies conductoras planas y un arreglo periodico de
inclusiones con geometria arbitaria de distintos materiales. Los contornos TI' definen la celda
unitaria del sistema con la periodicidad en la direccion X.

En la Fig. 2, P es el periodo del sistema en la direccion X, b es la distancia entre las superficies
planas y la region encerrada por las curvas Iy, I, I3, I, y I's se puede considerar como una celda
unitaria del sistema. El conjunto de un nimero infinito de celdas unitarias es una guia de ondas de
longitud infinita representada por un cristal perfecto.

Debido a la periodicidad en la direccién X y la forma de la Ec. (4), el teorema de Bloch se puede
aplicar para tal direccion. De esta manera se puede obtener la condicion de periodicidad
Y(x — P,y) = e"*PW(x,y), donde k es el vector de Bloch unidimensional.

Para determinar los modos tenemos que encontrar la relacion de dispersion w = w(k). Por lo que,
consideramos una funciéon de Green para una geometria bidimensional que puede ser utilizada

para resolver la ecuacion de Helmholtz, la cual es considerada como G(r,r’) = inHél)(wlr —-r'l|/o),

donde Hél)(z) es la funcion de Hankel de primera clase y orden cero. Teniendo en cuenta la
geometria de la celda unitaria que se muestra en la Fig. 2 y aplicando el segundo teorema de
Green bidimensional para las funciones ¥ y G, se obtiene la expresion

1 ([0G(r, ") .~ 0G(rr) , ;L 5
wf [—an #r) = )| ds = 6% (), ;
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donde 8(r) =1 si r esta en el interior de la celda unitaria y 6(r) =0 si no lo esta, ds’ es el
diferencial de longitud del arco, fi es el vector normal hacia el exterior para I}, y el punto de
observacion r se separa infinitesimalmente del contorno exterior I; a la celda unitaria.

Haciendo una discretizacion de los contornos I; podemos representar numéricamente la Ec. (5), a
través de un sistema lineal algebraico M(w)F (w) = 0 que tiene una matriz representativa asociada,
M, que depende de la frecuencia w y el vector de Bloch k. Dado que el sistema de ecuaciones es
homogéneo, una solucién no trivial puede obtenerse si el determinante de tal matriz es cero. Para
determinar la frecuencia, w, definimos la funcion

D(k, ) = In(|det(M)]). (6)

Numéricamente esta funcion presenta puntos minimos locales que nos daran la relacién de
dispersion numérica w = w(k) que determina la estructura de bandas y podemos reconocer que
este sistema es un cristal foténico.

RESULTADOS

A pesar de la existencia de una tecnologia bien desarrollada se tienen defectos en la fabricacion de
superficies para los CFs. Por esta razéon, estamos interesados en estudiar la influencia de la
rugosidad en las paredes de un CF real.

A continuacién presentamos el analisis numérico de la respuesta éptica de una guia de ondas de
cristal fotonico, de tamafo infinito que esta compuesta por dos superficies planas y un arreglo de
inclusiones con geometrias arbitrarias de distintos materiales; mediante el calculo de la estructura
de bandas. Ademas, mostramos la comparacion numérica de los sistemas estudiados haciendo
uso de los resultados obtenidos.

Primeramente, consideramos una PCW perfectamente conductora infinita, con una celda unitaria
cuadrada que contiene una inclusién con perfil arbitrario.

En las Figs. 3(a) y (b) mostramos las estructuras de bandas en términos de la frecuencia reducida
w, = (P/2n)(w/c) y k dentro de la primera zona de Brillouin —z/P <k <mn/P con P=2m
(unidades arbitrarias). Para modelar la PCW perfectamente conductora, consideramos la distancia
entre las superficies planas de b = w y la fraccion de llenado f = 0.005. Las curvas de la estructura
de bandas en color azul corresponden a una inclusion cilindrica lisa, y las curvas que estan en rojo
son para una inclusion rugosa con desviacion estandar de las alturas § = 0.005 (Fig. 3(a)) vy
6 = 0.15 (Fig. 3(b)) con longitudes de correlacién ¢ = 0.005 y ¢ = 0.15, respectivamente. En las
Figs. 3(c) y (d) mostramos las estructuras de bandas con los mismos pardmetros pero con una
fraccion de llenado de f = 0.05.
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Fig. 3. Estructuras de bandas de PCWs perfectamente conductoras con una celda unitaria
cuadrada que tiene una inclusion cilindrica con una superficie lisa (en azul) y rugosa (en rojo) con
(@) f = 0.005, b =m, § = 0.005 y o = 0.005; (b) f = 0.005, b =m, § =0.15 y ¢ = 0.15; (c) f = 0.05,
b=m&=0005y0=0005y(d)f=005b=m8=015yc = 0.15.

Ahora, considerando una PCW de conductor real (plata), con una celda unitaria cuadrada que
contiene una inclusion con perfil arbitrario. En la Fig. 4 mostramos las estructuras de bandas para
los mismos parametros utilizados que en el caso de la PCW perfectamente conductora.

(b)
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Fig. 4. Estructuras de bandas de PCWs plateadas con una celda unitaria cuadrada que tiene una
inclusion cilindrica con una superficie lisa (en azul) y rugosa (en rojo) con (a) f = 0.005, b =,
6 =0.005 y o =0.005; (b) f =0.005, b=m, § =0.15y 0 =0.15; (¢) f =0.05, b =m, § = 0.005 y
0 =0.005y(d)f=005b=m6=015y 0 = 0.15.

Como el objetivo de este trabajo es estudiar la excitacion de SPPs por medio de materiales
artificiales conocidos como metamateriales dispersivos, vamos a considerar ahora una PCW
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formada con dos superficies planas perfectamente conductoras y un arreglo periodico de
inclusiones con geometria arbitraria de LHM dispersivo.

Tomamos como referencia los resultados obtenidos por Mendoza-Suarez y Pérez-Aguilar en el
2015 [8], que muestran la presencia de un modo plasmaénico (SPP) en una PCW de longitud infinita
para posteriormente hacer una generalizacion. En la Fig. 5(a) se presentan los resultados de la
funcién determinante D (k,, w,.) (Ec. (6)) como una funcién de la frecuencia. La posicion del extremo
minimo identifica la frecuencia del modo con el valor w, = 0.7519. Ademas, en la Fig. 5(b) se ilustra
la intensidad del campo eléctrico dentro de la celda unitaria que contiene la inclusion de LHM
dispersivo para esta frecuencia. Este modo particular que existe en la interfaz LHM-vacio, se le

conoce como un modo de SPP con una frecuencia wfS" = wy,/2/(2 — F) = 0.7502 [9]. Este
resultado fue obtenido para el caso de una celda unitaria con los pardmetros geométricos: b = 4,

P =2my f = 0.05 la fraccién de llenado.

(o) 10
3
2.5
15

- Hha
2 3 4 5 @
1

{a)
Fig. 5. (a) Funcion D(0,w,) para una PCW formada con dos superficies planas perfectamente
conductoras y un arreglo periddico de inclusiones cilindricas de LHM dispersivo. (b) Distribucion de
campo eléctrico a la frecuencia w, = 0.7519.
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Procedemos a considerar que la inclusion contenida en la celda unitaria del sistema no sea
Unicamente cilindrica de superficie totalmente lisa, sino que vamos a abordar el caso cuando la
inclusién presente rugosidad aleatoria en su superficie; es decir, consideraremos la inclusion con
una geometria arbitraria.

En la Fig. 6 mostramos las funciones del determinante D (0, w,) en términos de la frecuencia. Para
las funciones determinantes de la Figs. 6(a), (c) y (e) se han tomado en cuenta los parametros
geométricos: b =4m, P=2m y f = 0.005 de la celda unitaria. La posicién del extremo minimo
identifica la frecuencia del modo con el valor w, = 0.7506, para todos los casos. En cambio para
las funciones determinantes mostradas en la Figs. 6(b), (d) y (f) las hemos obtenido considerando
los parametros geométricos: b = 4w, P =2m y f = 0.1 de la celda unitaria. De igual manera, la
posicion del extremo minimo identifica la frecuencia del modo con el valor w, = 0.7506, para todos
los casos.

En la Fig. 6(a) mostramos la funcion determinante para el caso de una inclusion cilindrica lisa de
LHM que tiene fraccion de llenado f = 0.005, y en las Figs. 6(c) y (e), las funciones determinante
para la misma fraccion de llenado pero, la inclusién de LHM presenta rugosidad aleatoria con:
6 =0.005y o =0.005y6=0.15y o = 0.15, respectivamente. De manera similar, en la Fig. 6(b)
mostramos la funcién determinante para el caso de una inclusién cilindrica lisa de LHM pero con
fraccion de llenado mas grande f = 0.1, y en las Figs. 6(c) y (e), las funciones determinante para la
misma fraccion de llenado pero, la inclusion de LHM presenta rugosidad aleatoria con: § = 0.005 y
o =0.005,y 8 =0.15y ¢ = 0.15, respectivamente.
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Fig. 6. Funciones D(0,w,) para guias de ondas de cristal fotonico, formadas con dos superficies
planas perfectamente conductoras y un arreglo periédico de inclusiones con geometria arbitraria de
LHM dispersivo. Con los parametros b = 4w, P = 2r y f = 0.005 de inclusiones (a) con superficie
lisa y rugosa con (c) § = 0.005 y ¢ = 0.005, y (e) § = 0.15 y ¢ = 0.15. Con los parametros b = 4,
P =2my f = 0.1 de inclusiones (a) con superficie lisa y rugosa con (c) § = 0.005 y ¢ = 0.005, y (e)
§ =0.15y 0 =0.15.

Comparando los resultados mostrados para ambas fracciones de llenado en estas figuras vemos
que, tanto el tamafio de la inclusiéon como la rugosidad no afectan la posicion del modo, pues no
importa que tan grande sea la inclusién y la rugosidad.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos mostrado un estudio tedrico y numérico de las estructuras de
bandas, de la funcién determinante, de una PCW perfectamente conductora y/o de conductor real.
La guia de ondas esta formada por dos placas conductoras planas que contienen un arreglo
periddico de inclusiones con geometrias arbitrarias y de materiales diferentes.

El calculo de las estructuras de bandas para una PCW perfectamente conductora o de conductor
real nos permite concluir, que entre mas grande sea la rugosidad o la fraccién de llenado de la
inclusién cilindrica la estructura de bandas presenta importantes cambios. Es decir, las bandas
prohibidas se hacen cada vez mas anchas y a frecuencias mas altas comienzan a aparecer nuevas
bandas prohibidas. Esto nos indica que se puede tener un mayor control de la propagacién de la
luz a través de la PCW.

Asi mismo, otro de los resultados mas importantes de este trabajo, fue indicar la presencia de un
modo de plasmén de superficie en una PCW que contiene inclusiones con geometrias arbitrarias
de metamaterial dispersivo; es decir, obtuvimos que en una PCW infinita con una inclusién de LHM
dispersivo, la rugosidad y el tamafio de la inclusién no afecta la posicion del modo, ya que no
importa que tan grande sea, de todas formas corresponde al modo de SPP a la frecuencia wfS".
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Asi, hemos encontrado un modo de SPP en la interfaz LHM-vacio del sistema propuesto sin
importar la forma y el tamafo de la inclusion de LHM. Esto puede ser una nueva alternativa de
desarrollo en la tecnologia de telecomunicaciones que sea puramente foténico, asi como del
desarrollo de la tecnologia foténica para dispositivos opticos que sirvan de apoyo en las
investigaciones en el area de las ciencias naturales como: la biologia, la quimica, la fisica y mas
importante aun en la medicina, ya que se pueden desarrollar dispositivos que permitan el
tratamiento de enfermedades como, el cancer.
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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla de manera experimental un péndulo doble de masa variable. Dentro
del estudio del sistema, se estudian dos casos: El primero en el cual la masa superior m4es la que
varia linealmente con el tiempo, y el segundo caso es cuando la masa inferior m, es la que varia
linealmente con el tiempo. En ambos casos, la condicion de que mq>>m, garantiza el
comportamiento general de un péndulo doble que en este caso es de masa variable. Realizamos el
estudio experimental y se desarrolla la teoria a partir de la formulacion de Lagrange, para obtener
un resultado que pueda ser comparable con los resultados experimentales, asimismo se desarrolla
la simulaciéon para obtener resultados numéricos que son contrastados con los resultados
experimentales y tedricos.

INTRODUCCION

En el estudio de la fisica existen diferentes temas de interés desde el modelo experimental, asi
como la formacion tedérica y numérica, uno de estos temas de relevancia se centra en estudiar con
detalle el sistema del péndulo doble de masa variable, y analizar los cambios que ocurren en
ciertas propiedades dinamicas de estos sistemas, asimismo es de interés caracterizar correcta y
convenientemente el flujo de masa, dad la geometria del sistema.

De igual forma sabemos que estos sistemas pueden ser estudiados desde distintas formulaciones
tedricas, asi como desde distintos procedimientos practicos, nuestro interés también esta centrado
en que la resolucioén y los resultados ofrecidos por las distintas vias, y que los resultados ofrecidos
por estas puedan ser convergentes. Para ello es necesario presentar correctamente las bases
tedricas de los sistemas de masa variable y controlar adecuadamente las variables en los
experimentos para que los resultados entre ambos sean verificados, aplica de igual manera a las
expresiones que se resuelvan de forma numérica, para que exhiban correspondencia con el
experimento.

TEORIA

Conociendo el diagrama de cuerpo libre del sistema 1 (Figura 1), podemos definir la energia
cinética y la energia potencial para la m; que la consideraremos como M,, donde M, es la masa
variable, como variables conocidas tenemos /4, I, 61, 6,y M.

Para la Energia Cinética de M,.

K, = 1M 12 = lM (t) 1262 (D
2 v 1 2 v 1Y1

Para el caso de la Energia Potencial, en donde h; quedara dada como la suma de las longitudes
donde /; se toma como la multiplicacién por el coseno del angulo que forma con respecto a su
oscilacién 6;.
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Uy = gM,(®) (1, + 1,(1 — Cosb,)) )
Por lo tanto, tenemos la ecuacion de Lagrange estara
dada por:
1 .
)i L, = EM,,(t)lf@f - M,,(t)g(lz +1;(1 = Cos 91)) 3)

Para el caso de la masa M,,
La Energia Cinética para la masa M.

1 . . ..
K, = EMe(lfaf + 1262 + 21,1,6,0,Cos(6, — 6,) ) (4)
Para la Energia Potencial se escribira como:
U, = gM,(1,(1 — Cos8,) + 1,(1 — Cos6,)) (5)

Por lo tanto, tenemos la ecuacién de Lagrange para la
masa M, estara dada por:

LZ = %Me(lfglz + 15922 + 2l1l29192C05(61 —_ 92) ) _

e

> gM,(L,(1 — CosB,) +

T U=0
e L (1 - Coséy)) (6)

Figura 1. Diagrama de cuerpo libre

La Lagrangeana para todo el sistema estara escrita por:
L = L1 + L2 (7)

1 o1 . . .
L= EM,,(t)zfef + EMe(zf@f + 1362 + 21,1,6,0,Cos(8, — 6,) ) — Mp()g(l, + 1;(1 — Cos 6,)) (8)
— gM,(1;(1 — CosB,) + 1;(1 — Cosb,))

Para encontrar la ecuacién de movimiento es necesario obtener las siguientes derivadas parciales.

0 .
ﬁL = _Melllzglezsin(el - 62) - g llslnel(Mv(t) + Me) (9)
1
a .

ﬁL = Melllzglgzsin(gl - 92) - gMelz Sin92 (10)

2

a . . .
ﬁL = M, ()26, + M (126, + 1,1,0,Cos(6; — 6,)) (11)
1
d . .

ﬁL = M,(130, + 1,1,0,Cos(6, — 6,)) (12)

2
Donde las ecuaciones de movimiento estaran dadas como:
M, ()36, + M, ()26, + M 136, + M_1,1,6,Co5(6, — 6,) + M,L,1,Sin(6; — 8,)03 + g ,Sin0, (M, (t) — M,) =0 (13)
M, 126, + M, 1,1,6,Cos(8; — 0,) — M,1,1,62Sin(6; — 6,) + gM,l, Sinf, = 0 (14)
Reduciendo términos tenemos y considerando constantes nuevas.

6, + w 6, +y?SinB, = —1 Cos(6, — 6,)8, — 1Sin(8; — 6,)6% (15)
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_ Mv(t) . _ M 2 2 My, (t)—M, . 2 _ g

: Cp_l
T o, ' T ot Y ; R= (17)

T oMM, T O T 0 Iy

Caso 2

En este caso tenemos que la masa variable se encuentra en la esfera de abajo, conociendo el
diagrama de cuerpo libre del sistema 2 (Figura 2), podemos definir la energia cinética y la energia
potencial para la m; que la consideraremos como M,, donde M, es la masa variable, como
variables conocidas tenemos I, I,, 64, 6, y M,

Para la Energia Cinética de M,

1 1 .
Ky =2 Mif =M, [}67 (18)
Para el caso de la Energia Potencial.

En donde h; quedara dada como la suma de las
longitudes donde /; se toma como la multiplicacién por el
coseno del angulo que forma con respecto a su
oscilacion 6.

Uy = gM, (L + 1;(1 — Cos6y)) (19)
Por lo tanto, tenemos la ecuacion de Lagrange estara
dada por:

1 202
L, = EMelle1 - M,g(l, + 1, (1 — Cos 6,)) (20)
Para el caso de la masa M,, para el caso de x en
coordenadas radiales estara dada como:
‘ ]\4v(t):21‘4e+]‘4g(1'/1 1) La Energia Cinética de M..
1 . . ..
> U =0 K, = EM,,(t)(lfef + 1362 + 21,1,6,0,Cos(0, — 6,) ) (21)
& Figura 2. Diagrama de cuerpo libre sistema 2 Para la

Energia Potencial se escribira como:
U, = gM,(t)(1,(1 — Cos8,) + 1;(1 — Cosb,)) (22)
Por lo tanto, tenemos la ecuacion de Lagrange para la masa M, estara dada por:

1 . . ..
L, = E1\/11,(t)(lf¢912 + 1262 + 21,1,6,6,Cos(6, — 6,) )
— gM,(t)(1,(1 — Cos8,) + 1, (1 — Cosb,)) (23)

La Lagrangeana para todo el sistema estara escrita por:

1 o1 . . ..
L==-M,?0? + EMv(t)(lfo + 1262 + 2141,6,0,Cos(0, — 6;) ) — Mog(l, + 1,(1 — Cos 6))

2 25
— gM,(®)(1,(1 — Cos8y) + 1, (1 — Cosh,)) ()

Para encontrar la ecuacién de movimiento es necesario obtener las siguientes derivadas parciales.

G, .
S0 L= —M,(t)1;1,6,6,Sin(0; — 6,) — g 1,Sind, (M, (t) + M,) (26)
1
0 .
ﬁL = Mv(t)lllzelgzsln(el - 92) - ng(t)lz Sln92 (27)
2
a . . .
ﬁL = M126, + M, (t)(126, + 1;1,6,Cos(6, — 65)) (28)
1
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d . .
ﬁL = M, (t)(136, + 1,1,6,Cos(6, — 6,)) (29)
2

Donde las ecuaciones de movimiento estaran dadas como:

Mel%él + Mv(t)llz_él + M"(t)llz_él + Mv(t)lllzézcos(el - 92) + Mv(t)lllzézzsln(el - 92)

+ M, (0L, 1,6,Co5(6, — 0,) + g L,Sind, (M, () + M,) = 0 (30)
M, ()16, + M, (t)136, + M, (t)1,1,6,Cos(8, — 65) + M, (t)1,1,6,Cos(8; — 6,)
— M,(t) L1,Sin(6; — 6,)87 + gM,(t)l, Sin, =0 (D
Reduciendo términos tenemos y considerando constantes nuevas.
6, + 0?8, + y2Sind, = —1 Cos(6, — 0,)8, — 6, [ASin(8;, — 6,)0, + w?Cos(8; — 6,)] (32)
61 + (—tg(@1 - 6,)8;, + Z:—EZD 6, = —RSec(8; — 6,)0, + 6, Z:Eg R 'Sec(6, — 6,) + filsec(a1 — 6,)Siné, (33)
Me L o M®) o, gM®-Me L, L (34)

) )

T My(O)+M, I T My(D+M, TLM@M, 1

La propuesta que hacemos para masa variable en los dos casos es la siguiente:

M(t) =Me+Mg(1—/1t) (35)
Donde M, es la masa de la esfera, la cual es constante, M, es la masa granular, en este caso
utilizamos arena de mar, 1 es la rapidez de salida del medio granular que en este caso lo

trabajaremos como constante.

donde M, estara dada como para el caso 1y caso 2 respectivamente:

R |R
M,(t) = 2M Mg(l1—=1|— |= 36
o(6) = 2Me + Mg ar (36)
M,(t) =2Me+Mg|1—1 R 2R 37
o(8) = 2Me + Mg v g (37)

PARTE EXPERIMENTAL

El arreglo experimental consta de un péndulo doble con dos masas de diametros distintos (Figura
3) 3), en donde se hicieron cinco diferentes casos en donde se variaron los angulos, asi como la
forma en la que se hizo variar la masa, fue necesario contar con
un sensor de movimientos | -, rotacionales - Linea PasPort
Pasco - PS-2120.

e ®i
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Figura 3. Arreglo experimental

A continuacién, se muestran los parametros de cada uno de los casos Tabla 1.

Tabla 1. Condiciones iniciales para cada uno de los casos en los que se experimentaron.

Caso A Caso B Caso C
Parametros | Valor Unidades | Parametros Valor Unidades | Parametros Valor Unidades
0, 26 grados 6, 30 grados 0, 46 grados
6, 46 grados 0, 25 grados 0, 26 grados
g 9.78 m/s® g 9.78 m/s* g 9.78 m/s®
m; 0.3711 kg m; 0.3711 kg m; 0.3711 kg
m; 0.1746 kg > 0.1746 kg m; 0.1746 kg
d; 0.0702 m d, 0.0702 m d; 0.0702 m
d> 0.0598 m d, 0.0598 m d> 0.0598 m
% 0.157 m Il 0.157 m 1% 0.157 m
> 0.114 m 5 0.114 m 5 0.114 m
Caso D Caso E
Parametros Valor Unidades Parametros Valor Unidades
6, 20 grados 0, 15 grados
0, 60 grados 0, 30 grados
g 9.78 m/s® g 9.78 m/s®
m; 0.3711 kg m; 0.3711 kg
m; 0.1746 kg m; 0.1746 kg
d; 0.0702 m d; 0.0702 m
d, 0.0598 m d, 0.0598 m
1% 0.157 m 1% 0.157 m
5 0.114 m 5 0.114 m

RESULTADOS

Se presentan cada una de las graficas correspondientes a la interaccion de cada péndulo y sus
combinaciones. A continuacion, se muestran las graficas del caso A.

En la figura 4 se muestran las graficas de la velocidad angular [6,, ] con respecto del tiempo, asi
como cada uno de las gréficas del dngulo con respecto al tiempo.
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Figura 4. Velocidad angular y angulo en funcién del tiempo a) velocidad angular vs tiempo del
péndulo superior b) angulo vs tiempo del péndulo superior ¢) velocidad angular vs tiempo del
péndulo inferior d) angulo vs tiempo del péndulo inferior

En las Figura 5 se presentan los planos fases de cada uno de los péndulos analizados
individualmente en donde la Figura 4a representa el plano fase del péndulo superior con ayuda del
sensor de movimientos rotacionales - Linea PasPort Pasco PS-2120 se obtuvo la representacion
grafica de la velocidad angular contra sus respectivos angulos. En el caso de la Figura 4b, es el
plano fase del péndulo inferior analizado con ayuda de la toma de video y con el software libre

Tracker.

a) b)

[t
gl )

Figura 5. Plano Fase. a) Velocidad Angular vs Angulo del péndulo superior b) Velocidad Angular vs Angulo del péndulo inferior

En la Figura 6, podemos ver graficada las convinamicones correspondientes a cada uno de los
pendulos realizando las graficas: 8, vs 0,, 0, vs 6,60, vs 0, ,0,vs 0, respectivamente a cada
grafica presentada.

a)
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et puns 2 s

Figura 6. Gréficas: a) velocidad angular 1 vs éngulo 2 (6, vs 6,) b) velocidad angular 2 vs
angulo 1 (8, vs 6,) c¢) velocidad angular 1 vs velocidad angular 2 (8, vs 6, ) d) angulo 1 vs
angulo 2 (6,vs 6,)

PARTE DE LA SIMULACION

Teniendo en cuenta cada una de las constantes que salieron en el analisis tedrico con ayuda del

software Mathematica 10.1 podemos saber el comportamiento de dichas constantes conforme a la
masa variable con respecto al tiempo (Figura 7).

M(=Mr+Mq(1 - W) Mt

2
M e =g n,

0.40 wp(t)
0.35 o %107
0.30

% -7
025 -25x10
0.20 -3.x107
0.15

-35x107 | !
0.10
0 500000 1.0x10%1.5%10°2.0x10°

0 500000 1.0x10° 1.5%10° 20x10°

Waly o

M) +M,

0 ¥y

Alf)=,

500000 10x10° 15x10° 20x10%

0 500000 10x10° 15x10° 2.0x%10°

Figura 7. Graficas de los parametros que varian con el tiempo por efecto de la
masa variable.
DESARROLLO ANALITICO

En la parte analitica podemos ver la energia potencial con respecto al tiempo (figura 8), asi como
con respecto al angulo formado.
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Figura 8. Graficas del comportamiento de la energia potencial gravitacional con respecto al tiempo.
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Figura 9. Graficas del comportamiento de la energia cinética

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollaron por medio de la formulaciéon Lagrangiana las ecuaciones de
movimiento para el caso del péndulo doble de masa variable, obteniendo un conjunto de dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden, no lineales y acopladas entre si.

Asimismo, se realizé6 un analisis del modelo matematico que describe el sistema al estudiar el
comportamiento de las energias.

De igual forma se implementd la parte experimental del péndulo doble con masa variable
considerando distintos casos al variar distintos angulos, y las distintas condiciones pues se supuso
que la variacion en la masa estaba en el péndulo superior, en el péndulo inferior y en ambos
péndulos.

Los resultados obtenidos por la parte experimental son por demas interesantes al obtenerse los
espacios fases, asi como el acoplamiento de los dos péndulos.

Aun este trabajo tiene que desarrollarse para obtener la simulacion de la ecuacion que es bastante
complicada para que se pueda comparar con los resultados experimentales encontrados, y se
logre explicar el comportamiento de este sistema.
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Metamorfosis del Modelo Binomial
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RESUMEN

El presente trabajo tiene como objetivo principal, obtener el valor de una opcidon de compra
europea. Para lograr el propdsito de la misma se reviso la teoria en la literatura de matematicas
financieras, lo cual nos permitioé llevar a cabo la valuacion de opciones. Como resultado se obtuvo
que el modelo Binomial fue el primer modelo para valuar opciones, en el cual se considera que el
precio del activo sigue un modelo Binomial en intervalos de tiempo, los cuales se toman como
periodos discretos, ademas de observarse que el precio de la opcion obtenido con este modelo es
una aproximacion al precio que se obtiene con el modelo de Black-Scholes, el cual es un modelo
de cobertura que protege al inversionista.

INTRODUCCION

Un modelo para valuar opciones es el modelo Binomial, este modelo fue el primero para ese fin, y
fue propuesto por Cox-Ross-Rubinstein en el afio 1979. Es un método numérico usado para las
opciones de compra y venta. A continuacion se presentan las herramientas que ayudaran a
comprender como se desarrolla este modelo.

TEORIA

Definicion 1. Un portafolio de acciones y bonos es un vector de la forma h = (x,y), donde x
representa el numero de acciones y y el nimero de bonos que se tienen en el portafolio. Ademas
x,yeZ, si

{x,y = 0, significa que se ha comprado x acciones oy bonos;
x,y < 0,significa que se ha vendido x acciones o y bonos.

Definicién 2. Sea D(T) = f(S(T)) un reclamo contingente, el cual es una variable aleatoria con
S(T) el precio de la accién y f la funcién de pago.

Teorema 1. Supongamos que para cualquier reclamo contingente D(T) existe una estrategia de
réplica, esto es, una estrategia admisible x(t),y(t), activos financieros de una cartera V(T) con
valor inicial V(T) = D(T). Entonces, el precio D(0) del reclamo contingente en el tiempo 0 deberia
ser igual al de la estrategia de réplica, V(0) = D(0).

Demostracion.

Caso 1. Si D(0) > V(0), entonces escribimos el valor derivado y tomamos una posicion larga
(adquisicion del activo) en la estrategia. Nuestra obligacion sera cubierta por la estrategia, la
diferencia D(0) — V(0) es nuestra ganancia por arbitraje.

Caso 2. Si D(0) < V(0), entonces tomamos la posicion corta (venta del activo), con D(0) — V(0)
como nuestra ganancia por arbitraje.

Condicién 1. Los rendimientos K(n) de un periodo sobre una accién son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas tales que

u, con probabilidad p;

K = {d, con probabilidad 1 — p.
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en cada periodo de tiempon,donde 1 <d <uy0<p<1.

Esta condicion implica que el precio de la accidon S(n) sube o baja por el factor 1+u o0 1+d en
cada periodo de tiempo. Ademas, la desigualdad 1 < d < u, garantiza que todos los precios de
S(n) seran positivos si S(0) lo es.

Para describir la dinamica de los precios de las acciones S(n) en términos de rendimientos, se
hace el supuesto de que las acciones no pagan dividendos.
Entonces, el rendimiento K(n,m) sobre un intervalo [n,m] con n,meN, estd definido como la
variable aleatoria

S(m) —S(n)
K(n,m) = —————
(n,m) S

El rendimiento sobre un solo periodo de tiempo [n — 1,n] sera denotado por K(n) con neN, esto es

S -S(n—1
K(n)zK[n—l,n]z%
Sty __
..m—(l‘l‘]{(ﬂ))

Sea r el rendimiento sobre una inversion libre de riesgo en un solo periodo de tiempo de longitud .
Condicién 2. El rendimiento r de un periodo sobre una inversion libre de riesgo es lo mismo en
cada periodoy d < r < u.

Esta ultima condicion describe los movimientos de una accién en relacion a los activos libres de

riesgo, como los bonos o dinero en una cuenta de banco. Ya que % = 1 + K(1), la condicion 1

implica que la variable aleatoria S(1) puede tomar dos valores

S* =5(0)(1 + w), con probabilidad p;

1) =
s {Sd = S(0)(1 + d), con probabilidad 1 — p.

Para replicar al valor derivado general con pago f, hay que resolver el siguiente sistema de
ecuaciones

x(DS* + y(D(A + 1) = f(SY);
x(DSY + y(MA + 1) = f(SY,

para x(1) y y(1). Entonces, primero se determina el valor de x(1).

[x(DS* + yOA + 1) = f(SH] - [x(DS? + yDA + 1) = f(S9)]

SUy — Sd
xty =LED 2SS

este valor, el de x(1), es la delta A de la opcion, esta A se define como la tasa de cambio entre el
precio de la opcién respecto al precio del activo subyacente. Esto es,

_FGY — Y

A Su _—gd

Enseguida, se encuentra el valor de y(1)

x(DS* + y(DA + 1) = f(SY)
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Ly = - L DFEM = A+ WfEY

u-d)y@+r)
Ahora, vemos como es el método Binomial para dos periodos. Entonces, el precio de la accion S(2)
tiene tres posibles valores:

S¥* = §(0)(1 + u)? con probabilidad p?;
S(2) ={5* =5(0)(1 + u)(1 + d) con probabilidad 2p(1 — p);
§% = §(0)(1 + d)? con probabilidad (1 — p)?.

Donde, S¥ = 5(0)(1+u)(1+ d), el cual puede surgir de un movimiento creciente del precio de
S(0) seguido de un movimiento decreciente, o de un movimiento decreciente del precio de
5(0) seguido de un movimiento creciente.

En general, en el tiempo n hay n + 1 posibles valores para S(n), esto es

S(m) =1 + wi( + d)*S(0), con probabilidad (?) pi(1—p)nt €))
parai = 0,1,..,n.
El precio de la accion S(n) en el tiempo n es una variable aleatoria discreta con n + 1 valores
diferentes, y su distribucion esta dada por (1).
El numero i de movimientos de precios al alza es una variable aleatoria con una distribucion
Binomial. De manera semejante, el numero n —i de movimientos de precios a la baja es una
variable aleatoria con una distribuciéon Binomial.
Por lo tanto, decimos que el proceso de precios sigue un modelo de arbol Binomial. En un arbol
Binomial con n periodos,  es el conjunto de todos los escenarios posibles, esto es, el recorrido de
los n —periodos se mueven hacia arriba o hacia abajo, en cada periodo se tienen 2™ elementos.
Entonces, el valor inicial del portafolio de réplica es x(1)S(0) + y(1). Por el Teorema 1.

D(0) = x(1)S(0) + y(1)
M - (D 1+ dfSY) - 1+wfEH

=" u_ga SO- w—d)(1+7)

_fED-FSD A+ DY - A +wf(ESY) )
B u—d u—-d)(1+7) ' 2)

Antes de continuar, mencionaremos lo que es la probabilidad neutral al riesgo. Para esto, se usa el
hecho de que en un mercado en el que se cumple que E(K(1)) = r, significa que hay un riesgo
neutral, por convencién usamos p, para denotar a su probabilidad y E, para su esperanza, esta
ultima cumple la siguiente condicion

E(K()=pu+(1-p)d=r 3)
De (3) es facil obtener el valor de p,. Por tanto,

_r—d B

Teorema 2. El valor esperado del pago descontado calculado con respecto a la probabilidad
neutral al riesgo es igual al valor presente de la reclamacién contingente,

D(0) = E, ((1 + r)—lf(5(1))).
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Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata de (2)

Doy = FED—FED A+ DFEM - A+WfEY
= u—d u-d)y1+r)
1 [ +7rf(S) —f(SD) —rf(S) 4 1 [-fS™) —df(S™) + f(SD) +uf (5%
u—d 1471 u—d 1+r
1 r—d u-—r
:1+r[<u—d)f(5u)+(u—d)f(5u)]
1
= 1—+r(E*(f(S(1))))
=E, ((1 + r)—lf(5(1))).

Recordemos que D(T) = f(S(T)), entonces, D(1) tiene dos posibles valores

1
T3, PSS+ A —pIf(S Nl;

1
1—+r[p*f(5d )+ (1= p)f(SD];

que son resultado de la réplica del modelo Binomial en un periodo.
Para ello, se toma el siguiente sistema de ecuaciones

x(1)S™ + y(D(L + 1) = f(5*);
x(DS* + y(D(A + 1) = f(s*D,

Procedemos de manera semejante al calcular D(0), entonces calculamos el valor de x(1)

[x(DS™ + y(DA + 1) = fS*)] = xD)S* + y()(A + 1) = f(S*D]
o f(SM-f (s
o x(l) = W

Enseguida calculamos y(1)

x(DS™ + y(DH(A + 1) = f(S*)
- y(1) = @+ dfE™) - A+ u)f(S*4)
B w—dd+1) '

Como estamos haciendo una réplica de D(0) para obtener D(1), tomamos como valor inicial
D(1) = x(DSD) + y(D.
Caso 1: Si S(1) = S(0)(1 + uw), procedemos a calcular D(1)

D(1) = x(1)S() + y(1)
fS™) = f(5*) 1+ df (™) — A +wf(s*)

= " sm_gua SO0+ - wu—d1+7)
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_fEM) = fEM A+ df ™) - A +wf (S
h u—d u—-ad)(1+r)
1 [fs™) +rf(S*™) - f(S“d)—rf(S“d) 1 [=f(8™) = df (™) + f(S"D) + uf(S*)
u—d 1+r u—d 1+7r
1
=[S rsm + (=0 s

1+r
= 7 P + (= p)F(S™)).
Caso 2: Si S(1) = S(0)(1 + d), procedemos a calcular D(1)

fsm - psty o P s — s
S — (S 1+ S — (1 +wf(S
= T sw_ga SO0+ - TR TS

_fEM - FE A+ D™ - A+ wf (S
B u—d a (w—d)(1+71)
1 [fS*™) +rf(S™) - f(5Y) - —f(8™) = df (™) + f($?D) + uf (59
u—d 1+r [ 1+r

== d)f<5d“>+( D76

1
= T Pf ) + A =pIf(SD].

De lo anterior se concluye que

1
=13, PSEOA+w) + A -p)f DA +d)] = g(s),

donde g(x) = [p fG@+uw)+ 1 —-pIf (1 +d)].
Por tanto, para D(0) tenemos que
1
DO =1 P.g(SOA +w) + (1 —p)g(SO(A +d)].

Se sigue que

D(0) =

i [p.2f (™) + 2p.(1 — p)F(S*D) + (1 — p.)2f (S9D)].

Esto prueba el siguiente Teorema.

Teorema 3. El valor esperado del pago descontado calculado respecto a la probabilidad neutral al
riesgo es igual al valor presente del contingente

D(0) = E.((1 + N2 f(S(2))).

Para generalizar analizamos lo siguiente

D) =—— [p FE@UA+w)+ A -p)f(S@A +d)] = g(s(2),
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1
D(1) = [p*g(S(l)(l +w)+ 1 -p)g(SWA+d)] =r(sSD)),

donde
90) = = [p.f(x( + W) + A = pIf (x(1 + D)),
h(x) = £l —[p.g (1 1) + (1~ pg(e(1 + )]
Se sigue que
D(2) = [p* (5*) + A -pIf(s*@)] = 9(s@),
1
D(1) = [p*g(S(l)(l +uw)+ 1 -p)g(SA + )] = r(S(D),
1
D(O) = [p*h(S(O)(l +w)+ (1 —p)R(SO)(A + )],
donde

90 =~ [p.f(xA+ W) + (1 = pIf (xA + D)),
1

h() = T~ [p.g(x(@ +uw) + A —p)gx(1 + d))],

se sigue que

1
D(0) = 1~ [p.h(5¥) + (1 = pIR(S™)]

=T 9(5““) +2p,(1 — p.)g(s™) + (1 — p.)2g(5%9)]
= _(1 - T)3_ [p.3f(S*™) + 3p,2(1 — p.) F(S¥) + 3p, (1 — p,)2f(S*49) + (1 — p.)3f(SUD))].

Siguiendo este proceso obtenemos que

1 N _ _
D) =m;(k)pf“ — PV H SO+ WA+ DN, (5)

Teorema 4. El valor de un derivado europeo con pago f(S(N)) en el N-ésimo periodo de tiempo en
el modelo binomial es la esperanza del pago descontado bajo la probabilidad neutral al riesgo

D(0) = E.(1 + )™V f(S(V)). (6)
Observacion. No es necesario conocer el valor real de la probabilidad p para calcular D(0). Esta
propiedad notable del precio de la opcidn es importante en la practica, como el valor de p es dificil
de estimar. En cambio, la férmula D (0) tiene a p,, la probabilidad neutral al riesgo, la cual no tiene
nada en comun con p, pero es sencillo calcularla a partir de (4).

Férmula Cox-Ross-Rubinstein

El pago para una opcién de compra con precio de ejercicio X, satisface que f(x) = 0 parax < X, la
cual reduce el numero de términos en (6).

2353



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

La suma inicia con el minimo m tal que
SOA+wm™(1+dHV ™ > X.
Por tanto, el precio de una opcion de compra europea esta dado por
S
o) = +n™ Y (L)AL =PIV HEO + w1+ DV - X).
k=0
Esto se puede escribir como
€(0) = x(1)S(0) + y(1),
Relacionando el precio de la opcién co?v el portafolio de réplica inicial x(1), y(1), donde

(1) =(1+7)N Z (1]\!) pE(1 = pINK(T + Wk (1 + d)V K,

k=0

N
N
y() = =X+ Y (L) —pon
k=m
La expresion para x(1) puede reescribirse como
SNy 1+ 1+d & N
— Uk _ N—k=z<>k — \N-k
x(1) Z (L) o @ =pa ) 2. ()era-am,
donde

_ 1+u
1=P-1

Estos resultados importantes se resumen en el siguiente Teorema, en el cual ®(m, N, p) denota la
funcion de distribucién acumulada con N ensayos y probabilidad p de éxito en cada ensayo,

®(m,N,p) = i (1]\(1) p*(1 —p)N k.

k=0

Teorema 5. En el modelo Binomial, el precio de una opcién de compra o de venta Europea con
precio de ejercicio X, puede ser ejercida después de N periodos de tiempo y esta dada por

C(O) = S(O)[l - CI)(m - 1N, CI)] - (1 + I')_NX[l - Cb(m -1N, p*)];
P(0) = —-S(0)[1 — ®(m — L,N,@)] + (1 + r)"NX[1 — d(m — 1,N,p.)].

El modelo continuo para el precio de las acciones esta dado por
S(t) — S(O)emHaW(t),
donde W (t) es un proceso Wiener estandar.
Se considera una opcion Europea sobre la acciéon con fecha de vencimiento T y pago f(S(T)). Se

considera el Teorema 4, en el tiempo 0, el precio D(0) de la opcién debe ser igual a la esperanza
del pago descontado e~ "7 £(S(T)),
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D(0) = E.e"Tf(S(T)). 7

bajo la probabilidad neutral al riesgo P..

Ademas, una condicién necesaria es que el valor esperado de los precios descontados de las
acciones e~ "TS(t) sea constante (es decir, independiente de t).

Se procede a calcular el valor esperado usando la probabilidad real de mercado P. Dado que W(t)

esta distribuida normalmente con media 0 y varianza t, tiene una densidad \/:e 3 bajo la

probabilidad P. Como resultado,
E(e—rTS(t)) — S(O)E(eaw(t)+(m—r)t)

= 5(0)e (m—r+g7)t.

i a? —rT _ (m T+ )
Sim+ S *T el valor esperado E(e™"'S(t)) = S(0)e depende de t.
Sin embargo, se puede realizar una modificacion respecto a P, en su lugar se usa P, tal que
Vi) =w() + (m —r+§02) t/o se convierte en un proceso de Wiener. Dado que, V(t) tiene
2

densidad \/%e‘ﬁ bajo la probabilidad P,, es decir, que tiene distribucién normal con esperanza 0 y

varianza t, se sigue que

E(e7""S(1)) = 5(0),
de esta forma se elimina el factor exponencial en el valor esperado E(e™"7S(t)) = S(0), que es
independiente de t.
Ahora se considera una opcién de compra europea sobre una accion con precio de ejercicio X y
vencimiento en el tiempo T. La ecuacion (7) para el precio de una opcion se convierte en

C(0) = E.(e7"(S(T) — X)™).

—r+ls2
Como V(t) = W(t) + M para t = 0 es un proceso de Wiener bajo P,, la variable aleatoria

_ (morda?)r . T N -
V(T)—W(T)+f tiene densidad = 7 bajo la probabilidad P,, es decir, tiene

distribuciéon normal con esperanza 0 y varianza T. Se procede a calcular aquella esperanza, lo cual
resulta

€(0) = E.(e7"(S(T) = X)™)

=S(O0)N(dy) — Xe_rTN(dz);

donde

lnsg(—o)+(r+%02)T lnsg(—o)+(r—%az)T

d, = ,dy = ,
1 O'\/T 2 O'\/T

y donde

X
1
N(x)=J T __dy J e Zdy

es la funcién de distribucién normal.

Haber elegido al tiempo 0 para calcular el precio de la opcidn es arbitrario. En general, se puede
obtener para cualquier tiempo t < T. En cuyo caso el tiempo restante antes de que se ejerza la
opcién sera T — t. Sustituyendo t para 0 y T —t por T en la ecuacion anterior, obtenemos asi el
siguiente resultado.
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Teorema 5. El precio en el tiempo t de una Opciéon de compra Europea, con precio de ejercicio X y
vencimiento en el tiempo T, donde t < T, esta dada por

C(t) = S(t)N(dy) — Xe TT-ON(dy),

con
5(0) 1 5(0) 1
dl _ lTLT-l' (T+2O’2) (T— t)’dz _ lTlT'l' (T—TO'Z) (T— t).
aJ(T—1t) o (T —1t)
CONCLUSIONES

La férmula Cox—Ross—Rubinstein es semejante al modelo de Black—Scholes, con la pequefia
diferencia en que el proceso de descuento para el precio de las acciones es diferente, ya que para
el primer modelo es igual al factor de descuento de una composicién periédica mientras que para
el modelo de Black—Scholes es igual al factor de descuento de una composicién continua.
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RESUMEN

Un nuevo canon de electrones con aislador invertido de 350 kV esta siendo desarrollado para
pruebas en el Banco de Pruebas del Cafién (Gun Test Stand). Presentamos el procedimiento para
medir la velocidad de desgasificacion de la camara de vacio de acero inoxidable 304L. La camara
de vacio se hornedé a 400 °C por 552 horas. La tasa de desgasificacion se calculd para las
temperaturas de 20 °C y 35 °C. La coccion ha logrado reducir la tasa de desgasificacion y de
gases residuales como agua, CO, CO,, etc. La tasa de desgasificaciéon a 20 °C es un factor de
cuatro menos que a 35 °C.

INTRODUCCION
La historia y desarrollo de los aceleradores de particulas esta intimamente conectado con el
descubrimiento y entendimiento del fenédmeno eléctrico y la comprensién de que la carga eléctrica
se presenta a trozos la cual se lleva como propiedad especifica de las particulas individuales. [1]
Cuatro partes esenciales son necesarios para generar un haz de electrones:

e El catodo, un material del cual los electrones son extraidos.

¢ Una fuente de energia para excitar los electrones por encima de la funcién de trabajo del

material, la diferencia entre la energia de Fermi y la energia de vacio.
e Un campo eléctrico para acelerar los electrones y formar un haz colimado.
¢ Un ambiente de vacio, el cual previene la dispersion de electrones por moléculas de gas y
protege al catodo de contaminacion. [2]

Sin embargo, este presente trabajo se enfocara en el ambiente de vacio.
El material utilizado para la camara de vacio es el acero inoxidable Tipo 304L, este material se
prefiere en las aplicaciones de soldadura para excluir la formacion de carburos de cromo durante el
enfriamiento en la regién afectada por el calor de la soldadura. Esta aleacion representa una
excelente combinacién de resistencia a la corrosion y facilidad de fabricacion. Proporciona
resistencia a la corrosion en una amplia variedad de condiciones de oxidacién y reduccion
moderadas, agua fresca y aplicaciones no marinas.
Un acabado superficial es un aspecto critico para la funcionalidad dentro de la camara de vacio. El
acabado superficial depende de los procesos en los que pasa un material durante la fabricacion.
Un acabado superficial inadecuado puede causar fallas en la camara de vacio. [3]
Tanto en aplicaciones industriales como en la vida cotidiana, el grado de rugosidad de las
superficies es importante, en ocasiones es deseable tener rugosidad “alta” y en otras ocasiones
esta condicion es indeseable. En algunos casos se busca que la superficie del producto terminado
presente un minimo de rugosidad, ya que esto le da brillo, mejor apariencia y disminuye la friccion
de la superficie al estar en contacto con otra, reduciendo el fenédmeno de desgaste y la corrosion o
erosion de dichos materiales.
En general los parametros utilizados para cuantificar la rugosidad pueden interpretarse como
parametros propios de la distribucion estadistica de alturas del perfil o superficie bajo analisis. El
parametro de rugosidad mas usado es rugosidad rms (Rrms). Rrms representa el promedio de las
desviaciones cuadraticas respecto a la altura media, es la desviacion estandar de la distribucion
estadistica de alturas, que a su vez es la raiz cuadrada de la varianza o segundo momento
respecto a la media.
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PARTE EXPERIMENTAL

La camara de vacio mostrada en la figura 1, con un diametro de 18”, 14.25” de longitud y un grosor
de 3/16”, con una tapa redonda de 2.69” de altura; fue fabricada de acero inoxidable tipo 304L con
un acavado de 32 micropulgadas RMS (Root Mean Square) de rugosidad superficial.

Figura 1: Camara de vacio de acero inoxodable

La camara se limpio con disolventes luego se hizo la verificacion de fuga.
El sistema de bombeo se hizo con una bomba de iones de 40 I/s respaldada con una turbo bomba
de 37 L/s, alcanzando una presion de 6.7X10”° Torr de vacio, como se muestra en la figura 2.
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Figura 2: Camara de vacio y diagrama de bloques del Sistema de bombeo. Picture by M. A.
Mamun

El tiempo de horneado de la camara de vacio fue de 552 horas. La rampa de temperatura comenzé
a 25°C y termind a 400°C.

La presion de la camara de vacio despues de hornear fue medida cada hora usando el MKS
Spinning Rotor Gauge (SRG) (Modelo SRG-2-232) para dos puntos de temperatura 20°C y 35°C.
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RESULTADOS Y DISCUSION

La figura 3 muestra la temperatura y presién durante el ciclo de horneado. La linea roja muestra la
rampa de temperatura durante la hornada de la camara. La linea azul es la evolucion de la presion
en el tiempo medida con un medidor de catodo frio montado entre la turbo bomba y la bomba de
iones. Se puede ver que la presién aumenta inicialmente con la temperatura y luego decrece
cuando la temperatura es mantenida a 400°C. La caida en ambas lineas es debido a una falla en la
programacion de los controles de temperatura.

450 - 6.E-05
- 5.E-05
4.E-05

3.E-05

ressure (mbar)

2.E-05
a

Temperature (°C)

1.E05
b l 0.E+00

0 -1.E-D5
0 100 200 300 400 500 600
Time {hour)
Figura 3: Temperatura y presiéon durante el ciclo de horneado. La linea roja es la temperatura y la
linea azul es la presion.

La figura 4 se trata de un acercamiento de la seccion marcada en la figura 3, representa la
corriente de la bomba de iones graficada contra el tiempo. Se observa que la presiéon continua
bajando durante este tiempo.

Figura 4: Acercamiento de la seccidon marcada en la figura 3.
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Entonces se realizé un ajuste de la curva para la presion frente al tiempo a ambas temperaturas,
como se muestra en la figura 5. La razén dP/dt del ajuste de la curva para 20°C es 1.52x10™""

Torr/s y for 35°C es 6.65x1 0™ Torr/s.

Pressure Evolution at 35°C and 20°C

1,6E-05
1A4E-05
y = 2.39E-07x + 3.99E-06 ——pressure fixed 35°C
R? = 9.99E-01
1.2E-05 | Pressure (torr)20°C

Pressure {Torr)
2 £ &
3 3 b

y = 5.46E-08x - 9.71E-07

4.0E-06 - My
2.0E-06 /

0.0e+00 - T T T T T T T T T

Time {hours)

Figura 5: Presion frente a tiempo para 20°C y 35°C usados para calcular la tasa de desgasificacion.

El area y volumen fueron calculados usando dos métodos. El primero manualmente usando las
dimensiones de los dibujos de fabricacién. La otra con resultados del software CAD. Ambos

resultados son mostrados en la tabla 2.

using drawing CAD
Area [cm 2] 7216.37 9505.79
Volume [liter] 68.11 65.38

Tabla 1: Area y volume calculados mediante dibujos y modelo CAD.

Expresion de la tasa de desgasificacion;

dP Vi [Torr-L

q=—-X

dt Als-cm?

Utilizada para calcular la tasa de desgasificacion para 20 °C y 35 °C, los resultados se muestran en

la tabla 2.

2360



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

results 35 C  result35 C |results 20 C  |result 20

using drawing |with CAD using drawing C with

outgassing rate
[Torr][Liters]/[s| 6.27E-13 4.57E-13 1.43E-13 1.04E-13
l[em”2]

Tabla 2: Tasa de desgasificacion para 20 °C y 35 °C.

CONCLUSIONES

The 400°C bake has been successful in reducing the outgassing rate and residual gases species
like water, CO, CO2 etc.

El proceso de elevar la temperatura 400°C ha logrado reducir la tasa de desgasificacion y los
gases residuales como agua, CO, CO2, etc.

La tasa de desgasificacion a 20 °C es un factor de cuatro menos que a 35 °C.

Los resultados de las mediciones de desgasificacidon son consistentes con el trabajo previo de M.
A. Mamun, M. L. Stutzman.
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RESUMEN

La difusién de un soluto en un solvente esta presente en muchos procesos celulares. El tiempo en
que difunde el soluto depende de las caracteristicas quimicas del solvente y del mismo soluto; asi
como de las concentraciones iniciales del soluto. La interaccién que presentan estas sustancias se
puede expresar por medio de la constante de difusion. En este trabajo, se disefié y desarrollé un
simulador para el estudio del proceso de difusién. Se utilizd el lenguaje Visual Basic 6.0 para
ambiente Windows®. El simulador esta basado en el modelo matematico de Fick. El simulador
cuenta con una interfaz donde, del lado izquierdo, se muestra un recuadro para graficar la
concentracion de soluto [n] con respecto a la distancia (entre -50 y 50) y para diferentes tiempos.
Del lado derecho de la interfaz, se muestran tres casillas para que el usuario ingrese los siguientes
datos: la masa del soluto, la constante de difusion y el tiempo que ha trascurrido el proceso. En el
menu de ayuda, se presentan varias constantes de difusion para diferentes procesos. Una vez
ingresada la concentracion (maximo 50) y la constante de difusidn, se pueden ir variando los
tiempos de 0 a 100. Se concluye que con el simulador el usuario puede observar cémo va
disminuyendo la concentracion en el punto inicial y como el soluto incrementa su concentracion en
la distancia. El simulador es ejecutable en Windows® XP hasta Windows® 10, y no requiere de
ningun otro programa para su ejecucion.

INTRODUCCION

Los organismos realizan una amplia variedad de funciones que le permiten mantener la vida y dar
continuidad a las especies a través del tiempo. Las membranas celulares compartamentalizan a los
organismos. Asi se tiene, por ejemplo, una region intracelular y otra extracelular. Llena de liquido:
(1) liquido intracelular y (2) liquido extracelular que actua como solvente. Dentro y fuera de las
células existen moléculas que estan en constante movimiento producto de la temperatura y las
concentraciones (que actian como soluto). En todo liquido las moléculas se ionizan siguiendo el
principio de Arrhenius. Existen moléculas grandes que no pueden atravesar la membrana celular,
como las proteinas; y moléculas relativamente pequefias que si lo hacen, como los iones.

La difusién consiste en el movimiento de estos iones o moléculas debido a una diferencia de
concentracion. La velocidad de difusion depende de la temperatura, la presion, la corriente
eléctrica y del tamafo de las moléculas. La difusion puede ser simple o facilitada. En la difusién
simple se intercambian sustancias disueltas de muy bajo peso molecular, cuanto menor tamafio
molecular y mayor caracter hidréfobo, mejor difunde una sustancia a través de la membrana [1].
Este tipo de difusién se presenta en el paso de agua, gases disueltos (oxigeno, diéxido de
carbono) y moléculas liposolubles (alcohol etilico y la vitamina A) por la doble capa de fosfolipidos
de la membrana citoplasmatica. En la difusion facilitada las sustancias atraviesan la membrana
gracias a la mediacion de proteinas de membrana que la reconocen especificamente y permite su
paso sin que haga contacto con los fosfolipidos de la membrana.

La difusion en los seres vivos se localiza en todas partes del organismo. Ejemplos de fisiologia la
difusion facilitada esta: (1) difusion de los gases en el pulmén, (2) difusion de iones en los rifiones,
(3) en el movimiento de iones dentro de la célula; por ejemplo, el Ca™" [2, 3].

En el paso de sustancias por la membrana celular influye la permeabilidad de la membrana que se
refleja en su selectividad por sustancias que se encuentran dentro y fuera de la célula. De manera
que se regula el paso de estas sustancias en ambos sentidos: deben ingresar los compuestos
necesarios para el metabolismo, mientras que los productos de desecho deben salir. Un punto de
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partida para el estudio de la permeabilidad celular es conocer la difusién de sustancias en solucion
libre. Las sustancias primero deben difundir en un medio acuoso hasta llegar a la membrana, luego
atravesar la membrana y ya dentro de la célula volver a difundir en un medio acuoso. De manera
que la permeabilidad es un fendmeno mas complejo que el paso por la membrana [4, 5. 6].

En los casos mas simples las sustancias atraviesan las membranas celulares en ausencia de
actividad metabdlica, bajo la fuerza impulsora de los gradientes de concentracion y de potenciales
quimicos. El fundamento fisico de estos movimientos es la Ley de Fick.

La ecuacién que describe el proceso difusivo es planteada a partir del estudio de la conduccion de
calor a través de sdlidos. Los estudios de difusion los realiz6 el fisi6logo aleman Adolf Eugen Fick
en 1855, cuando pretendia aplicar las matematicas a la medicina. En 1856 sugiere una ley en la
que hace notar que el flujo de difusidon es debido a una diferencia de concentraciones, de tal forma
que estas dos cantidades son directamente proporcionales, y la constante de proporcionalidad es
un valor que depende de la naturaleza de la sustancia usada [5, 6]:

ac 92c
Fril M

Donde:

La funcion incognita C = C(x,t) depende de la coordenada “x” y del tiempo “t”y C es la
concentracion de la particula de interés.

D corresponde al coeficiente de difusion de la misma particula.

Se trata de una ecuacion diferencial parcial donde la variable de estudio “C” cambia con respecto
del tiempo y la distancia.

La primera ley de Fick relaciona el nimero de moles (dS) de una sustancia que difunde a través de
un area dada (A) en cierto tiempo (dt) bajo un gradiente de concentracion (dC/dx):

, as dac
Flu]o—a——D-A-d—x (2)
Cuando se relaciona con la membrana, se debe considerar los gradientes de concentracion dentro
y fuera de la célula y el espesor de la membrana (aproximadamente entre 75 a 100 A:

@="DA=—(D)ac-c) O
Donde:
C. = concentracion externa
C; = concentracion interna
A = area
D = espesor de la membrana

La razén de la constante de difusion (D) al espesor (d), que es desconocido, es la constante de
permeabilidad (P, cm/seg).

La permeabilidad define cuantitativamente la facilidad con la que una sustancia dada puede
atravesar una membrana celular y depende de sus propiedades.

El flujo puede variar con la posicién que se esté considerando a lo largo de la posicion del
movimiento. Para una sola direccion la distancia recorrida esta en el eje x. Dada una seccion
transversal (A) y un espesor (dx) el flujo de una particula (i) a la distancia (x+dx) el flujo varia en:

Jit Ghdx (@)

Donde:
(%)dx Es el cambio total.
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SIMULADORES DE DIFUSION EN INTERNET

Es importante contar con simuladores del tema para la ensefianza-aprendizaje [7]. Las
simulaciones propician un aprendizaje visual. El uso de la segunda Ley de Fick permite ver como
cambia la concentracion en el espacio y el tiempo.

Existen algunos simuladores para el estudio del proceso de difusion. En la pagina:
http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/transporte/difusion/simulacion.htm, se encuentra un simulador
del paso de un gas entre dos recipiente iguales. Uno de ellos contiene el gas y el otro esta vacio.
Las moléculas de gas pasan al otro recipiente hasta que se establece un equilibrio.

El simulador utiliza un “applet” con explorador compatible con JDK 1.1. Desafortunadamente, las
computadoras actuales utilizan versiones de JDK mas actualizadas y por lo tanto no se puede
ejecutar. No se encontraron, en Internet, otros simuladores de los procesos de difusién o de la Ley
de Fick.

MATERIAL Y METODO

Se disefié y desarrollé un simulador para el estudio de la difusién de una masa con respecto a la
distancia y al tiempo. El simulador fue desarrollado con el programa Visual Basic versién 6.0 para
ambiente Windows®.

Para el simulador se uso6 la ecuacion (1), que describe como el soluto (C) cambia con la distancia
(x) y con el tiempo (t) a consecuencia del proceso de difusion. Se trata de una ecuacion diferencial
parcial cuya solucidon depende de las condiciones de frontera. Aqui se consideré que no hay
obstaculos en la direccion de (x), y que toda la sustancia (i) esta inicialmente localizada en un
plano situado en el origen de las coordenadas cartesianas. La solucion, considerando que (Di) es
constante, esta dada por [8]:

x2

e (5)

__M
L7 2. /(Do)

Donde:

M; = cantidad total del soluto por unidad de area, colocada al inicio del proceso (t=0) en un plano en
el origen de la direccion (x), mientras que (y) y (z) puede tener cualquier valor.

Entre mas complejas las condiciones iniciales y de frontera la solucién de la ecuacién (1) se hace
cada vez mas dificil.

No obstante que la solucion (5) es una solucién particular de la ecuacién (1) y que solamente es
adecuada para el caso de Di sea constante es util para profundizar en el analisis del proceso de
difusion. Sin embargo, se debe conocer el valor de Di. El coeficiente de difusion para importantes
moléculas bioldgicas esta entre 107 a 10° cm%/seg.

RESULTADOS

Se desarrollé un simulador para el estudio de los procesos de difusién. La figura 1 corresponde a la
ventana de interfaz del simulador. Se observa del lado izquierdo un recuadro donde se grafica la
concentracién (masa) de un soluto inespecifico con respecto a la distancia. La concentracion inicial
que corresponde al pico del trazo va difundiendo en la distancia hacia la derecha y hacia la
izquierda. Del lado derecho, se encuentran los recuadros de entrada de datos que corresponden a
la masa del soluto, el coeficiente de difusidén y el tiempo en que se hace el estudio. Los ejemplos
que se muestran corresponden a la misma masa y tiempo de registro pero el soluto tiene diferente
constante de difusiéon: 0.1 y 0.2 (10'6 cm2/seg) respectivamente. Conforme se incrementa la
constante de difusion la concentracion del soluto disminuye en el pico y aumenta en la distancia. El
boton <<SIMULAR>> ejecuta la simulacion y el boton <<BORRAR>> borra las graficas del
recuadro correspondiente.
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5 SOLUCION DE LA LEY DE FICK - o IEl
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1 D DE DIFUSION |
> o
s TIEMPD
[n] i

A o

DISTANCIA

Fig. 1. Ventana de interfaz. Ejemplos de simulacion: El trazo de mayor amplitud corresponde a una
constante de difusion de 0.1 (10'6 cmzlseg). El trazo de menor amplitud corresponde a una
constante de difusién de 0.2 (10'6 cmzlseg). Obsérvese como con una constante de difusién mayor
las concentraciones en la distancia aumentan.

La figura 2 muestra una serie de simulaciones donde se mantiene la concentracion del soluto en 20
y la constante de difusion en 0.1. El trazo con el pico mas alto corresponde a un tiempo de registro
de 5, los tres siguientes corresponden a tiempos de registro de 10, 20 y 30 respectivamente.

a SOLUCION DE LA LEY DE FICK -9

MASA DEL
soLuTo 20
CONSTANTE  [g3
oo DE DIFUSION
L
TIEMPO
In] Fo

Fig. 2. Serie de simulaciones con condiciones iniciales de 2° de concentracién del soluto y una
constante de difusion de 0.1 (10'6 cm2/seg). Se observa como conforme pasa el tiempo la
concentracion en el punto cero (inicial) va disminuyendo y cémo las concentraciones en la
distancia cada vez aumentan mas.

CONCLUSIONES

1. El simulador desarrollado permite a los usuarios observar cual es el efecto que tiene la
constante de difusidn en el proceso en estudio. Podra observar los cambios de concentracion en la
distancia y el tiempo.

2. El simulador es ejecutable y no se requiere de ningun programa especial para que corra.

Los usuarios podran realizar un nimero ilimitado de simulaciones.
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3. Se recomienda al usuario ingresar constantes de difusidon de sustancias reales y observar el
comportamiento del sistema.
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RESUMEN

La distribucion Gama Generalizada es una amplia familia de distribuciones utilizadas en el analisis
de tiempos de vida, debido a las diferentes formas que puede tomar la funcién de riesgo, sin
embargo, muchos de los investigadores prefieren utilizar los casos particulares de esta distribucion
como: la distribucién Weibull o la distribucion Gama, y posiblemente una de las razones es por qué
éstas contienen un nimero menor de parametros y resulta mas facil obtener los estimadores de
maxima verosimilitud.

El algoritmo de Nelder-Mead, es un algoritmo de busqueda directa utilizado para la optimizacion sin
restricciones, la ventaja del uso de este algoritmo es que sdlo utiliza informacién de la funcién sin
necesidad de usar la derivada para llegar al maximo, este consiste en que de un Simplex inicial a
través de 4 operaciones se va deformando hasta que converge al maximo de la funcién.

Se presenta como propuesta el algoritmo de Nelder-Mead para la obtencion de los estimadores de
maxima verosimilitud de la distribucion Gama Generalizada para los casos de una muestra
aleatoria de datos completos y una muestra aleatoria de datos que presentan censura por la
derecha.

INTRODUCCION

El analisis de Supervivencia es una de las ramas de la estadistica cuyo principal objetivo de
estudio son los tiempos de vida cuando existe censura, modificando los métodos estandar de la
estadistica, tratando asi de obtener la mayor informacién posible aun cuando el evento de interés
no sea observado para algunos datos.

Entre las distribuciones utilizadas para al analisis de supervivencia se encuentran la distribucién
Weibull, exponencial, gama, entre otras, todas ellas son distribuciones particulares de la gama
generalizada, algunos de los investigadores prefieren trabajar con las distribuciones antes
mencionadas debido a que se facilitan la mayoria de los célculos y en particular obtener los
estimadores de maxima verosimilitud, aun cuando se necesita la implementacion de métodos
numéricos, resultan ser mas sencillos que si se quieren obtener los de la distribuciébn gama
generalizada y estos célculos resultan mas complicados en presencia de censura por la derecha,
por lo que, para obtener las estimaciones de maxima verosimilitud de la distribucion gama
generalizada (GG) sin censura y con censura por la derecha, se propone el algoritmo de busqueda
directa conocido como el algoritmo de Nelder-Mead. Para implementar y verificar el mencionado
algoritmo, usando el software estadistico R, se genera una muestra aleatoria de una distribucion
GG, se censuran algunos datos y se aplica el algoritmo para obtener los puntos donde se
maximiza la funcién de verosimilitud y asi obtener las estimaciones de los parametros

TEORIA

En el analisis de supervivencia la variable de interés es el tiempo que transcurre hasta que se
presenta un cierto evento de interés y en general se asumira que la variable aleatoria del tiempo T
es una variable continua que puede tomar valores entre [0, «), entonces se representa por f(t) a la
funcion de densidad de probabilidad de T y la funcién de distribucidon de probabilidad como F(t)que
es la probabilidad acumulada de fallo hasta el tiempo ¢ es decir:
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F(t)=P[T <t]= ! f(x)dx. f; 0

La probabilidad que un individuo sobreviva después del tiempo t esta dada por la funcién de
supervivencia:

S(t)=Plt<T]=1-F(t) = [ f(x)dx. 51 .

Debido a que muchas veces los pacientes dejan de acudir al estudio y no se sabe cual es su
estado o se pierde la informacién de los pacientes, surgen los datos censurados y los diferentes
tipos de censura (Kalbfleisch).
Tipos de censura

(a). Censura por la derecha
Surge cuando solo se pueden observar los eventos para un cierto nimero de individuos que estan
en el estudio y que por alguna razén se desconoce lo que paso con los demas individuos.

e Tipol
Un mecanismo de censura tipo | es aplicado cuando cada individuo tiene un tiempo fijo de censura
C,, tal que T; es observado si T; < C; de otro modo solo se sabe que T; > C..

e Tipoll
Se denomina censura tipo Il cuando sélo los r tiempos de vida mas pequefios en una muestra
aleatoria de n son observados, es decir empiezan el estudio n individuos al mismo tiempo vy el
estudio termina cuando se han observado r fallas.

¢ Independiente Aleatoria
En este proceso de censura se asume que cada individuo tiene un tiempo de vida T y un tiempo de
censura C, con Cy T variables aleatorias independientes y continuas (Lawless).

El método de maxima verosimilitud estima a un parametro @ buscando el valor que maximiza la
funcion de verosimilitud L (6), y a éste se le conoce como la estimacion de méxima verosimilitud.
Los estimadores por maxima verosimilitud tienen las siguientes propiedades:

1) Es un estimador consistente.

2) Normalidad Asintética.

3) Es suficiente.
Y la funcién de verosimilitud suponiendo que existe algun tipo de censura por la derecha es de la
forma:

LO) =] T/t L)

donde §; es la funcion indicadora de censura para el i-ésimo individuo, es decir, §; =1 si se
observa el evento y §; = 0 si el evento es censurado.

Se dice que una variable aleatoria T se distribuye como una gama generalizada con parametros
a>0, >0 y k>0 si su funcién de densidad esta dada por:

~ ﬂ i Pk ~ L B
f(t)—ar(k)(aj exp( (aj ]/(wa)(t). (
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43)

De forma que, su funcion de supervivencia esta dada por:
B
t (
SH=1-1{k,| —| |

donde S(t) esta en términos de la funcidon gama incompleta (Stacy).
Por lo que la funcion de verosimilitud cuando existen datos completos esta dada por:

G B (Y Y (
LW)—EIQF(,()[;j eXpHZ) J 45)

Ahora suponga que se tiene una muestra aleatoria con datos censurados por la derecha, la funcion
de verosimilitud para este caso esta dada por:

_ B [t - (& ’ _ t; g
L(e)‘,l;[ank)(Ej exp( (Ej JH1 '[k’[Zj J (

46)

donde D representa el conjunto de datos sin censura y C el conjunto de datos censurados (Harter).

Para ambos casos obtener los estimadores de maxima verosimilitud, implica maximizar la funcion de
verosimilitud, esto lo convierte en un problema de optimizaciéon que se resuelve usando el algoritmo
de busqueda directa llamado algoritmo de Nelder-Mead.

El algoritmo de Nealder-Mead fue propuesto por John Nelder y Roger Mead en 1965 para la
optimizacién de funciones multidimensionales sin restricciones, el cual consiste en tratar de
optimizar la funcion objetivo utilizando sélo valores de la funcién sin tomar en cuenta informacion
de la derivada, lo cual, en muchas ocasiones, es una ventaja sobre otros métodos que utilizan la
derivada para obtener los maximos de una funcion.

Cada iteracion comienza con un simplex dado por n+17 vértices y los correspondientes valores de la
funcién, por ejemplo si se tiene una funcion en R el simplex sera el segmento de recta que une dos
puntos, en R? el simplex sera un triangulo y asi sucesivamente.

La idea del algoritmo es comenzar con el simplex formado por los n+17 vértices, de modo que al ir
haciendo las iteraciones del algoritmo se modifica el simplex inicial de tal forma que los valores de
la funcién en los vértices del nuevo simplex aumenten (o disminuyan en caso de estar minimizando
una funcién) comparado con los del simplex inicial.

La implementacion del algoritmo de Nelder-Mead estd basada en 4 operaciones para la

deformacion y variacion del simplex inicial, las cuales son: reflexién, expansién, contraccion, y
encogimiento (Zapatero)
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Para comenzar el algoritmo se define el Simplex y se ordenan los vértices de modo que:

SOr) < f(x) <2 fx,,).

Como se busca el minimo de la funcién f entonces decimos que el vector x; es el mejor vértice y
que X,.s €s el peor vértice, los parametros asociados a las iteraciones son: p, §, y y 0O las cuales
cumplen las siguientes propiedades: 6 >p >0, 6>1,0<y <1 y 0<o<1.

Las iteraciones del algoritmo de Nelder-Mead son:

e PASO 1: Ordenar los n+1 vértices del simplex del mejor vértice al peor vértice.
e PASO 2: Reflexion: Calcular el centroide de los n mejores puntos

A n xi
=3

i=1 N

47)
calcular el punto de reflexion:

: (
X, =(1+p)X-p X, 48)

Sif; < f. < f, aceptamos a x, como vértice del nuevo simplex, eliminamos el peor vértice y termina
la iteracion.
e PASO 3: Expansioén: Si f, < f; calculamos el punto de expansion:

. (49)
X, =(1+p0)x- pd x

n+l?

si f, < f,, aceptamos a x,, eliminamos a el peor vértice y se termina la iteraciéon, de otro modo
aceptamos a x,, eliminamos el peor vértice y terminamos la iteracion.
e PASO 4: Contraccidn: Si f, = f,, realizar una contraccién entre el centroide y el mejor entre

Xn+1 y Xr

4a.- Contraccion Externa: Sif, <f, <f,,; calculamos:

) 50
Xce=(1+p}/)x_pyxn+l7 ( )

si e, < f,, aceptamos x, como vértice del simplex, eliminamos el peor vértice y terminamos la
iteracion, de otro modo ir al paso 5.
4a.- Contraccion Interna: Si f, = f,.4, calculamos:

Xci=(1+7)x-7xn+1’ (51)

si f,; < f+4, aceptamos x.; como vértice del nuevo simplex, eliminamos el peor vértice y terminamos
la iteracion. De otro modo ir al paso 5.
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e PASO 5: Encogimiento: Evaluar f en los n puntos siguientes y; = x; + a(x;- x1), V i € {2,
..., n+1}, los nuevos vértices del simplex en la proxima iteracion seran: x4, ¥, ..., Yn+1.

Estas iteraciones se repiten hasta que d(x;, x4)< (d(x, x4)*10'1), donde d es la distancia entre los
vértices.

RESULTADOS

En esta seccion se implementa el algoritmo de Nelder-Mead en la obtenciéon de estimadores de
maxima verosimilitud para datos provenientes de una distribucién gama generalizada, con censura
y sin censura, para ello utilizamos el software estadistico R, el cual es un sistema gratuito,
completo y de facil acceso.

Utilizando el paquete de “flexsurv’ en R (Jackson), que se utiliza para obtener mas distribuciones
en el analisis de supervivencia, se genera una muestra aleatoria de 30 observaciones provenientes
de una distribucion GG con los parametros a= 2, §=1.5 y k=3. Suponiendo que se tiene una
muestra aleatoria en la cual todos los eventos son observados y aplicando el algoritmo de Nelder-
Mead con un simplex inicial dado por los puntos del tetraedro: x4= (1.8, 2.8, 1.3), xo= (1.7, 2.8, 1.3),
Xs= (1.9, 3, 1.4) y x4- (1.8, 2.8, 1.4), las estimaciones obtenidas son: @=1.76, § = 1.38, k = 2.68,
observandose que las estimaciones son buenas.

Ahora suponga que se tiene la misma muestra, pero en este caso se observan algunos datos con
censura por la derecha de tipo |, se vuelve a aplicar el algoritmo de Nelder-Mead pero ahora para
maximizar la funcién de verosimilitud que se muestra en la ecuacion (7), las estimaciones
obtenidas son: @=2.18, § = 1.02, k = 2.99, con lo cual se observa que las estimaciones obtenidas
por este algoritmo son buenas aun en presencia de censura.

CONCLUSIONES

La distribucion gama generalizada es una distribucion que resulta ser buena para analizar los
tiempos de vida dadas las diferentes formas que puede tomar la funcién de riesgo, sin embargo
trabajar con ella no es tan sencillo debido a que los calculos resultan ser muy complicados, y al
tener censura los célculos son aun mas complicados, sin embargo el uso de algoritmos de
busqueda directa son una opcién viable para obtener los estimadores de maxima verosimilitud
cuando se tiene una muestra completa o con datos censurados, la razén es que estos algoritmos
no utilizan informaciéon de la derivada sino que hacen aproximaciones utilizando solamente los
valores de la funcion.

Aun cuando este método resulta ser bueno para la obtencion de los estimadores de maxima
verosimilitud, se debe de tener en cuenta la eleccion del simplex inicial ya que este método no
garantiza la obtencién del méaximo global, es decir puede que el algoritmo converja a un maximo
local.

Para evitar lo antes mencionado la propuesta que se da para encontrar el simplex inicial es aplicar
el algoritmo de Nelder-Mead por perfiles, es decir, fijar un pardmetro y aplicar el algoritmo para
obtener los 2 parametros restantes, para este caso el simplex es mas sencillo ya que sélo son 3
vértices de dos coordenadas y se escoge de tal forma que la distancia entre ellos no sea mayor a
1, una vez obtenidos los valores se evaluan en la funciéon de verosimilitud, luego se varia el
parametro que estaba fijo al inicio y se repite el procedimiento hasta encontrar el maximo de la
funcion de verosimilitud, una vez encontrado los valores que maximizan se toma el simplex cuyos
vértices se encuentren cerca de estos y se aplica el algoritmo de Nelder-Mead para estimar la
funcion de verosimilitud de 3 variables, para este caso se sugiere que el parametro fijo sea k, ya
que entonces la funcién gama se vuelve fijay se facilita la obtencién de los otros parametros.
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RESUMEN

Los cristales fotonicos (CFs), actualmente son un tema de investigacion novedoso debido a que
presentan un alto potencial para muchas aplicaciones, tales como el desarrollo de los circuitos
foténicos integrados. Los CFs estan compuestos de estructuras dieléctricas periddicas que afectan
a la propagacion de las ondas electromagnéticas (EM) del mismo modo que el potencial periédico
en un semiconductor afecta el movimiento de los electrones, definiendo analogamente bandas
foténicas permitidas y prohibidas. En este trabajo presentamos un método integral que permite
calcularlas estructuras de bandas de cristales fotonicos bidimensionales (CF2Ds) con superficies
rugosas que contienen metamaterial dispersivo en una celda unitaria bajo los protocolos de MPI en
la CPU y CUDA en la GPU. La influencia de la rugosidad en la superficie es muy notoria en la
estructura de bandas, lo cual indica cambios considerables en las propiedades de transmision en
un cristal foténico real. Esta idea de modelar superficies rugosas es relevante, ya que a pesar de la
existencia de una tecnologia bien desarrollada para la fabricacién de superficies se tienen cristales

foténicos con defectos.

INTRODUCCION
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En el campo de las telecomunicaciones, los conductores de cobre han sido substituidos por fibras
Opticas para la transmision de sefales. Sin embargo, la velocidad de envio de la sefal via Internet
es lenta y se debe en gran parte a que al ingresar la sefial optica en los dispositivos de proceso
electronicos, ésta debe convertirse en sefial eléctrica. Por esta razén se busca una nueva
alternativa de desarrollo en la tecnologia de telecomunicaciones que sea puramente fotdnica. Aqui
es donde el estudio de circuitos foténicos y particularmente de CFs se hace necesario. Los CFs
son sistemas que a veces involucran simetrias complicadas y propiedades fisicas muy novedosas,
como las correspondientes a los metamateriales. Estos materiales artificiales, conocidos también
como materiales izquierdos (LHMs), han atraido un gran interés de investigacion entre los
investigadores de diferentes campos. Este entusiasmo se puede atribuir principalmente a sus
caracteristicas electromagnéticas Unicas, debido al hecho de que los vectores de la luz (E,H,k)
forman una triada de vectores ortogonales con orientacion izquierda para una onda que se
propaga a través de estos medios [1]. Aunque los experimentos fundamentales con metamateriales
se han desarrollado para la region de microondas del espectro electromagnético, existen
resultados que indican que los LHMs estan ahora disponibles en las regiones visible e infrarrojo [2].
Puesto que estos materiales tienen un indice de refraccion negativo dentro de un rango dado del
espectro electromagnético, algunos de los fendmenos 6pticos presentan variaciones que los hacen
potencialmente Utiles para nuevas aplicaciones tecnoldgicas, como por ejemplo la refraccion
negativa, la invisibilidad y la transmision de informacion [3,4,5]. Como consecuencia, la comunidad
cientifica ha comenzado a estudiar una variedad de sistemas opticos que incluyen LHMs como
componentes principales.

El estudio de la propagacién de la luz en CFs se basa en métodos numéricos, algunos de los
cuales se aplicaron primero en fisica del estado solido para el estudio de estructuras de bandas
electronicas. El mas citado puede ser el método de ondas planas [6] que permite calcular las
estructuras de bandas foténicas que implican materiales sin dispersion y absorcion. Una de las
desventajas de este método es cuando los bordes afilados estan presentes en las inclusiones de la
celda unitaria y la expansion de la funcién dieléctrica, en términos de una serie de Fourier
truncada, presenta problemas de convergencia aumentando los requisitos de memoria. Ademas de
un alto contraste entre las propiedades de los materiales que componen, también el método
produce cierta inestabilidad en las soluciones. Bajo este contexto, el método integral que estamos
considerando en este trabajo [7], presenta algunas ventajas en comparaciéon con el método de
ondas planas y otros métodos, ya que tiene la capacidad de estudiar diferentes aspectos de estos
sistemas que tienen geometrias complicadas y propiedades fisicas muy novedosas, como las
correspondientes a los LHMs. Como veremos, el formalismo propuesto ha sido considerado como
una alternativa a los métodos existentes en el sentido de que da buenos resultados a diferencia de
otros donde suelen fallar.

Este trabajo esta desarrollado de la siguiente manera. En la seccién 2 se presenta el sistema a
estudiar y un método numérico riguroso para resolver el problema planteado. En la seccion 3 se
muestran resultados numéricos preliminares del céalculo de estructuras de bandas en CF2Ds con
superficies rugosas que contienen metamaterial dispersivo en una celda unitaria bajo los
protocolos de MPI en la CPU y CUDA en la GPU. Finalmente, en la seccion 4 se dan las
conclusiones de este trabajo.

TEORIA
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El interés de este trabajo es poder obtener las estructuras de bandas de un CF2D con superficies
rugosas que contienen metamaterial dispersivo (LHM) en una celda unitaria mediante la aplicacion
de un método numérico basado en la segunda identidad de Green para resolver la ecuacion de
Helmholtz. La celda unitaria estda compuesta de dos materiales, vacio ( &) y LHM ( &,(w)) como
se muestra en la Fig. 1.

'y

A
|

D

Figura 1. Diagrama de un cristal fotonico bidimensional infinito. La celda unitaria cuadrada de
longitud D esta compuesta de dos materiales diferentes con constantes dieléctricas ¢, y

& (w).

Las propiedades 6pticas estan dadas por la funcién dieléctrica [8,9]

(4)12,
s(w)=1- — (1)
y la permeabilidad magnética

_q Fw?
plw)=1- W —w? w? (2)

Estas funciones permiten determinar la region donde el LHM presenta un indice de refraccion

negativo, el cual estd dentro del rango de frecuencia wy; < w < wyy €CON Wiy = we/V1 —F. Los
parametros empleados en estas funciones son w, = 10c¢/D, w, = 4c/D y F = 0.56 [8,9].

La técnica numérica que se describe brevemente se le conoce como el Método de la Ecuacién
Integral que ha sido desarrollado por Mendoza y sus colaboradores [7,9,10].

2.1. Método de la Ecuacién Integral

Como sabemos, si asumimos una dependencia armoénica del tiempo e’ para los campos
electromagnéticos, la ecuacién de onda es transformada en la ecuacion de Helmholtz:

VA (r) + kfW;(r) = 0. -

En la Ec. (3), W;(r) representa el campo eléctrico E, en el caso de la polarizacion TE, y el campo
magnético H, en el caso de la polarizacion TM, ambas en el j -ésimo medio (Fig. 1). Se considera
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que el campo electromagnético W;(r) satisface las condiciones de frontera para cada polarizacion y

las condiciones de periodicidad debido a la presencia del CF2D por medio del teorema de Bloch.
La magnitud del vector de onda esta dado por:

w
by =m@) o (4)

donde el indice de refraccion nj(w) =+ /uj(w)sj(w) que involucra las propiedades de los

materiales, esta dado en términos de la permeabilidad magnética p;(w) y la permitividad eléctrica
€;(w), ambas funciones dependiendo de la frecuencia w. La velocidad de la luz esta indicada por c.

El signo que aparece en la ecuacion del indice de refraccion debe ser tomado como negativo
cuando se considere un LHM y positivo cuando el medio sea un material dieléctrico.

Ahora introducimos una funcion de Green G, (r,r'l la cual es una solucién de la ecuacién
2 ' 2 ' '

\Y Gj(r,r )+ijj(r,r):—47z5(r—r), (5)
donde G, (r,r')=i7rHél)(kj‘r—r") siendo Hél)(g) la funcion de Hankel de primera clase y de
orden cero. Aplicando la segunda identidad del teorema integral de Green a las funciones wj(r) y
G, (r,r') para cada regién correspondiente al j -ésimo medio, obtenemos

: , , aw.(r') 6G.(r r') :
r_ J J s '
4ﬂj.5(r—r)l//j(r )dA _§ G/(r,r) oy : W_j(r) ds’,
S;

. j on;

J

(6)

donde la superficie SJ. esta limitada por el correspondiente contorno cerrado Cj y 8/8nj es la

derivada a lo largo de la normal al contorno Cj. Las funciones fuente v, (r) y 8wj(r)/ 8nj que

representan los valores del campo electromagnético y su derivada normal evaluadas sobre el
contorno Cj pueden ser obtenidas a partir de la Ec. (6). Para esto, se hace una aproximacion del
punto de observacion sobre los contornos que delimitan cada una de las regiones llegando a un
sistema de ecuaciones integrales acopladas (ver Refs. [7,10]). El sistema de ecuaciones integrales
obtenido puede ser resuelto numéricamente por medio de una discretizacion sobre cada uno de los

contornos, que bajo las condiciones de frontera sobre los perfiles y por la condicién de periodicidad
dada por la simetria de translacion del CF2D, se llega a un sistema de ecuaciones algebraico.

Como el sistema de ecuaciones determinado por la matriz M es homogéneo, se tiene que su
determinante es cero. Asi, cuando la funcion real esta definida como

D(k, a)) =In Hdet(M)‘], @)

sus puntos minimos locales daran la relacién de dispersion @ = a)(k) que determina la estructura

de bandas. Para mas detalle del método integral para sistemas peridédicos se puede consultar las
Refs. [7,10].

RESULTADOS

Como un ejemplo de aplicacion consideramos un CF2D con una celda unitaria cuadrada que tiene
inclusiéon circular compuesta por dos medios; vacio o aire, con constante dieléctrica ¢, =1 y
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constante de permeabilidad magnética u, = 1, y LHM dispersivo, cuyas propiedades Opticas estan
dadas por las funciones de permitividad eléctrica (Ec. 1) y permeabilidad magnética (Ec. 2). Las
estructuras de bandas se muestran en la Fig. 2, bajo la polarizacion TM, en términos de la
frecuencia reducida w, = wD/2nc y el vector de Bloch reducido k,. = kD /2m en la primera zona de
Brillouin en el espacio k. En este caso el parametro de red fue considerado como D = 1.

Para los calculos usamos los parametros w, = 1.592, w, = 0.637 y F = 0.56 [8,9], variando las
fracciones de llenado f = 0.12 (Fig. 3(a)), f = 0.36 (Fig. 3(b)), f = 0.50 (Fig. 3(c)) y f = 0.68 (Fig.
3(d)).

En los recuadros izquierdos se muestran las celdas unitarias cuadradas con sus inclusiones
circulares para los diferentes valores de la fraccion de llenado f, y en los recuadros derechos se
muestra la primera zona de Brillouin en el espacio k. Este sistema ya fue previamente analizado
por Mendoza-Suarez y colaboradores [10].
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Figura 2. Estructuras de bandas de un CF2D con una celda unitaria cuadrada que tiene una
inclusién circular compuesta por dos medios, vacio (g, =1, yy =1) y LHM dispersivo
(e(w) y u(w)), con w, = 1.592, wy, = 0.637 y F = 0.56. Para el caso de la polarizacion TM con las
fracciones de llenado (a) f = 0.12, (b) f = 0.36, (c) f = 0.50 y (d) f = 0.68. El recuadro izquierdo
representa la celda unitaria en el espacio real y el recuadro derecho corresponde a la primera
zona de Brillouin en el espacio k, respectivamente.
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A pesar de la existencia de una tecnologia bien desarrollada se tienen defectos en la fabricacién de
superficies para los cristales foténicos. Por esta razén, estamos interesados en estudiar la
influencia de la rugosidad en las paredes de un CF2D real. Como en este trabajo sélo se esta
presentando el analisis de un CF2D infinito queda como trabajo futuro el caso de un cristal
truncado, lo cual permitira ver los cambios considerables en las propiedades de transmision. Para
estudiar los efectos de la rugosidad, consideramos un perfil de superficie aleatorio sobre la
inclusién circular de la celda unitaria. Este perfil esta definido por una realizacién de un proceso
aleatorio de correlacion Gaussiana que obedece una funcién de densidad de probabilidad
exponencial negativa [11]. En las Fig. 3 se muestran las estructuras de bandas de un CF2D para la
polarizacion TM con las mismas condiciones que el caso liso, pero ahora considerando un perfil
que tiene una rugosidad aleatoria para distintos puntos de muestreo. En los recuadros izquierdos
se muestran las celdas unitarias cuadradas con sus inclusiones circulares que tienen una
superficie aleatoriamente rugosa modelada con un perfil que tiene rugosidad aleatoria con una
longitud de correlacion a = 0.05236 y una desviacion estandar de las alturas § = 0.02 para los
diferentes valores de la fraccion de llenado f, y en los recuadros derechos se muestra la primera
zona de Brillouin en el espacio k.

(b)
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0[)%2 00992
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Figura 3. Estructuras de bandas de un CF2D con una celda unitaria cuadrada que tiene una
inclusién circular con superficie aleatoriamente rugosa compuesta por dos medios, vacio
(&1 =1, uy = 1) y LHM dispersivo (e(w) y u(w)), con w, = 1.592, w, = 0.637 y F = 0.56. Para el
caso de la polarizacién TM con las fracciones de llenado (a) f = 0.12, (b) f = 0.36, (¢c) f = 0.50
y (d) f = 0.68. El recuadro izquierdo representa la celda unitaria en el espacio real y el recuadro
derecho corresponde a la primera zona de Brillouin en el espacio k, respectivamente.

Como observamos en la Fig. 3, el efecto de la rugosidad modifica considerablemente las
estructuras de bandas para la polarizacién TM. En particular, genera nuevas bandas prohibidas.
Puede observarse que para frecuencias pequefas (longitudes de ondas grandes) la rugosidad
modifica ligeramente la forma y la posicién de algunas estructuras de bandas (ver Figs. 2 y 3). En
cambio para frecuencias mas grandes (longitudes de ondas pequefas) la rugosidad afecta
considerablemente la forma de las estructuras de bandas generando nuevas bandas prohibidas.
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En particular, para una fraccion de llenado grande (ver Fig. 3(d)) se muestran bandas prohibidas
anchas a diferencia del caso sin rugosidad (ver Fig. 2(d)). Estos resultados son muy importantes
porque indican que los defectos sobre la superficie de un CF2D modifican considerablemente las
estructuras de bandas; en particular generan nuevas bandas prohibidas, lo cual es importante
tomar en cuenta en la fabricacion de los CFs.

En la tabla 1 se muestra el tiempo de cdmputo requerido, en su forma secuencial y en su forma
paralelizada, para el calculo de la estructura de bandas de la Fig. 3(c). Para estos resultados se
han utilizado tres distintas formas de programacion las cuales corresponden a la forma secuencial
(forma tradicional de programacién) y a su forma paralelizada al usar MPI (usando procesadores
(CPU)) y CUDA Fortran (usando tarjeta grafica (GPU)). En la forma secuencial se utilizaron
distintos compiladores como: GFortran, PGIFortran (usando librerias de LAPACK) e Intel Fortran
(usando librerias de LAPACK y sus librerias internas de MKL). En su forma paralelizada usando
CUDA Fortran se utiliz6 un método llamado SVD que calcula los valores singulares para un
sistema de ecuaciones homogéneo, y usando MPI (usando librerias de LAPACK vy librerias
internas de MKL) se emple6 comunicacion bloqueante con 16 y 32 procesadores.

El intervalo de muestreo correspondiente es de 0.02604 y los intervalos de k, con 1687 puntos y
de w, € (0.680,0.960) con 1600 puntos, lo cual nos da un rango de matriz de 664 x 664.

Tiempo

de SECUENCIAL PARALELIZADO

computo
(dias)

PGIFortran Intel MPI(16) MPI(16) | MPI(32)
(LAPACK) (LAPACK) | oMrLy | ovMKL)

Tabla 1. Tiempos de computo requeridos para calcular las estructuras de bandas para un CF2D
infinito en su forma secuencial y en su forma paralelizada.

Al hacer una comparacion de los diferentes tiempos de computo respecto a la versidn secuencial
en el que se utilizé el compilador PGIFortran se obtiene que, el compilador GFortran y el
compilador de Intel (usando librerias de LAPACK) son casi iguales; en cambio, con el compilador
de Intel (usando librerias internas de MKL) es 2 veces mas rapido. Haciendo la comparacion con
las versiones paralelizadas se tiene que al usar CUDA Fortran el tiempo de cémputo es casi el
mismo que la version secuencial; mientras que usando MPI se obtiene una rapidez de 16, 23 y 36
veces mas rapido que la version secuencial usando 16 procesadores (usando librerias de
LAPACK), 16 procesadores (usando librerias internas de MKL) y 32 procesadores (usando librerias
internas de MKL), respectivamente.

Asi pues, de los resultados obtenidos se tiene que al calcular las estructuras de bandas, el
compilador de Intel (usando librerias internas de MKL) es mucho mas rapido que los otros
compiladores y que al usar la paralelizacion con CUDA el tiempo de cdmputo es mayor que al usar
la paralelizacién con MPI.

CONCLUSIONES
Hemos aplicado un método numérico para calcular la estructura de bandas de un CF2D con
geometrias complicadas y propiedades fisicas muy novedosas como las correspondientes a los

LHMs dispersivos.
En particular, se calcularon las estructuras de bandas de un CF2D formado por una celda unitaria
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cuadrada con una inclusion circular que tiene una superficie lisa o aleatoriamente rugosa.

Las estructuras de bandas obtenidas nos muestran que los efectos de la rugosidad aleatoria sobre
la superficie de la inclusién circular que contiene LHM dispersivo, modifican considerablemente la
forma de las estructuras de bandas para todas las fracciones de llenado. En particular, generan
nuevas bandas prohibidas a diferencia del caso de superficies sin rugosidad. Estos resultados son
muy importantes porque indican que la rugosidad sobre las superficies de los CFs se debe tomar
en cuenta en la fabricacion. Ademas, modificando las superficies con defectos es otra forma de
obtener bandas prohibidas en el intervalo definido de 0.680 a 0.960 de las frecuencias para un LHM
dispersivo. Esto permite tener un mayor control de la propagacién de la luz a través del CF2D
propuesto.

Al hacer una comparacion de los diferentes tiempos de computo para calcular las estructuras de
bandas, se obtiene que, el compilador de Intel (usando librerias internas de MKL) es mucho mas
rapido que los otros compiladores y que al usar la paralelizacién con CUDA el tiempo de cémputo
es mayor que al usar la paralelizacién con MPI, por lo que se concluye que la paralelizacién con
CUDA, usando SVD, no es apropiada para el calculo de las estructuras de bandas.
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RESUMEN

La solucion interior de Schwarzschild, en el marco de la teoria de la relatividad general de Einstein,
representa la geometria del interior de un objeto estatico y esféricamente simétrico con un fluido
perfecto de densidad constante. Dentro de la misma teoria de la relatividad general de
Einstein una misma geometria es asociada a fuentes distintas de materia, por ejemplo la solucion
de Reisner Nordstrom y la solucién de un campo escalar conformemente acoplado. En este trabajo
es mostrado que la geometria de la solucion interior de Schwarzschild en teoria de gravedad
de Rastall corresponde a un objeto con densidad y presiones variables y para un rango de valores
de la constante de Rastall estas son funciones mondtonas decrecientes.

INTRODUCCION

La descripcion del comportamiento interior de estrellas compactas ha sido estudiado suponiendo la
teoria de la relatividad general, en cuyo caso se tiene una relacion con el tensor de momento
energia que describe su interior y este tensor satisface una ley de conservacién. La teoria de la
relatividad general de Einstein también ha sido aplicable para describir el universo, aunque en este
caso ha sido necesario introducir materia obscura y energia obscura [1, 2], debido a que el 80 %
de la materia del universo esta hecha de materia que no puede ser observada directamente.
Observaciones sobre algunas galaxias ha mostrado que estas contienen materia obscura, debido a
que la velocidad de rotacion de las estrellas es casi constante independiente de su distancia al
centro de las galaxias [3, 4], esto implica que las galaxias estan inmersas en un halo gigante de
materia obscura, puesto que de no existir esta materia obscura las estrellas en las orillas de las
galaxias espirales rotarian mas lento que las estrellas cercanas al centro de la galaxia. Algunas
otras propuestas han sido sugeridas para dar explicacién a este comportamiento a través de
teorias de gravedad alternativas, una de estas es la propuesta de Rastall [5], en esta se considera
que la ley de conservacién del tensor de momento energia para un espacio curvo no
necesariamente se tiene y propone una generalizacion de la ecuacién de conservacion mediante
la propuesta de la modificacion la ecuacion de Einstein, concretamente la modificacion del tensor
de Einstein mediante un parametro lambda. La teoria ha sido probada en modelos cosmolégicos
para una métrica plano de Robertson—Walker [6] asi como para reproducir algunos de la teoria
de cosmologia cuantica de lazo [7]. También se ha realizado algunos estudios de estrellas de
neutrones en esta teoria mediante el empleo de algunas ecuaciones de estado para estrellas de
neutrones [8]. En este trabajo realizamos la construccion de una solucion estelar suponiendo que
la forma de la funcion de masa es la descrita por la solucion interior de Schwarzschild [9], en la
siguiente seccion describimos las ecuaciones que surgen en la teoria de Rastall al imponer un
espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico, en la seccion 3 resolvemos el sistema de
ecuaciones y analizamos la solucién en la seccion 4, para finalizar con las conclusiones.

EL SISTEMA
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La teoria de Rastall es una teoria no conservativa propuesta en 1972 [5] considerando una variante
en el tensor de Einstein, su relacion es dada por:

A
Ruv - Eguv = kTuv (52)

donde k = 8nG/c* y 1 es el parametro de Rastall. Aplicando la derivada covariante a ambos lados
y de la identidad de Bianchi se tiene la no conservacion del tensor de momento energia

2k7, T", =(1 - KR (53)

En el caso que 1 = 1 se recupera la teoria de relatividad general de Einstein y se tiene una ley de
conservacion del tensor de momento energia. En nuestro caso el tensor de momento energia
corresponde a un fluido perfecto con densidad p y presion P y la geometria es considerada estatica
y esféricamente simetria, pudiendo elegirse la métrica como:

2

B(r)

fe? = (54)

+ 1r?(de? + sin(08)? d$p?) — y(r)?dt?

Con (B,y) relacionadas con la funcion de masa y de corrimiento al rojo gravitacional. De las
ecuaciones (1) y (3)

1(A—1)dy A\dB (A -1)B/d? 2d A(1-B
kezp=—(L@=Ddy MNdB_ Q-DB/dy 2dy) AQ-B) (85)
2 y dr r/dr y dr? rdr r?
1dy 1y\dB (A—1)Bd?y 2ABdy A(B-—1) (56)
KO =0-D( g+t art et
Ady 2A—1\dB ABd? 20— 1)Bd A-1B-1
kp(r)=(__y+_)_+__y ( )_y+( )( ) (57)
2y dr 2r /dr  ydr? ry dr r?

El objetivo es la determinacion de una familia de soluciones que dependan del parametro de
Rastall, 1, y que podamos determinar el rango del parametro como resultado de la valides de una
solucion fisicamente aceptable.

LA SOLUCION

Para la construccion de la solucidon notamos que en el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias la presion es dada por las dos expresiones (5) y (6) asi que restando estas dos
ecuaciones se tiene la ecuacion diferencial que involucra a las funciones y sus derivadas:

1dy 1\dB 2Bd?y 2Bdy 2(B-1
(e, 2Ly y_2B-1_, (58)
ydr r/dr y dr? rydr r?

dado que deseamos construir el analogo a la solucién interior de Schwarzschild, imponemos una
forma de la funcion de masa m(r) = ar3/2 , es decir

B(r) =1 —ar? (59)
Substituyendo en la ecuacién anterior resulta la ecuacion diferencial
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d*y dy
(1 - arz)rﬁ—E =0

e integrando tenemos la forma de la funcién de corrimiento al rojo gravitacional

y(r) = A+D4/1 — ar? (60)

lo que implica que la geometria interior de Schwarzschild y la de este caso coinciden. Una vez
determinada la forma de las funciones métricas, substituyendo en la ecuacién para la densidad
resulta:

3a(AA + (22 — 1)DV1 — ar?) (61)
kc?p(r) =
A+ DV1—ar?
mientras que la presion es dada por:
KP(E) a(A(3A —2) +3(2A — 1)DV1 —ar?) (62)
r) =
A+ DV1—ar?

La solucién construida para la teoria de Rastall
ANALISIS DE LA SOLUCION

Dada la forma de la densidad y la presién como funciones de la coordenada radial, notamos que es
posible obtener una ecuacion de estado de la ecuacién. Invirtiendo la ecuacion (10), r=r(p) y
reemplazando en la ecuacion para la presion obtenemos la ecuacién de estado lineal:
1-30)c%p 2@2A-1a
P(p)=(3 )’ 20— 1) (63)
A-1 k(A—1)
de esta relacién determinamos la velocidad del sonido
2o 9P _(A-3)c (64)
ap 3 —-1)
Puesto que la velocidad del sonido debe ser menor que la de la luz, esto restringe el rango de
valores para el pardmetro de Rastall a

1 2
§ <A< § (65)
Lo que excluye a la teoria de la relatividad general, se sabe que en tal caso el hecho de que la

densidad es constante implica un valor de la velocidad del sonido infinito, consistente con el valor
que resulta de la relaciéon que hemos obtenido para la velocidad del sonido cuando 4 = 1.

CONCLUSIONES

Para un espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico en el marco de una propuesta de una
teoria de gravitacién no conservativa suponiendo una funcién de masa idéntica a la funcion de
masa de la solucién interior de Schwarzschild se ha resuelto el sistema que surge en teoria de
Rastall. La solucién obtenida contrasta con la teoria de Gravitacién de Einstein porque en este
caso la densidad no permanece constante, ademas se determino un intervalo para el parametro de
Rastall a partir de imponer que la velocidad del sonido en el interior del objeto no sea mayor a la de
la luz.
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RESUMEN

Una de las propuestas alternativas a la teoria de la Relatividad general de Einstein es la propuesta
de Rastall, perteneciente a las teorias de gravedad no conservativas. En esta teoria se han
construido soluciones analogas a las presentes en la teoria de la relatividad general de Einstein, en
particular para el vacio la solucion de Schwarzschild es la Unica soluciéon en ambas teorias para el
caso estatico y esféricamente simétrico. En este trabajo suponiendo un fluido anisotrépico con
ecuacion de estado P, = —c?p construimos el analogo al agujero de gusano de Thorne,
mostramos que en ambos casos la geometria es la misma y se viola la condicién nula de energia
en toda la region del espacio tiempo, diferenciandose porque la ecuacién de estado para la presion
radial depende del parametro de Rastall.

INTRODUCCION

La teoria de la relatividad general de Einstein es una de diversas propuestas planteadas para dar
explicacion y describir el comportamiento gravitacional, que surge como alternativa a la teoria de la
gravedad de Newton. Su enfoque geométrico relaciona las fuentes de materia con el espacio-
tiempo en el que ambos interactuan entre si, a diferencia de la teoria de gravitacion de Newton en
el que el espacio es absoluto y la gravedad es una fuerza que actua sin modificarlo. La interacciéon
entre la geometria y la materia es dado a través de la ecuacion de Einstein es planteada como
resultado del principio de equivalencia de Einstein.

La teoria ademas es caracterizada porque la ecuacién de Einstein a través de la identidad de
Bianchi implica la conservacion del tensor de momento energia, que describe las fuentes de
materia. Su validez es aceptada debido a que las predicciones que surgen de esta teoria han sido
verificadas a diferentes escalas [1]. Aunque existen problemas para los que su solucion requiere de
la suposicion de materia que no tiene un comportamiento clasico, como puede ser la suposicion de
materia obscura en las galaxias para poder explicar las curvas de rotacion de galaxias espirales
[2]. Estas observaciones ademas de la existencia de materia y energia obscura a nivel
cosmoldgico han llevado a la propuesta de teorias gravitacionales en las que se puedan explicar
estos comportamientos sin la necesidad de materia y energia obscura. A lo largo de la historia
aunque con motivaciones distintas se han planteado teorias gravitacionales que en algunos casos
se reducen a la teoria de relatividad general [3, 4, 5] de Einstein y en otros se consideran espacios
con dimensiones adicionales, en el que las dimensiones extras tienen un efecto sobre el espacio
cuadra-dimensional cuyas ecuaciones que describen su dinamica no son dadas Unicamente por las
ecuaciones de Einstein sobre éste, sino como la contribucion de términos no lineales como lo es el
caso de teoria de Branas [6, 7].

La teoria de Kaluza - Klein fueron los primero en introducir el uso de espacios con dimensiones
adicionales y su planteamiento fue motivado buscando unificar el electromagnetismo y la
gravitacion [8, 9].

2384


mailto:gestevez.ge@gmail.com
mailto:joaquin@fismat.umich.mx

AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

El mismo Einstein propuso una teoria no simétrica de la gravitacién para las que las componentes
del tensor métrico asi como las componentes de la conexidon son no simétricas [10]. A esta teoria le
precede el trabajo presentado por Palatini en el que observo que las Ecuaciones de Einstein se
podian obtener de un principio variacional en el que la conexidon y el tensor métrico se suponian
como campos independientes [11,12].

Dentro del grupo de propuestas tedricas que difieren de la teoria de relatividad general se
encuentran la teoria f(R), en esta la accién de Einstein Hilbert [13] la curvatura escalar es
reemplazada por una funcién de la curvatura escalar. En el contexto de teorias alternativas con
campos escalares esta la de Brans Dicke, ésta considera un acoplamiento de un campo escalar
con el escalar de curvatura.

Otra propuesta que es en la que nos servida como componente para construir un agujero de
gusano es la teoria de Rastall, esta es una teoria no conservativa y surge como propuesta a una
teoria en la que el tensor de momento energia no satisfaga una ley de conservacion, esta teoria
no se deduce de un principio variacional, Unicamente se considera que el tensor de Einstein es
modificado por otro tensor para el que se introduce un parametro. En diferentes propuestas de
gravitacion se han construido soluciones analogas a la teoria de Relatividad general, algunas de
estas soluciones en las diferentes teorias describen agujeros negros, modelos estelares, modelos
cosmologicos, agujeros de gusano entre otras. En este trabajo mostramos que para la teoria de
Rastall es posible construir un agujero de gusano cuya geometria es idéntica al agujero de gusano
de Thorne [14], sin embargo el comportamiento de las presiones es diferente. En la siguiente
seccién obtenemos las ecuaciones para un espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico
suponiendo que la geometria es descrita por un tensor de momento energia de un fluido
anisotrdpico y su interaccion es gobernada por la teoria de Rastall. En la seccion 3 se resuelven
las ecuaciones suponiendo una ecuacion de estado para la presion tangencial, la seccion 4 es
dedicada al analisis de la solucion y en la ultima seccion presentamos las conclusiones.

TEORIA

La hipotesis de Rastall propone la no conservaciéon del tensor de energia momento en el espacio
tiempo cuatro-dimensional en la forma T#",, # 0, siendo sustentada por los efectos cuanticos en el

espacio tiempo curvo. Con base en la teoria de Rastall si el espacio tiempo posee una fuente de
materia dada por T#,, entonces

T*., = ARV
Donde R y A representan al escalar de Ricci en el espacio tiempo y el parametro de Rastall
respectivamente. Esta ecuacién en conjuncion con la geometria lleva a

G + K/lgm,R = kT
la cual puede reescribirse como

G

v = kS,

wv

Donde k es la constante de acoplamiento gravitacional en la teoria de Rastall y S, es el tensor de
energia momento efectivo definido como

KAT
Suv = Tuv - mguv.

Utilizando un espacio-tiempo estatico y esféricamente simétrico definido por la métrica
ds? = e*® dr? + r2de? + r? sin(0)? dp? — '@ dt?
A partir del cual se obtienen las ecuaciones que surgen de Rastall para la densidad

(66)
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—c?pet = —%(1 —A)%+ G(l —D%—%)%—%(l - (?)2 + O\; 1)%—1(62_ ! (67)
La presién radial
kPre”=% (k—l)(Zr%’—(r%+4)%+<%)zr) +%%—W;72_1) (68)
y la presion tangencial
e <18V (A 12y 1 ot @l oDdy QoD@ D (69)
2dr? 4dr 2 r dr 4 \dr 2r dr 2

Las cuales dependen del parametro de Rastall 1.
CONSTRUCCION DE LA SOLUCION

Para garantizar la ausencia de horizonte de eventos suponemos que la funcién de corrimiento al
rojo gravitacional se anula:

vir) =0 (70)
Y considerando esto en las ecuaciones anteriores, se tiene que:
dp
g — _Mdr N =D 7
r r2
du
A-DG et —1) (72)
kP.et = — - 5
r r

1(27\—1)%_(7\—1)(&—1)

kPeH = — > - ) (73)
Ahora suponiendo la ecuacion de estado para la presion tangencial P, = —c?p obtenemos
la ecuacion diferencial
d 2(et =1
dw 201D _ o (74)
dr r
Luego de la integracion obtenemos la funcién
p=lIn L +2D (75)
e?Prz — 1

Esto nos determina la geometria, y por sustitucion directa en (17)-(19) determinaremos las fuentes
de la materia.

ANALISIS DE LA SOLUCION

Reemplazando las funciones métricas en el elemento de linea obtenemos
dr?
ds? = —Ft r2d6? + r? sin(0)? d¢p? — dt? (76)
BNcOE

(77)
Imponiendo la condicién de la garganta
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Y realizando el cambio de coordenadas

r2=1%+r3 (78)
La métrica adquiere una forma que nos permite identificar la geometria como la asociada a un
agujero de gusano:

ds? = dt? + (12 + r2)d6? + r2 sin(0)2 d? — dt? (79)

la garganta estd identificada en [ = 0, de esta métrica podemos ver que ademas se tienen las
regiones asintéticas caracteristicas de un agujero de gusano, ésta coincide con la métrica del
agujero de gusano de Thorne. La determinacion de la métrica nos permite obtener las variables
hidrostaticas:

3 Arg 80
P= Tz + rs)? (80)
p o A= (81)
" k(12 4+ 1)?
Dividiendo estas dos ecuaciones encontramos la ecuacion de estado para la presion radial
(2 —=Nc?p (82)
A
La condicién nula de energia nos da
2 r3
P.+c?p==c?p= 0 (83)

A k(1% + r2)?

Lo que implica que esta siempre se viola independiente del valor del parametro de Rastall. La
densidad y las presiones son regulares y decaen cuando [ = oy, aunque existen intervalos para el
parametro de Rastall (1 < 0) donde la densidad es positiva, la presion para este intervalo es
negativa, de manera que la condicion nula de energia siempre se viola.

CONCLUSIONES

Para un espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico en el marco de la teoria de Rastall,
considerando fuentes de materia de un fluido anisotrépico y una ecuacién de estado lineal para la
presion tangencial, suponiendo que la funcién de corrimiento al rojo gravitacional es cero
construimos una solucién que representa un agujero de gusano. Determinamos una ecuacion de
estado y mostramos que independiente del valor del parametro de Rastall se viola la condicion nula
de energia.
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SENSOR INTERFERO!VIETRICO DE FIBRA C')!’TICA TIPO MICHELSON PARA EL MONITOREO
MULTI-PUNTO DEL INDICE DE REFRACCION EN MUESTRAS DE AGUA CONTAMINADAS

Ma. del Rosario Bautista-Morales, Rodolfo Martinez-Manuel, Carlos A. Pineda-Arellano.

Centro de Investigaciones en Optica, A.C. Photonics, Prol. Constitucién 607, Fracc. Reserva Loma
Bonita, Aguascalientes 20200, México

RESUMEN

Implementando la reflexion de Fresnel, se disefid un sensor de fibra éptica (SFO) de tipo
interferométrico capaz de medir el indice de refraccion (IR), en muestras con diferente grado de
contaminacion (concentraciones diferentes del herbicida Atranex 90WG). La configuracion del
sensor se basa en el traslape de interferémetros tipo Michelson; logrando tener multiples puntos de
medicién. La sefal proveniente de los puntos de medicidn es procesada de manera simultanea en
el espectro de frecuencia. La resolucion obtenida es de 2x10°°.

INTRODUCCION

Los sensores de indice de refraccion (IR) de fibra éptica han atraido considerable interés en los
ultimos anos debido a las numerosas ventajas que poseen tales como la resistencia a la corrosion,
inmunidad a interferencia electromagnética, y alta precision, ademas de que en ciertas
aplicaciones son un sustituto excelente de los sensores electrénicos convencionales gracias a su
bajo peso, y, pequefias dimensiones [1]. Dentro de la amplia gama de SFO existen aquellos
basados en los fendmenos de interferencia, que gracias al fenédmeno de reflexion Fresnel en la
punta de la fibra son una opcién viable para la mediciéon de IR, ya que permite trabajar con valores
de amplitud de las senales [2].

Este trabajo mostramos la posibilidad de medicién multi-punto, implementando la multiplexacion
por division de frecuencia (FDM). La multiplexacion de SFO vy el andlisis tedrico-
experimental de la metodologia del sistema propuesto se analiza a continuacion.

TEORIA

El arreglo implementado consta de un sistema interferométrico de fibra éptica tipo Michelson,
donde el haz de luz que emite la fuente Optica viaja a través de un circulador que permite
direccionarlo hacia un acoplador de fibra. El haz es dividido en partes iguales, cada parte viaja por
vias distintas de fibra 6ptica “brazos”. Cuando los haces llegan a los extremos de las fibras de
salida del acoplador, la luz se refleja a una proporcidon correspondiente al cambio de indice
experimentado en la punta, los haces vuelven hacia el acoplador donde se recombinan.

El interferémetro tipo Michelson esta compuesto por un brazo de referencia y un brazo de
deteccion, constituyendo una cavidad. Para lograr la capacidad multi-punto del sistema se colocan
2 brazos de deteccion, donde cada uno forma una cavidad con el brazo de referencia,
independientes una de otra. La diferencia de longitud entre cada brazo debe ser cuidadosamente
disefiada para lograr la demodulacion de la sefal, y evitar traslape de picos en frecuencia entre las
cavidades formadas [3].

Para separar cada punto de medicion se utilizé la multiplexacion por division de frecuencia (FDM).
Se aplica la transformada de Fourier (TF) a la cosenoidal que representa la suma de todas las
sefales provenientes de las cavidades. El espectro que se obtiene muestra “picos” que se sittian
en el valor de frecuencia correspondiente para cada una de las componentes que forman parte de
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la sefnal principal, la altura (o amplitud) de cada uno de los picos depende de la reflexion
experimentada en cada punta de los brazos [4].

PARTE EXPERIMENTAL

El arreglo 6ptico implementado tanto para la simulacion como para el desarrollo experimental se
muestra en la Figura 1. Consta de 2 interferdmetros de fibra 6ptica de tipo Michelson, traslapados
entre si. Las cavidades interferométricas se forman por la combinacion de los brazos 1-2, 1-3, y, 2-
3; tomando como brazo de referencia el niumero 1, y como puntos de medicion 2 y 3. El sistema es
construido con fibra éptica estandar SMF-28. Se utiliza una fuente éptica de espectro amplio (por
sus siglas en inglés BBS, Broadband Source), corriente de 300mA, cuya sefal entra al puerto 1 de
un circulador, que permitira aislar y direccionar el haz. Por el puerto 2 del circulador llega a un
multiplexor de 1x4; donde la sefal es dividida en partes iguales, un 25% de la sefal de entrada
sale por cada brazo. Cada uno de los haces viajan por dichos brazos se reflejan en sus puntas
debido al cambio de indice que existe entre el nlcleo de la fibra y el medio a medir. Los haces
regresan e interfieren al a travesar de nuevo el multiplexor. Finalmente, la sefial interferométrica
sale por el puerto 3 del circulador, y se detecta en un analizador de espectros opticos (por sus
siglas en inglés OSA, Optical Spectrum Analyzer) con una resolucion de 0.03nm, y 1 dB/div.
Posteriormente se realiza el procesamiento correspondiente para la obtencién de IR, trabajando
con las amplitudes de la sefal en el espectro de Fourier.

Circulador

Multiplexor

T T )

Figura 1. Arreglo dptico implementando tanto para la simulacion como para la experimentacion.

La diferencia de longitud entre los brazos del sistema tanto en simulacién como experimentalmente
fueron de 11 mm entre el brazo de referencia y el brazo 2, y, de 7 mm entre el brazo de referencia
y el brazo 3.

Los experimentos inician con la toma de 10 mediciones con los brazos en el aire, esto con el fin de
obtener la amplitud de referencia Ay. Los valores de amplitud corresponden a la componente en
frecuencia generada por la cavidad en medicidon. A continuacidon, se realizan rondas de10
mediciones para cada concentracion diferente de herbicida, (1, 5, 10 y 25 ppm), y obtener para
cada una el valor de la amplitud de medicién A.

El calculo del indice de refraccion se realiza por medio de una razén de amplitudes (Ay/A). El valor
de cada una de las amplitudes se ve afectado directamente por la reflectividad en la punta de los

brazos, y se definen como:
1 nf—no 2
Ao =-1 ( ) , (1)
4 nf+no
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1 nf—-no nf—n
A= ZI (nf+n0) (nf+n)’ @
donde:

Ao = Amplitud de referencia (u.a)

A = Amplitud de medicion

nf = indice de refraccion efectivo de la fibra (1.4446)
no = indice de refraccion de referencia (aire a 1.0029)
n = indice de refraccion de la muestra a medir

Al hacer la razén de amplitudes y despejando n:

RESULTADOS

Los espectros generados a partir de la simulacién, se muestran en la Figura 2. El espectro de la
sefal interferométrica y la transformada de Fourier de la misma, ayudan a visualizar los picos de
frecuencia correspondientes a la interferencia formada entre brazos, y hace notar el cambio de
amplitud de la sefial al momento de que un punto de medicion es sumergido en la muestra.

a) b)
Fs
12
5 -
r
4.5 _.5f
] [1:]
T 4 = 13
=) a4
o
T 35| =
= 23
g 3| B 23
25| 2]
2 1
o | [l l i il |
| . lelih 0 .
1.545 1.58 1.655 0 500 1000 1500
Longitud de onda [um] Frecuencia [Hz]
c) d) Ao
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Figura 2. Resultados de simulacion, a) sefal interferométrica, b) picos de frecuencia de las diferentes
cavidades formadas cuando estas se encuentran al aire, c) picos de frecuencia cuando se introduce el brazo 2
en una muestra, se observan los cambios en amplitud donde dicho brazo hace interferencia d) ampliacion del
pico 12, visualizacion de la comparacion de amplitudes de la sefial de referencia (punteada), y la sefal de
medicion (rojo).

Una vez comprobado el algoritmo de analisis e implementacion de la ecuacion 3 para el calculo del
IR; se efectuaron las mediciones de las muestras con diferentes concentraciones de herbicida, los
resultados del procesamiento de las sefiales adquiridas se muestran en la Figura 3. El espectro de
Fourier evidencia los cambios de amplitud que se obtienen para cada una de las concentraciones
medidas.

Amplitud [u.a]

1536 1537 1538 1539 1540 1541 1542
Longitud de onda [nm]

2392



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

T-h Referencia-Aire
- 1ppm
Sppm
Bl 12 10ppm
_9 -
23
g -10f .
o )
g =11 @ "
g
L 5.
=13 f H W
i
—14 ™ ,w [
45 . . l NIW o bl hobe
i} 50 100 150 200 250 300 >

. 130 135 140 145 150 155
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]
Figura 3. a) Espectro de interferencia del sistema cuando se encuentra en aire, b) Transformada de Fourier

de la sefal, y comparacion de amplitud entre muestras con diferente concentracion de herbicida.

Las componentes en 85 y 140 en la Figura 3, corresponden a las cavidades 12 y 13
respectivamente, donde la componente de baja frecuencia fue utilizada para medir IR en muestras
de colorante organico, o que genera los cambios en amplitud en este pico, mientras que la
componente de mas alta frecuencia es la implementada para medir el IR de las diferentes
concentraciones de herbicida.

r 3
1.38 1.3842
138/ B 1.3788 _ i
1.37 |
E_ﬂ 1_35 _ - 6 _1|:|'|:|ITI
— & —Sppm
1.3502 — & — 10ppm
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1.34 |
Agua 1.3330
1.33 - - - »
0 10 20 30 40

Mimero de muestras

Figura 4. Comparacion de los indices de refraccion calculados para las diferentes concentraciones de
herbicida en las muestras, se expresa el valor promedio para cada una.

De la Figura 4, podemos afirmar que es posible discriminar si una muestra esta o no contaminada,
pues el sistema fue capaz de medir el cambio de IR a concentraciones pequefas, otro punto a
destacar es que los indices medidos para cada concentracidén tenian una desviacion tipica de
0.002 po3r lo que la precision del sistema podria considerarse estable, la resolucién alcanzada fue
de 2x10™.

CONCLUSIONES
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En el presente trabajo se muestra el analisis tedérico y experimental de un SFO multi-punto
interferométrico tipo Michelson. Este estudio se ha orientado a detectar si una muestra de agua se
encuentra o no contaminada, alcanzando una resolucion de 2x10°. Se obtuvo un correcto
funcionamiento con un error sistematico de 0.06, estos resultados se pueden mejorar
perfeccionando el procesamiento de la sefal.
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UNA APLICACION DEL MODELO WEIBULL EN EL ANALISIS DE SUPERVIVENCIA.
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Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.

RESUMEN

El analisis de supervivencia hace frente al problema referente del estudio de sucesiones
secuenciales de eventos gobernados por leyes probabilisticas para el estudio del tiempo de un
evento en cierto sistema. En los ultimos afios han crecido las aplicaciones del analisis de
supervivencia en varias disciplinas, como la biologia, medicina, ingenieria, etc.; pero el evento de
interés puede ser algo diferente como recaida en cierta enfermedad, reclamaciones de seguros,
divorcios, etc.

En el presente trabajo se utiliza el modelo paramétrico Weibull, que es uno de los modelos de
mayor utilizaciéon ya que este modelo ajusta a un conjunto grande de datos, su caracteristica
primordial radica en que su funcién de riesgo es de tipo polinomial y esto nos indica que el riesgo
puede ser creciente, decreciente o constante, ademas la estimacion de sus parametros se puede
lograr utilizando el método de maxima verosimilitud el cual no ofrece estimadores consistentes.
Ademas de presentar las particularidades del modelo, también se presentara una aplicacion de él.

INTRODUCCION

A través de la historia, la matematica ha sido una rama de las matematicas que ha ayudado a
crecer a muchas areas, tales como biologia, medicina, ingenieria, fisica, etc. En particular el
analisis de supervivencia ha desarrollado tépicos de gran ayuda para dichas areas, con la finalidad
general de estudiar el tiempo de vida de un elemento particular.

Cuando hablamos de tiempo de vida nos estamos refiriendo a la longitud de tiempo hasta la
ocurrencia de un suceso de interés (que suele ser el fallo de una pieza, o la Muerte o recaida de un
paciente) desde un punto prefijado. En otras ocasiones, el término tiempo de vida se usa en
sentido figurado. Matematicamente, el tiempo de vida es una variable aleatoria no negativa. Klein y
Moeschberger (1997), Andersen, Borgan, Gill y Keiding (1993), Cox y Oakes (1984), Lawless
(1982).

Fendémenos tales como el tiempo de vida de un enfermo terminal, la durabilidad de
electrodomésticos, fallas en maquinarias, el desarrollo de una enfermedad, etc., no puedes ser
modelados de forma determinista, es decir que existe un factor aleatorio que determina el futuro
del proceso en cuestion, ver Cox y Oakes (1984). Supongamos que es de interés el establecer el
tiempo en el que cierto electrodoméstico dejara de ser util, podemos observar que el tiempo en el
que este presentara falla es imprevisto, pues durante un tiempo funcionard de manera correcta y
en el siguiente presentara falla. Un ejemplo contrario seria el de una cuerda que sostiene una
carga, gradualmente esta se debilitara en el transcurso del tiempo, asi la falla depende del
fenémeno de estudio.

Klein, entre otros autores establecen que un modelo probabilistico es un planteamiento realista
para la modelacion de los eventos anteriormente descritos.

Cabe mencionar la existencia de multiples modelos propuestos para el estudio de datos
relacionados con tiempos de vida, no obstante, existen casos en los que los datos no pueden ser
ajustados por modelos paramétricos clasicos. Asi, el problema dentro del analisis de supervivencia
reside en representar las distribuciones de los tiempos de vida mediante modelos estadisticos y
formar inferencia sobre los parametros de estos modelos.

TEORIA

El Analisis de supervivencia es una técnica inferencial que tiene como objetivo esencial modelizar
el tiempo que se tarda en que ocurra un determinado suceso, es decir que se encarga del estudio
de eventos-tiempo. Entre los modelos que se han propuesto para describir dichos eventos se
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encuentran el modelo exponencial, gamma, Weibull, y lognormal, no obstante como se mencioné
anteriormente no todos los datos se ajustan a tales modelos, por lo cual es necesario proponer
modelos mas generales, para asi explicar el comportamiento de los datos aun cuando no se
ajusten a cierto modelo.

El tiempo de vida de un objeto, en general depende de otras variables, las cuales son explicables y
que denominaremos covariables del fendmeno. Cox y Oakes (1984).

Sea T una variable aleatoria (v.a.), que denota el tiempo hasta que ocurre en evento de interés;
como puede ser el fallo de un electrodoméstico, el desarrollo de una enfermedad, muerte,

recurrencia en algun fallo, etc. En particular para este trabajo, 7' es una v.a. continua, no negativa
que representa a una poblacién homogénea. Haremos uso de tres funciones que caracterizan de

manera Unica a 7'; funcién de supervivencia, funcién de riesgo, y funciéon de densidad de
probabilidad.

Definicion 1. Para la v.a. T, definimos la funcidén de supervivencia como la probabilidad de que un
individuo sobreviva al menos hasta el tiempo ¢, esta funcion esta denota por S(¢)y esta dada por:

S@t)=P(T >t) (1)

Teorema 1. Sea T un v.a. continua, con densidad f(¢), entonces
ds(t)

)=——""= 2
/(@) 7 ()
Definicion 2. La funcién de riesgo se define como:
< >
h(t)zhmP(t_T<t+At|T_t) 3)

At—0 At
y nos es Util para determinar de manera apropiada la distribucién de fallas. La Unica condicion
sobre h(t) es la no negatividad, es decir, A(¢) >0 .

Corolario 1.1 A(t) = % (4)
Notese que: S(¢) =exp {—jh(u)du} (5)

t
Como resultado, podemos observar que f(t):h(t)exp{—Jh(r)dr}, es decir que f puede

expresarse en términos de la funcién de riesgo. Implicando que la funcién de riesgo proporciona
mayor informacion del mecanismo subyacente de falla que la funcién de supervivencia. Por esta
razén es que la funcién de riesgo es considerada como el elemento dominante para el analisis de
supervivencia.

MODELO WEIBULL

Propuesto por Berry (1975), Dyer (1975), Meier (1980) y Wilks (1990) como modelo para datos de
tiempo a partir de la distribucién Weibull, la cual fue introducida por el fisico sueco Waloddi Weibull.
Lee y Thompson (1974) argumentaron que en la la clase de distribuciones de riesgo proporcional,
la distribucion de Weibull parece ser el modelo mas apropiado en la descripcién de tiempos de
Vida.

Lee y O'Neil (1971) Y Doll (1971), afirman que este modelo ajusta muy bien a datos que involucran
tiempos de aparicion de tumores en humanos y animales.
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La distribucion Weibull presenta un punto de partida para la estimacion de sus parametros,
haciendo uso de su funciéon de supervivencia; abarcando varios tipos de riesgo, para diferentes

valores del pardmetro f3.
P > 1, creciente
riesgos P <1,decreciente
f =1,constante

Para distintos valores de [, se ajustan un gran nimero de fenémenos de tiempo de vida.
Definicion 3. Una v.a. tiene distribuciéon Weibull, si existen A >0, >0 tales que la variable

B
Z = (zj tiene una distribucion exponencial con media 1.

La funcion de densidad esta dada por:
p-1 B
B ﬁ[i) exp(i] ;6>0
J@)=1A1 A (6)
0 do.f

PROPIEDADES
Su funcién de distribucion acumulada esta dada por:

F(t)=P(T<T)=1—exp(t/ 1)’ @)
Su funcién de supervivencia esta dada por:
B
t
S(t)=exp| — 8
Q) p( /J (8)

Su funcién de riesgo esta dada por:

ney=2

p-1
t

£(2

A\A
PARTE EXPERIMENTAL
Una compafia de juguetes quiere comparar la fiabilidad de dos disefios propuestos para un
articulo. La confiabilidad deseada a 400.000 ciclos es 0.90., en otras palabras, la compaiia de
juguetes quisiera que el 90% de los articulos sobrevivieran al menos 400.000 ciclos. Este objetivo
se expresa matematicamente como r (400.000) 0.90. Se ensamblaron diez unidades con cada uno
de los dos disefios de (disefio a y disefio b). Estas 20 unidades fueron probadas hasta que fallaron.
La siguiente tabla muestra la cantidad de ciclos hasta antes del fallo para cada articulo probado.

Diseno A Disefo B

Muestra Ciclos Muestra Ciclos

1 7290444 11 529082
2 614432 12 729957
3 508077 13 650570
4 807683 14 445834
5 755223 15 343280
6 848953 16 959903
7 384558 17 730049
8 666686 18 730640
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9 515201 19 973224

10 20 258006

Los datos de la tabla no indican claramente si el disefio cumple con la meta de deseada. Ambos
disefios tuvieron al menos un fallo antes de 400.000 ciclos, pero claramente el nimero promedio
de ciclos antes del fallo supera los 400.000 para ambos disefios. Una comparacion de los
promedios de la muestra utilizando la prueba t de Student no revela diferencia estadistica entre los
ciclos medios para el Disefio A y los ciclos medios para el Disefio B (valor de p = 0,965). Pero
como una simple medida de la tendencia central, el promedio de la muestra no da ninguna
informacioén sobre la extension o la forma de la distribuciéon de los tiempos de falla. ¢ Podrian los
promedios de los dos disefios ser iguales, pero su tiempo de vida ser bastante diferentes?

Se realiza una modelacién tipo Weibull, empezando por estimar los parametros haciendo una
transformacion logaritmica a S(t), para que asi tenga una forma lineal.

1
In {ln {m}} = fIn(t)— fIn(1)

Que se resume a realizar una regresion lineal, el cual fue realizado con Analysis Tool Pack de
Excel, con el cual obtenemos valores: [ =4.25, o parametro de forma y o =693,380, o vida
caracteristica.

Mediante la realizaciéon de una regresion lineal simple, se obtienen estimaciones de parametros
que permitiran hacer inferencias sobre el tiempo de vida del Disefio A.
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Se repite el analisis para el disefio B y obtenemos valores de f=2.53 y a =723,105

RESULTADOS

El parametro de forma de Weibull, denominado /, indica si la tasa de fallos es creciente,
constante o decreciente. Un f3 <1.0 indica que el producto tiene una tasa de fracaso decreciente.
Este escenario es tipico de la "mortalidad infantil" e indica que el producto esta fallando durante su
periodo de "burn-in". Un ﬂ = 1.0 indica una tasa de fracaso constante. Frecuentemente, los
componentes que han sobrevivido a quemado posteriormente exhibiran una tasa de fracaso
constante. Un £ > 1.0 indica una tasa de fallos creciente. Esto es tipico de los productos que se
estan agotando. Tal es el caso de nuestros articulos, tanto los disefios A como B tienen valores S
mucho mas altos que 1,0. Los articulos fallan debido a la fatiga, es decir, se desgastan.
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La vida caracteristica de Weibull, es una medida de escala, en la distribucién de datos. Ocurre que
« es igual al ndmero de ciclos en los que el 63.2% del producto ha fallado. En otras palabras,

para una distribucion de Weibull s = 0,368, independientemente del valor de . Por ejemplo, con

viviendas de disefo A, alrededor del 37% de las viviendas deben sobrevivir al menos 693.380
ciclos.

Aunque esto es interesante, todavia no revela si el disefio del articulo cumple con la meta de
supervivencia de S (400,000) 0,90. Para ello, es necesario conocer la férmula de supervivencia
asumiendo una distribucién de Weibull:

B
t
S(t)= exp[z) , dénde x es el tiempo, o numero de ciclos, hasta que se presenta el fallo. Asi,

conectando los valores conocidos para Alpha, Beta y t, podemos obtener la estimacion de tiempo
de vida deseada. Para el disefio A: S(400000)=.908 y para el disefio B: S(400000)=0.800.

Con este resultado asentamos el disefio A como la alternativa superior, supongamos que la
empresa planea ofrecer una garantia en el articulo. Por supuesto, es deseable asignar los fondos
adecuados para honrar la garantia, para no ser superado por los costes inesperados de la
garantia. Se fija el periodo de garantia de manera que no mas del 1% de las unidades vendidas
fallaran antes de que venza el periodo de garantia. ;Cémo puede determinar la duracion de la
garantia? Necesitamos obtener el numero de ciclos correspondientes a cierto nivel de
supervivencia. Haciendo uso de la forma inversa de la funcion de distribucion de una Weibull,
obtenemos que un 99% sobrevivira al menos 235,056 ciclos. Esta informacién nos provee ventajas
sobre competidores, pues que estos 235,056 ciclos son equivalentes a 6.4 afos de uso, asi
podriamos extender una garantia de hasta 5 o 6 afos, asegurando ventaja sobre garantias mas
cortas ofrecidas por competidores.

CONCLUSIONES

La fuerza de la distribuciéon de Weibull es su versatilidad. Dependiendo de los valores de los
parametros, la distribucion de Weibull puede aproximar una distribucion exponencial, normal o
sesgada.

La versatilidad practicamente ilimitada de la distribucion de Weibull es igualada por las
innumerables capacidades de calculo por distintas plataformas. Un analista de datos que entiende
la teoria detras de un analisis dado a menudo puede obtener resultados que otros podrian asumir
requieren analisis estadistico especializado. El analisis de Weibull pone al alcance de la mayoria
de los datos un buen ajusto.
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RESUMEN

En el presente trabajo es analizado el comportamiento de la anisotropia magnética de la ferrita
ZngsNig sFe,04, medida a través de la interpretacion de las sefales de Resonancia Ferromagnética
(FMR).

Se hace un analisis cualitativo de las sefales FMR, a través de las formas de lineas en muestras
de micro-volimenes de granos sinterizados (MVGS) de ZngsNipsFe,O, de tamanos de 88-125
micras y formas geométricas esféricas, elipsoides y cubos. Las sefiales FMR se midieron en un
espectrometro JEOL JES-RES3X operando en banda X (9.45Ghz) a 300°K. Para cada muestra se
varia la orientacion angular para medir la influencia de la anisotropia [1, 2]. Se cuantifican los
parametros convencionales: ancho de linea (01), area bajo la curva(A), campo resonante (Hs); Yy
parametros propuestos por nosotros poco analizados en el area de magnetismo, semianchos a la
izquierda y derecha (semill), altura total(a-tail), semialturas (A, B) razén de semialturas, 0--=A/B
(asociada a la conductividad de microondas), y la cola asintética a campos magnéticos altos. His,
Hi vy se ajustan a la forma de linea de Dyson mientras [, A, H, Hr y a-tail son parametros dificiles
de interpretar.

INTRODUCCION Y TEORIA

Existen ciertas propiedades fisicas en la naturaleza que son dependientes de la direccion en que
son medidas, las propiedades magnéticas es una. La anisotropia magnética en las ferritas es un
término que indica los estados de energia sobre las distintas direcciones en la que se magnetiza la
ferrita ante la presencia de un campo magnético externo.

Existen distintos tipos de anisotropia magnética en una muestra, estan son: 1) anisotropia
cristalina, también Ilamada anisotropia magnetocristalina, 2) anisotropia de forma o
demagnetizacion, 3) anisotropia de tensién y esfuerzo, 4) anisotropia inducida y 5) anisotropia de
intercambio [3].

De estas, unicamente la anisotropia cristalina es intrinseca al material. Estrictamente, la otras son
extrinsecas o inducidas. [3]

Espectro de Resonancia ferromagnética y la anisotropia magnética

Las distintas anisotropias en un material magnético son detectadas por el espectro en
Resonancia Ferromagnética (FMR) a través de la variacion angular de la muestra. El espectro FMR
se obtiene de la variacién de la energia absorbida por los electrones de la ferrita debido a la
variacion de campo magnético aplicado a la ferrita. La frecuencia a la que resuenan los momentos
magnéticos de la ferrita (espectro FMR) se expresa en términos de la segunda derivada de la
energia libre magnética [4]

hw\? 1 [d*EJ*E °E
<ﬁ> T MZsen?d |09%d@? 390¢|" @)
Donde hv es la energia de microondas de los fotones, g es el factor espectroscépico de una
particula aislada con todos los efectos anisotropicos mencionados al inicio de esta seccién, 3 es el
magnetén de Bohr, M es la magnetizacion de saturacion de la muestra, E es la energia libre del
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sistema, ¥ y ¢ son las coordenadas polares del vector magnetizacion en su orientacion de minima
de energia, figura 1.

Ejes de anisotropia
(0,0)

M(, @)

Figura 1. Angulos usados en la derivacion de

las condiciones de resonancia. El origen del

[ sistema de referencias es definido con
Sty Jq; respecto a los ejes de anisotropia. El campo
7-4 aplicado H,, esta orientado a un angulo
azimutal 6 'y declinacion @. La
magnetizacion M estd orientado a un angulo

azimutal ¥ y declinacion ¢@.

Despreciando la energia térmica, la cual es isotrépica por lo que no aparece en la ecuacion (1), la
energia libre E de un sistema conformado por particulas de un unico dominio, puede escribirse
como la suma de la energia magnetostatica y la energia anisotropica. Cuando el sistema de
referencia es definido tal que los ejes de anisotropia estan en direccion a lo largo de (9, @) =

(0,0) como se muestra en la figura 1, la energia libre es dada por:

1
E=M, {—Hup [sendsend cos(@ — @) + cosIcosp] + EHKF(ﬂ, (p)} ..(2)

donde (9, @) son las coordenadas polares del campo aplicado experimental H,, con respecto a los
ejes de anisotropia, Hx es el campo anisotrépico efectivo, y F(9, ¢) es un factor geométrico que
expresa la variacion de la energia anisotrépica como funcién de la direccién del vector
magnetizacion. [ 5 ]

H,p y F varian dependiendo de la fuente de la anisotropia. Para la anisotropia magnetocristalina, Hg
es 2K,/M,, donde K, es la constante anisotrépica a primer orden. Para la anisotropia de forma
uniaxial, H,, es uoM,AN, donde u, es la permeabilidad del espacio vacio y AN es la diferencia
entre los factores de demagnetizacion N,y N,, paralelo y perpendicular a los ejes de elongacion.
Para una anisotropia uniaxial, independientemente de la fuente

2 K, 4
F(9) = sen“9 + . Sen 9..03)
1
mientras para la anisotropia cubica
4 2 2 2 2 K, 4 2 2 2
F(9, ) = sen*dsen“@cos” ¢ + sen“9cos“?I +K—sen Jdcos“Isen“@cos @ ...(4)

1
Donde K es la constante anisotrépica a segundo orden (generalmente escrita como K’, de la

anisotropia uniaxial).

Utilizando la aproximacién a primer orden para calcular la orientaciéon del vector magnetizacion y
considerando Unicamente los términos de primer orden en Hi/H,..s, aproximandonos a la ecuacion

de Schlémann
hv \? Hy
( ) 1+ a..(5)

gﬁHTES ZHTeS
Donde H,.., es el campo aplicado a cual una particula en una orientacién arbitraria resuena y
d’E 9*E 1 E
a=—— cotf...(6)

to——+ 0
9%  d@?sen?d 99
Resolviendo la ecuacion cuadratica en ecuacion (5) para H,.s como una funcion de la orientacion:
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= (25 (2 -2

2 K" 2 2 4
Ayniaxial = 6€05°0 — 2 + K, (16cos“Osen“0 — 4sen”0) ..(8)

Para anisotropia uniaxial

Mientras para la anisotropia cubica,

Quniaxial = (1 — 5(cos?6sen’6 + sen*Osen’ § cos? §)

K, (cos*@sen?0 + sen*@sen’pcos? ¢ ©)
2K,\ —21sen*Ocos*0sen?pcos*¢

Como se observa en las condiciones anteriores la energia anisotropica es funcién de los distintos
angulos a lo que se encuentran el vector de magnetizacion. Por el método de deteccion
Resonancia Ferromagnética (FMR) las distintas anisotropias que contribuyen a la dinamica
magnética se observan en el espectro, variando angularmente las muestra como se explica a
continuacion.

PARTE EXPERIMENTAL
Preparacion de la muestra

Los micro-volumenes de grano sinterizado (MVGS) aislados de la ferrita ZngsNigsFe,O, de tamario
de 88-10500m y forma geométrica semejante a elipsoide, esfera y cubo se obtuvieron de un toroide
sinterizado, molido y tamizado. Cada una de las muestras se colocaron en contenedores ependorf.
2.2 Mediciones FMR- variacién angular / medicién de anisotropias magnéticas-

Las sefiales FMR fueron tomadas en un equipo espectroscépico marca JEOL-RES3X, cada uno de
los tubos ependorf fueron colocados en la cavidad resonante del equipo
con frecuencia de 9.45 GHz, potencia de microondas de 1mW vy temperatura ambiente
(aproximadamente 300°K). La medicién de la energia anisotropica en la absorcion FMR fue
obtenida a partir de un sistema fijo adherido a los polos del electroiman. Este consiste de un
goniémetro que media la variacién angular de las muestras, las cuales giran de 0° a 360°, con
pasos de 30°t 0.25° en sentido contrario a las manecillas del reloj. No se consideraron los ejes de
facil magnetizacion en las muestras. (Fig. 2)

Ranura en el
que coincids e

Gonitmetro Figura 2. Esquema de la variacion angular de
la ferrita dentro del espectrémetro. a)
Goniémetro usado en la variacion angular de
la ferrita. b) Alineacién del goniometro con el
tubo ependorf (contenedor de la ferrita), el
cero del sistema de referencia comienza a
espaldas de la muestra. c¢) Alineacion del
sistema (tubo ependorf y gonidémetro) a la
cavidad resonante del espectrémetro.
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Cada espectro FMR obtenido de las muestras MVGS absorben la energia de microondas de tal
forma que el espectro obtenido para cada muestra es la mostrada en la figura 3.

Absorcién directa FMR

Primera derivadade
Absprcién FMR
>
s
w

Figura 3. Esquema del movimiento del
momento angular ante la presencia de un
campo magnético aplicado H,,, el momento
magnético de los electrones de la ferrita
MVGS cambian su posicidon absorbiendo la
energia como se observa en la curva de
absorcién, el espectrémetro JEOL-RES3X
mide a primera derivada de la absorcion.
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RESULTADOS Y ANALISIS

En cada MVGS de la ferrita Zng sNigsFe,O,4 de tamafio de 88-1050m y forma geométrica semejante
a elipsoide, esfera y cubo se midieron los parametros indicados en la figura 4. Los parametros
medidos en cada una de las sefiales FMR son el campo maximo (H,/verde), campo resonante
(Hy/azul), campo minimo (Hyazul), semiancho izquierdo externo (semill;q.ou-cafe), semiancho
izquierdo interno (semill;q.i,/quinda), semiancho derecho interno (semillqe.i/naranja), semiancho
derecho externo (semillye.ou/rosa), ancho (L/fiusha), altura (h), semialtura (A/magenta),
semialtura (B/verde), conductividad de microondas (U -, JJ[I[]) y area bajo la curva (azul).

dP
dH

Se€]

Cu=A/B

hpyr =A+B

Area bajo la
Curva

Figura 4. Parametros medidos en las sefiales LFS (circulo amarillo) y algunos parametros de la

senal FMR de la ferrita Zng sNip sFe>04: campo maximo (Ha -verde), resonante (FIh -azul mezclilla)

y minimo (H, azul), asi como semiancho izquierdo externo (semil’, - cafe), semiancho

izq—out

izquierdo interno (semil”, . -guinda), semiancho derecho interno (semil’ -naranja),

izg—in der—in

semiancho derecho externo (semil,,  -rosa)y ancho (I -fiusha), area (area-azul), semialtura
(A-morado), semialtura B (verde), altura total (h=A+B) y conductividad de microondas (= A/B).

Todos los espectros de Resonancia Ferromagnética en sus diversas formas obtenidos al variar la
posicion angular en los micro-volumen de grano sinterizado (MVGS) de la ferrita ZngsNigsFe,04
muestran un singulete ancho y asimétrico, figura 5, la sefial de absorciéon FMR se propone como la
superposicion de una sefal no resonante y una sefal resonante. La sefial resonante se encuentra
en un intervalo de 90 a 240 mT. En la figura 5 se observa como al variar angularmente a la
muestra los campos maximo, resonante y minimo se desplazan, asi como las lineas de referencia
de cada uno de estos campos, linea negra, roja y azul respectivamente.
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Figura 5. Sefiales FMR de un micro-volumen de grano sinterizado de Ferrita con forma geométrica
semejante a un elipsoide. Se observa como al variar la posicién angular de la muestra el campo
resonante se desplaza (tomar como recta de referencia la roja), asi como los campos maximo
(recta negra) y minimo de la sefial de absorcién (recta azul cielo).

Cada muestra es analizada a través de los parametros propuestos en la figura 4. La grafica de los
parametros H,, H,, H., [, h, [1 en funcion del angulo insinuan comportamientos peridédicos para las
muestras de ferrita ZngsNigsFe,O, en sus formas cubica, esférica y elipsoidal. Las figuras 6, 7
muestran la relacion entre el campo resonante (H,), la conductividad de microondas ([1) y la
variacion angular sobre las muestras.
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Figura 6. Variacion angular (0) vs campo resonante (Hp) en microvolumen aislado de ferrita
ZngsNip sFe,O4 con forma: cubica, esférica y elipsoidal.
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Figura 6. Variacion angular ((J) vs conductividad de microondas ([J.,;;) en microvolumen aislado de
ferrita Zng 5Nig sFe,O4 con forma: cubica, esférica y elipsoidal.

El comportamiento peridédico de los parametros H, H,, H, [, h, [J[JOson evidencia de las
caracteristicas inhomogéneas magnéticas de la muestra asociadas a la energia anisotropica. El
comportamiento periodico de H,, Hp, H, [, h, [I[lUes evidente a través del desfasamiento de las

gréficasen H, y

(1 como se observa en las graficas de la figura 7.
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Figura 7. Variacion angular (0J) vs campo resonante (H,) y conductividad de microondas () en
microvolumen aislado de ferrita ZngsNigsFe,O4 con forma: cubica, esférica y elipsoidal donde se
observa rotundamente el comportamiento periédico de la sefial FMR desfasando las sefiales.

El campo anisotrépico (HK) de la ferrita ferrita Zng sNiysFe,O4 en cada una de las muestras es:

HK - HK —magnetocristalina + HK — forma + +HK —tension y esfuerzo + HK —inducida + HK —int ercambio
Para la ferrita el termino de mayor influencia es el debid principalmente a los dos primeros
sumandos, la energia magnetocristalina y la de forma geométrica de la muestra. De la figura 7 se
observa que la energia de forma no tiene influencia debido a que se observan los comportamientos

en cada una de las formas, “increible en un sistema como este”, donde no se tiene control estricto

de la forma geométrica de las muestras.

CONCLUSIONES
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Cada uno de los parametros comportamientos periddicos presenta comportamientos periodicos,
hecho increible para un sistema no ideal.
La contribucién de la anisotropia de cristalina es la principal en este sistema.
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RESUMEN

El aprendizaje de la ciencia en estudiantes de secundaria se dificulta con las metodologias
tradicionales por lo que se realizé una investigacién disefiando una estrategia diferente en la
Secundaria Raul Isidro Burgos en Xicohtzinco Tlaxcala sobre el aprendizaje y comprension de
algunos conceptos astronémicos, como son la formaciéon del universo y la importancia de su
estudio, planetas estrellas meteoritos, galaxias, constelaciones, etc. En esta escuela la desercion
es muy alta y el interés por la ciencia es bajo. Se trabajo con estudiantes de segundo y tercer afio
de secundaria con un grupo experimental y otro de control. Al grupo experimental se le dieron
lecturas de ciencia ficciéon que contenian algunos conceptos de astronomia al inicio de la clase. Se
procedié a trabajar con ambos grupos de la misma manera y finalmente se les sometié a un
cuestionario para identificar el aprendizaje de dichos conceptos. Aunque los estudiantes no logran
asimilar con facilidad la informacion que se les proporciona, en el grupo de control se observé que
la ciencia ficcion si atrajo a los estudiantes al estudio de la fisica y clarificé su interpretacion
cientifica del Universo. La gran mayoria de los estudiantes declaraban que los diferentes cuentos
de ciencia ficcion les permitian observar los fendmenos desde una nueva perspectiva y eso les
ayudaba mucho a comprender mejor los aspectos fisicos estudiados; ademas, se sentian mas
resueltos a traspasar la barrera de la clase y profundizar en los conceptos o explorar nuevos temas
que estuvieran relacionados.

INTRODUCCION

Para su supervivencia el ser humano ha tenido que desarrollar su pensamiento y su comprension
del mundo dando paso a la ciencia. Y para complementar su evolucion, ha desarrollado su
habilidad para expresarse, dando paso al arte. Nuestra especie se ha fortalecido gracias a la
vinculacion de estas dos. Sin embargo, con eo paso del tiempo estas dos actividades se han ido
separando. Aunado a esto, para nuestra sociedad actual, si las cosas no tienen utilidad inmediata,
dejan de ser trascendentes. Segun la encuesta sobre la percepcién publica de la ciencia y la
tecnologia (ENPECYT) 20136, realizada en comunidades urbanas a mayores de edad, el 82.1% de
la poblacién estd interesada en los avances cientificos; sin embargo, solamente el 18.5% visito
exposiciones tecnoldgicas o industriales; el 16.3%, museos de ciencia y tecnologia; el 12. 9%,
planetarios y el 8.2%, la semana nacional de ciencia y tecnologia. ademas, apenas el 27.3%
considera que ser investigador cientifico es una de las profesiones mas respetables en el pais,
abajo del médico (28.5%), pero arriba del ingeniero (16.9%). Es decir, a muy poca gente le
interesan la fisica y las matematicas y es necesario fomentar el interés en nuestros estudiantes
para lograr el desarrollo de nuestra nacion.

Muchos libros de texto de Fisica han sido disefiados para que el estudiante se sienta exhortado a
observar su alrededor y realizar sus propios experimentos. Sin duda, hay un amplio abanico de
herramientas que los docentes encargados de ensefar Fisica pueden emplear. ;Entonces, por
qué sigue siendo de las materias mas rechazadas? Es posible que una de las causas sea que,
debido a su caracter racional, tan cercano al de las matematicas, los estudiantes, y los mismos
profesores, no se sientan parte del contenido (olvidando que la Fisica estudia TODO). En cambio,
las materias relacionadas con La literatura son mas apreciadas por el alumnado, porque permite al
lector explorar un torrente de emociones, que pueden ir desde el repudio hasta la pasién fervorosa.
e hay un verdadero vinculo con la estética y la ciencia. Al enlazar la Fisica, de las ciencias duras,
con la literatura, de las artes puras, es posible hallar un equilibrio que permita al estudiante
entender la naturaleza de le rodea sin olvidarse que es parte de ella, -
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TEORIA.

La comprension sobre el funcionamiento de la mente ha avanzado mucho gracias a las
neurociencias. Se ha descubierto que las emociones juegan un papel fundamental para el
aprendizaje. Y para llevar a cabo el acto educativo los profesores deberan considerar la
importancia de las emociones y generar estrategias para lograr el aprendizaje de sus alumnos. Por
ende, los aprendizajes significativos son producto de la interacciéon que fluye entre el docente y el
estudiante permeados por emociones gratas, los cuales internalizados en un proceso entre la
razon y la emocion garantizan un efecto satisfactorio. Es natural esperar que haya una buena
relacién entre profesor y estudiantes para que el proceso de aprendizaje se desenvuelva de la
mejor forma. Después de todo, diferentes emociones provocan distintas reacciones.
Particularmente, la lectura de textos provoca un sinfin de respuestas en los estudiantes. Aunque
suele ser rechazada al principio, porque como cultura no tenemos muy desarrollado el habito de la
lectura, no obstante, en muchas aulas, se ha logrado estimular adecuadamente porque mueve las
emociones del estudiante.

Hugo Gernsback acuné el término ciencia ficcion en 1926 en su trabajo de escritor, quien lo utilizd
en la portada de la que seria una de las mas famosas revistas del género: Amazing Stories. Sin
embargo, hay que remontarse tiempo atras para encontrar los primeros relatos de este género.
Aunque los expertos encuentran ejemplos mucho mas antiguos, el que estad considerado
generalmente el primer relato de ciencia Ficcion es Frankenstein, de Mary Shelley (1818).
Posteriormente, en los afos 30 del siglo XIX, Edgar Allan Poe escribié relatos como La
incomparable aventura de un tal Hans Pfaal o Revelacién mesmérica, que sin duda deben
englobarse dentro de este género literario. También en el siglo XIX aparecerian Julio Verne y H.G.
Wells, ambos considerados dos maestros del género, si bien el primero se centraba mayormente
en el desarrollo del ingenio e inventos cientificos y el segundo en la critica social. Pero
seguramente fue la primera mitad del siglo XX la que podriamos denominar como Edad de Oro de
la ciencia ficcién, con la aparicién de autores como Isaac Asimov, Arthur C. Clarke, Aldous Huxley,
George Orwell o Ray Bradbury.

La ciencia ficcion es un género narrativo que sitia la accién en unas coordenadas espacio-
temporales imaginarias (por tanto, diferentes a las nuestras) y especula racionalmente sobre
posibles avances cientificos o sociales y su impacto en la vida de las personas. Es muy importante
recordar que no es un texto veraz, aunque si verosimil, es decir, bajo la légica de la historia deben
tener sentido los acontecimientos en ella descritos. Asi que se deben considerar tres aspectos
primordiales para identificar una obra de ciencia ficcién apta para la ensefianza:

Linea l6gica: Como ya se mencionaba, a lo largo del desarrollo, la historia debe mantenerse
apegada a los principios que plantea (es decir, no debe contradecirse) y los lectores debemos
tener presente que la historia se desenvuelve en un universo distinto al nuestro, cuya logica puede
0 no coincidir con la de nuestro mundo. Si consideramos, ademas, que la palabra ficcién significa
moldear o inventar, con mayor razén podemos defender que la calidad de una obra de ciencia
ficcion depende de cuan capaz sea el autor de moldear o inventar su realidad. El segundo aspecto
a considerar es el lenguaje simple. Toda buena redaccién debe tener un lenguaje pulido y ser lo
mas claro posible. Los textos cientificos estan dirigidos a un publico especializado, por lo que no
cualquiera es capaz de comprenderlo. La literatura de ciencia ficcion no puede abusar de los
términos técnicos, debe se mas simple y facil de comprender. Exhorta a desarrollar la curiosidad y
el sentido critico Por ultimo, pero no menos importante, hacemos énfasis en esta caracteristica,
porque una buena lectura de ciencia ficcidn siempre invita al lector a profundizar en el
conocimiento, asi como a analizar y reflexionar sobre lo leido.

La cualidad que mas nos interesa de la literatura de ciencia ficcion, después de su caracter de
racionalizacién, es que incentiva la imaginaciéon, arma necesaria para enfrentarse a la ciencia y
salir airoso: cuestionarse y tratar de desentrafiar los misterios mas reconditos de la naturaleza no
solo es el deber de un cientifico, es su pasion. Hace siglos se ha intentado emplear la literatura de
ciencia ficcion como herramienta de ensefianza de la Fisica, sin embargo, el obstaculo que puede
existir al trabajar con literatura de ciencia ficcion es que los estudiantes muchas veces no
encuentran placer en este arte. Los medios visuales han conquistado nuestra era y, para muchos,
la comunicacion escrita ha perdido su valor. No obstante, cada dia miles y miles de estudiantes
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que reniegan de las lecturas que tienen que hacer para sus cursos pasan horas leyendo historias
en las redes sociales. ;Por qué entonces se rechazan los textos académicos? La escuela
distorsiona el vinculo con la lectura al presentarla como tarea que se resuelve rapidamente, en
casa o en el aula, sin que se tome en cuenta simultaneamente su dificultad y su potencialidad.
Cuando la lectura se impone, no se llega a ningun lado. Es necesario promover el interés del
estudiante en la misma.

PARTE EXPERIMENTAL

Para disefar las estrategias didacticas que incluyeran ciencia ficcion, primero enfrentamos a
estudiantes de diversos grados a distintas lecturas de la misma, sin acompafarlas de informacién
cientifica, simplemente para estudiar su interaccidon basica con la misma y sondear el terreno al
que nos enfrentariamos.

Después se hizo una seleccion particular de textos, considerando variedad y extension, ademas de
tematica. Naturalmente, hay textos de ciencia ficcién cuyo contenido es excelente para promover el
aprendizaje, no obstante, tienen el inconveniente de que también pueden ser dificiles de digerir
para estudiantes mas jovenes, asi que también se eligieron qué textos serian mas adecuados para
secundaria.

Después de la fase diagndstica, se disefiaron distintas actividades para promover el conocimiento
activamente. En nuestro pais, el programa educativo de la SEP indica que los estudiantes del
segundo afio de secundaria deben recibir el curso de ciencias con enfoque en fisica, abarcando
varios temas (que no necesariamente estan organizados de la mejor manera) y que cierran con
explicaciones acerca del origen y la evolucién del Universo, asi como caracteristicas de sus
componentes principales. Precisamente sobre este tema ser realizaron las pruebas del impacto de
la ciencia ficcion en los estudiantes.

Nuestra muestra fueron grupos de secundaria que ya habian recibido clases del Universo. En total
fueron cuatro grupos de una escuela publica de Tlaxcala (Escuela secundaria general Raul Isidro
Burgos). En esta escuela, los estudiantes pertenecen a comunidades mas bien rurales y reciben un
curso de fisica tradicional (en el que su docente expone el tema y hace que los estudiantes
resuelvan ejercicios). Asimismo, habia muchos aspectos que no se habian previsto. La desercion
es muy alta. Los grupos de tercer afo tienen menos de la mitad de alumnos que los de segundo.
Es importante aclarar que la actividad se planeaba precisamente para estudiantes del segundo
grado, que tenian mas frescos los conocimientos del tema, pues recién los habian estudiado, sin
embargo, las condiciones se prestaron para trabajar con los otros dos grupos y se pudo estudiar el
impacto de la ciencia ficcion en otras circunstancias.

Se trabajé con dos grupos de segundo afo y dos de tercero, en cada grado habia un grupo
experimental y uno de control. A todos se les aplicaron las mismas preguntas: ;Qué es el
Universo? y ¢cudl es la importancia de estudiarlo?, al principio o al final de la sesion, dependiendo
de si trataba de un grupo experimental o el de control. La diferencia entre los grupos de control y
los experimentales radicaba en que los primeros respondian antes de recibir la dindmica y los
segundos, después de su sesién con ciencia ficcion (fue un requisito de la escuela para permitirnos
trabajar con sus estudiantes). Todos habian recibido sus clases correspondientes al tema del
Universo, por lo que, al realizar las preguntas de encuadre, se esperaba que apelaran a su
conocimiento al respecto. Al trabajar con los grupos de segundo de esta escuela, el H era el de
control y el G, el experimental. El primero respondié las preguntas sin una sesién previa con
ciencia ficcién. El grupo de control tenia 38 alumnos y el experimental, 40. Ademas de las
preguntas (que solamente eran nuestra forma de evaluar la situacion de los estudiantes), la sesion
tuvo un encuadre oral en que los alumnos comentaban sus perspectivas del Universo, formando
parejas para que posteriormente pudieran comentar y redactar sus respuestas en el caso de los
grupos experimentales. Se les leyd un fragmento del cuento "Si te olvido, oh, Tierra “de Arthur C.
Clarke. Se trat6 de definir de manera general el concepto de Universo. Los nifios hicieron una lluvia
de ideas sobre la formacién del Universo y cuerpos celestes. Se analizé la Teoria del Big Bang y
se mostrd una presentacion multimedia que se enfocaba en dar una idea a los alumnos de donde
estamos.

RESULTADOS
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La literatura de ciencia Ficcidon permiti6 no solo involucrar a los estudiantes con los temas
abarcados en las sesiones, sino que la interaccion entre profesor y alumnos se desenvolvié de
forma fluida logrando que el grupo se sintiera cautivado.

Las principales dificultades que se enfrentaron en el nivel secundaria fueron cuestiones de tiempo,
lo que ocasion6é que se limitaran las actividades que se podian realizar. Los estudiantes se
prestaron gustosos a que se experimentara con ellos y, en general, se obtuvo una respuesta
positiva. Eran capaces de relacionar los cuentos con lo aprendido en el curso y utilizarlo para
complementar sus conocimientos adquiridos.

Qué es el Universo
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Respuestas a qué es el Universo de ambos grupos de segundo grado. 1. Todo lo que nos rodea,
esta formado por galaxias (2), estrellas (3), 4. Otros, tiene polvo césmico (5), gases (6), materia en
todas sus formas (7), cuerpos celestes (8), planetas (9), 10. Fue resultado de la gran explosién, 11.
Es la totalidad del espacio y el tiempo, 12. Es donde nos encontramos, 13. Es energia césmica,
tiene asteroides (14), cometas (15), nebulosas (16), nubes (17), satélites (18), 19. Es infinito. Para
la figura de la derecha, la relacién es: 1. Tiene planetas, 2. Es una agrupacién, estd formado por
estrellas (3), galaxias (4), 5. Otros, tiene satélites (6), polvo césmico (7), cometas (8), 9. Es el
resultado de la gran explosién, tiene gases (10), hoyos negros (11), asteroides (12), 13. Espacio
vacio, 14. Tiene meteoros, 15. Todo lo que nos rodea/existe.

En el caso de estos grupos podemos observar que el grupo de control (que respondié antes de la
sesion con ciencia ficcion, produjo una cantidad mas diversa de respuestas. La mayor mejoria que
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se not6 en el grupo experimental es que la sesién habia dejado claro qué son los cuerpos celestes
cuando respondian que el Universo esta formado por cuerpos celestes, los enumeraban, mientras
que los estudiantes del grupo de control confundian el concepto con estrellas o algun otro tipo de
cuerpo. En el grupo de control, la respuesta mas popular (52 %) era que el Universo era el Todo y
en el grupo experimental, que tenia planetas (80 % y en el grupo de control solamente fue
mencionado por el 15 %). Cabe destacar que, aunque las respuestas del grupo de control fueron
muy variadas, no tenian tanta confianza al responder; por otra parte, las respuestas del grupo de
control permitian observar tendencias mas definidas y coherentes.

Por qué es importante
estudiarlo (2H)
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Fig. 3 Grupo de control

Columnal Columna4

Para conocer mas sobre el Universo 27
Debemos saber qué es en siy cémo se formd lo que nos

rodea 24
Resolver misterios/dudas 21
Otros 18
Qué contiene 15
Vivimos/existimos en él 15
Es hermoso e interesante 12
Conocer nuestro origen (toda la materia) 6
NC 6
Para saber qué hay mas alld de nosotros/nuestro alrededor 6
Para saber si hay mas vida 6
Conocer otros planetas 1
Evitar enganos 1
Por qué se genera esa energia 1
Saber si algo puede hacernos dafio 1
Para saber dénde estamos 1
Saber sobre las teorias 1
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Columnal Columna2

Para conocer mas del Universo, como esta compuesto,

qué caracteristicas tiene 40
Para saber qué hay mds alla del cielo, conocer nuestro

alrededor, mas alla de nuestro planeta 30
Para saber si existen planetas con vida 25
Porque sin él no existitiamos/estamos en él 20
Resolver dudas/quitarnos la curiosidad y saberlo

cierto/evitar engafios 10
Tenemos que prestarle atencidn al espacio exterior 5

Entender el BB

Por qué brillan las estrellas
Por las explosiones que se dan cuando una estrella
muere

Para saber qué contiene cada estrella

Para explicar la realidad en que vivimos

(2N R RN,

Para saber cémo es que toda esa materia llegd

Aunque no puede haber respuestas correctas o incorrectas al decir cual es la importancia de
estudiar el Universo, si podemos observar un par de cosas: en primer lugar, que los estudiantes
tendian a responder conforme lo que conocian y/o entendian del Universo y, por lo mismo, las
tendencias fueron mas marcadas en el grupo experimental, que ya tenia una idea mas definida de
lo que es el Universo. En ambos grupos, la tendencia principal fue decir que el Universo tiene
planetas (55 y 78 % en los grupos modelo y de prueba, respectivamente). También se
mencionaron otros cuerpos celestes, como estrellas (45 y 56 %), meteoros (9 y 33 %), entre otros.
Aunque en este caso el grupo experimental produjo una mayor variedad de respuestas, las
tendencias mostraban una mejor descripcién del Universo en el sentido cientifico.

Para los grupos de tercer afo:
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Respuestas a ¢qué es el Universo? del grupo 3G y 3H. La relacidon de respuestas y los niumeros
para las graficas superiores son: compuesto por planetas (1), estrellas (2), meteoros (3), cuerpos
celestes (4), sol (5), luna (6), 7. Un lugar, 8. Espacio. Para la figura inferior es: lleno de planetas (1),
estrellas (2), galaxias (3), soles (4), 5. Es infinito, tiene sistemas solares (6), constelaciones (7), 8.

Distante, tiene Via lactea (9).
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Fig 8. experimental

Respuestas de por qué importante estudiarlo: para conocer mas sobre él (27 % del grupo de
control y 67 % del experimental), aunque el grupo experimental complementaba su respuesta
diciendo que conocerlo mas incluye saber como esta compuesto y qué caracteristicas tiene, es
decir, tenian una mejor idea de como aproximarse al conocimiento. Podemos observar las
respuestas que dieron los alumnos de tercer afio a por qué es importante estudiar el Universo. Por
supuesto que en este caso tampoco se puede hablar de respuestas correctas e incorrectas. Lo que
si podemos observar es que, para la mayoria del grupo experimental, el Universo se debe estudiar
para saber qué lo conforma, como es y qué contiene (67 %), mientras que para la mayoria del
grupo de control considero era importante para saber si hay vida mas en otros lugares del Universo
(27 %). A pesar de la dificultad que implica analizar estos datos, cualitativamente se puede decir
que los estudiantes no logran asimilar con facilidad la informacién que se les proporciona. La
desercién es un verdadero problema que deberia atacarse de todas las formas posibles. En cuanto
a nuestra investigacion, la ciencia ficcion si atrajo a los estudiantes y clarific6 un poco su
interpretacion cientifica del Universo. No obstante, este tipo de literatura es mas dificil de asimilar
por publico de esta edad, que confunde todavia la fantasia y la realidad.

CONCLUSIONES

De manera general, se observé que los estudiantes se manifestaron mas atraidos a la Fisica al
presentarles una historia de ciencia ficcién; incluso manifestaron su interés en explorar aspectos
diferentes a los tratados en clase. Asimismo, se promovié enormemente la confianza de los
individuos, lo que se manifestaba en la seguridad que los estudiantes tenian al participar, pues se
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disminuyeron el temor y verglenza de errar. Cabe destacar que los estudiantes de secundaria
confundian la realidad y la ficcion de los cuentos con facilidad. El tipo de ejercicios que se llevaron
a cabo con ellos tendrian que modificarse para permitirles una mejor asimilacion de conocimiento y
evitar que enreden la realidad con la fantasia. Sin embargo, también hubo una notoria mejoria en
la claridad que tenian los estudiantes respecto a un concepto. La gran mayoria de los estudiantes
declaraban que los diferentes cuentos (o fragmentos) de ciencia ficcion les permitian observar los
fenémenos desde una nueva perspectiva y eso les ayudaba a comprender mejor los aspectos
fisicos estudiados; ademas, se sentian mas resueltos a traspasar la barrera de lo visto dentro de la
clase y profundizar en los conceptos o explorar nuevos temas que estuvieran relacionados. No
obstante, hubo un porcentaje que aseguraba que no le habia ayudado en absoluto o que le habia
generado mas dudas que respuestas. La mayor desventaja es que hay un pequefo, pero no
despreciable, sector de la poblacién estudiantil que se muestra renuente a este tipo de actividades.
Rechaza las lecturas porque les cuesta mantenerse concentrados en la historia. En resumen,
hemos observado que al utilizar la literatura de ciencia ficcion como herramienta para la ensefanza
de la Fisica se aumenta el interés en esta disciplina, permite clarificar conceptos y disipar dudas de
los temas estudiados, se desarrollan habilidades inter e intrapersonales (pues aumenta la
seguridad del alumnado) y se ayuda enormemente a mejorar las habilidades de comunicacion
escrita y oral. También se observé que el nivel medio basico debe trabajarse con mas cuidado para
que la asimilacion de conocimientos sea eficiente. En general, promete ser una buena estrategia
didactica para los estudiantes en mas de un sentido y amerita ser estudiada con mayor
profundidad.
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IMPORTANCIA DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA EN UN MODELO MATEMATICO
SIMPLE DE SINAPSIS GLUTAMATERGICAS

Torres Mena Oscar |., Zamorano Ulloa Rafael

ESFM-IPN. Depto. de Fisica, U.P.A.L.M. San Pedro Zacatenco, 07738, México, CDMX.

RESUMEN

La comunicacién neuronal quimica se da cuando un neurotransmisor NT (como el glutamato (glu))
atraviesa el espacio sinaptico (ES) desde una neurona llamada presinaptica hasta otra llamada
postsinaptica. Para el estudio de este fendbmeno se hace uso de modelos matematicos que
describen el comportamiento del glu en el ES. Es de suma importancia conocer las condiciones
biolégicas para traducirlas a condiciones de frontera (BC), ya que de estas depende el correcto
modelado matematico, por muy simple que sea. De las BC dependen las soluciones del modelo
matematico (ecuacion homogénea de difusion EHD en coordenadas cilindricas), obtenidas
mediante el método de separacion de variables MSV. En este trabajo se muestra que distintas
condiciones matematicas desembocan en distintas soluciones, que biolégicamente no siempre son
aceptables, reales, o biolégicamente saludables. A través del conocimiento de cuales son los
parametros causantes de un comportamiento anémalo de la sinapsis, se logra saber qué factores
biolégicos son los que provocan algunos padecimientos. EI MSV permite observar que la difusion
no depende de la geometria escogida. Los resultados mostrados revelan que un modelo simple
funciona muy bien para el caso de las sinapsis glutamatérgicas SGlu, siempre que se escojan
adecuadamente las BC. Angularmente se obtiene una suma de senos y cosenos, temporalmente
una exponencial decreciente, radialmente una suma de funciones de Bessel de primer tipo,
mientras que para el eje z se tiene la opciéon de una suma de senos y cosenos, 0 una suma de
senos hiperbdlicos y cosenos hiperbdlicos dependiendo de las BC y las constantes de separacion.
Se anticipa que para el tratamiento del Alzheimer se puede tratar de controlar no solo la cantidad
de glu en el cerebro, si no el coeficiente de difusién del espacio sinaptico. Inclusive, con el estudio
de estos dos parametros se pueden buscar una temprana deteccion de padecimientos cerebrales
degenerativos.

INTRODUCCION

El estudio de las sinapsis es de suma importancia, ya que de esta depende una correcta
comunicacion neuronal y por lo tanto un éptimo funcionamiento de las actividades cerebral como la
memoria, el aprendizaje y otras funciones cognitivas [1-3] Una diversidad de estudios han
encontrado que las SGlu estan fuertemente involucradas en enfermedades como Alzheimer,
padecimiento de Huntington, Parkinson, esquizofrenia, demencia y autismo [4-10].

“Las neuronas cuentan con ramificaciones especializadas llamadas dendritas y axones. Las
dendritas traen informacién del cuerpo de las neuronas (llamado soma) y los axones toman la
informacion del soma. La informacién de una neurona viaja a otra neurona a través de la sinapsis
la cual contiene una pequena separacion entre las neuronas. La sinapsis consiste de:

1.- Una membrana presinaptica, la cual contiene NT.

2.- Una membrana postsinaptica, que tiene los receptores para los NT.

3.-Un ES, o un espacio entre las membranas presinaptica y postsinaptico. En este espacio las
neuronas no se tocan” y puede ser aproximado como un cilindro, al cual llamaremos cilindro
sinaptico.

Las tapa y base del cilindro sinaptico estan formadas por la membranas presinaptica y
postsinaptica correspondientemente. La pared lateral de dicho cilindro no es fisica, solamente
denota el interior y exterior del ES.

Existen modelos complejos que describen el cerebro como una circuiteria, como el famoso modelo
de Hodgkin y Huxley, con el cual merecieron el premio nobel de Medicina-Fisiologia en 1963, sin
embargo, le restan importancia en su papel central a la sinapsis, la cual viene a ser un switch on-
off de dicha circuiteria Dentro del modelado matematico de las sinapsis, son de relevancia a) la
naturaleza del NT, b) la concentracion del mismo y c) las BC. En este trabajo estudiamos el

2417



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

impacto que tiene la eleccion de las BC y su significado biolégico. Modelamos una sinapsis sencilla
y la resolvemos bajo dos conjuntos de BC distintos | y Il.

Vesfcula
sindptica con las !
moléculas del - axdnico
neurotransmisor [ T

Célula

Hendidurs presindptica
sindptica Célula
Postsindptica
. oV, u’:. o "
i . [ R = \‘\ [ [!
| e e S ‘e —
Receptor del
neurotransmisor

Fig. 1. Representacion de una sinapsis tipica sencilla. En rojo se muestra la membrana
presinaptica, de donde se han liberado algunas vesiculas de NT (mostrados como puntos rojos),
mientras que otras vesiculas (en azul claro) aun esperan su turno para tomar partida en la
comunicacién neuronal. En verde aparecen los receptores, en los cuales se funden los NT, gran
parte de una comunicacion exitosa depende no solo de la cantidad de glu liberado, sino también de
la correcta actividad de los receptores. Imagen tomada de [13].

En el primer caso consideramos que la difusién de glu en el cilindro sinaptico presenta simetria
angular, esto quiere decir que no hay diferencia en la difusion de NT por el frente del cilindro
sinaptico o por atras. También tomamos que no escapa NT por la pared lateral de dicho cilindro.
En el modelo Il se pide periodicidad al dar una vuelta alrededor del cilindro. Modelamos el ES
como un cilindro de radio R y largo L. Solucionamos la EHD mediante MSV [14]. Obtenemos
funciones Bessel para la parte radial, cuyo orden depende de las condiciones impuestas a la parte
angular, esta ultima es siempre periddica y se expresa como una suma de funciones senos y
cosenos. Las posibles soluciones para la altura z son senos y cosenos trigonométricos o
hiperbdlicos, dependiendo de las condiciones impuestas en esta coordenada. La solucién temporal
es una exponencial decreciente, de hecho, el comportamiento temporal no depende de la
geometria. Ya que el NT, al viajar de una membrana a otra, lo hace de una manera indiferente a la
geometria, importando solamente la separacién entre las membranas. El hecho de que la
geometria no afecta el comportamiento temporal de la difusién se debe a la caracteristica
matematica de separacién de variables para resolver la ecuacioén diferencial parcial de difusion de
este caso. Estos resultados en conjunto indican que la imagen global del modelo es fuertemente
dependiente de las condiciones de frontera y estas son finamente determinadas por las
condiciones bioldgicas que rigen el proceso de sinapsis. Un conocimiento mas profundo de la
biologia molecular, de la fisiologia de la sinapsis afina mas las BC matematicas y convierten a un
modelo matematico mas representativo del fenomeno de sinapsis. Las BC son un puente crucial
entre la biologia de la sinapsis y el modelo matematico.

METODOS
Llamando u a la concentracion, y a las coordenadas cilindricas r, 6, z al tiempo t, la concentracion
al tiempo t en un punto en el espacio es

u=u(r6,zt1t) (1)
Dado que es un fenémeno de difusion, se usd la ecuacién homogénea (las vesiculas rompen
dentro del espacio sinaptico en t=0, no se agrega glu durante t>0) de difusion EHD

viy =22 2)

Donde D es la constante de difusién. Hay dos tipos de constante D, el real y el promedio, esto
debido a la tortuosidad, que es la medida de desviacién respecto de una linea recta, que existe
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dentro del espacio sinaptico. Ya que se pretende trabajar un modelo simple, tomamos el D
promedio. En la Fig. 2 se muestra una gréfica del significado de tortuosidad.

\/\_/M

Ly
Fig.2. Tortuosidad: Desviacién de la distancia real recorrida respecto de una linea recta L/L,.

Consideramos al espacio sinaptico como un cilindro de radio R y altura L. Si bien existen neuronas
que no son tan préximas a un cilindro, se pueden aproximar estas como un conjunto de cilindros,
Sigrist [15] menciona en su trabajo que hay un conjunto de nanocolumnas dentro del ES a través
de los cuales se mueve el NT, estas columnas nos dicen también que tan eficiente es la sinapsis
en esa neurona, ya que obtener la maxima eficiencia las vesiculas deben romper justo arriba de los
receptores, la adaptacién de la neurona para lograr esta efectividad esta relacionada con la
plasticidad sinaptica.
Se solucioné la EHD mediante el método de separacién de variables MSV, el cual tiene la bondad
de permitirnos analizar variable por variable sin interferir con las demas. Por el MSV la solucién se
propone de la siguiente manera

u(r,6,z;t) = R(r)0(0)Z(2)T(t) (3)
Donde cada uno de los multiplicandos es funcion de solo una de las variables.

SOLUCION
Solucién general
Se parte de la EHD en coordenadas cilindricas. La ecuacion a resolver es:
2 10 1 9?2 92 10u
Grtimtmam tom) =55 (4)
De (4) es notorio que el comportamiento temporal no depende matematicamente de la geometria,
ya que dicho término (lado derecho de la ecuacion) queda completamente aislado.

Por el MSV se tiene que

TOL k24D +T(t) =0 (5a)
LI T k24 2(2) = 0 (5b)
LO0 Tk 0(0) =0 (5¢)

d2R(r) . 1dR(r) — k3
0 4 2ED (LR FRE L2 RE) =0 (5d)

Las soluciones son (Zill, 2015):

T(t) = A * exp[+kZDt] (6a)
Z(z) =B * exp[i,/ik%z] (6b)
0(0) =C+* eXp[i\/ikéel (6¢c)

Con A, B, C,E y F son constantes a determinar, dependientes de las BC, ademas

Kz = 3 F k? (7)
Donde el primer subindice corresponde al signo que puede tomar k2 y el segundo k2. El primero
sumando de (6d) es la funcion de Bessel de primera clase y el segundo es la funcién de Bessel de

segunda clase, ambas de orden +./Fk2, en conjunto se llaman ecuacién paramétrica de Bessel de

orden ++/Fkj.
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Aun no se han impuesto BC bioldgicas, pero se deben hacer consideraciones matematicas para
tener resultados matematicamente posibles. Para las soluciones en z y 6, si el numero dentro de la
raiz es negativo, entonces se tiene seno y coseno (notacion de Euler: e™* = cos(x) + i sen(x)), si es
positivo, se tienen funciones hiperbdlicas (senh y cosh). Angularmente se cumple que
0(0) =06 + 2n) (8)
Con 6 € [0,2r]. Es decir, angularmente existe una periodicidad 2m. Al dar una vuelta angular
completa dados un radio, una altura y un tiempo fijos se debe de obtener el mismo valor, de aqui
se puede ir acotando las posibles soluciones. k3 se escoge con el signo inferior, ademas
k@ =neN
para poder tener soluciones aceptables. Por lo tanto
0(0) = C = exp[£ind] (9)
Temporalmente la concentraciéon debe decrecer dado un punto en el espacio, por lo tanto, de (6a)
hemos de escoger a la constante de separacion temporal con el signo inferior. Las distintas
funciones solucién estas siguen ligadas por las constantes de separacién. Esto se nota claramente
en la solucién radial donde aparecen todas las constantes de separacion ademas de que la
constante radial depende de la azimutal y temporal y el orden de la constante angular. Note
también que el argumento de las funciones de Bessel debe ser real, por tanto:
ki s> ki, > ki =+kZ+kE=0 (10)
Gréficas
En la Fig. 3a) se muestran las graficas correspondientes a las posibles soluciones temporales
mientras que en la Fig. 3b) se muestran las posibles soluciones para Z(z) cuando se escoge el
signo positivo para su constante de separacion, dando como solucién funciones hiperbdlicas.

a) b)

N
N

T

S W

Z(z)=cosh(z

n

— e b2 D W
¥

T(t)=5e~ (z)=sinh(z)

n

M . Ly
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Fig. 3. a) La curva morada es la funcion T(t)=5Exp[-t] (el coeficiente es solo para mostrar su
comportamiento), esta funcidon es decreciente, como se busca que sea el comportamiento
temporal. La curva azul es la funcion T(t)=Exp[t], es una funcion creciente, escoger esta funcion
implica que la concentracién creceria con el tiempo. b) En azul se grafica el senh, la cual es una
funcion creciente. En morado se grafica la funcién cosh, en el origen (z=0) no es cero.

Z

Como ya se menciond, la concentracion debe decrecer con el tiempo, por lo tanto se escoge la
curva morada de la Fig. 3a), independientemente de la geometria del espacio.

T(t) = A * exp[—kZDt] a1
Es de suma importancia el notar el valor que toman las curvas de la Fig. 3b) en el origen, ya que
de este dependera cual de ellos se elegirda como soluciéon. Cuando se escoge el senh es porque no
se tiene concentracion en la membrana postsinptica (condiciones normales), mientras que si se
escoge una suma de cosh no nula (pueden sumarsele también senos hiperbdlicos) implicaria una
concentracién distinta de cero en la membrana postsindptica, lo cual generalmente indica
problemas de neurotoxicidad.
En la Fig. 4 se muestran las graficas de las funciones sen y cos, estas se obtienen cuando se
escoge negativa la constante de separacion de las ecuaciones 4b) y 4c).
Se exige que el comportamiento angular sea una combinaciéon de sen y cos. Recordando la
expresion (10)
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Podemos escoger cualquiera de los signos para la constante de separacion k2, sin olvidar la

restriccion mostrada en la expresion anterior. Es decir, la forma que tome la solucién en z depende
de la soluciéon temporal, y estas dos a la vez tienen influencia sobre la solucién radial, o bien, la
solucién radial y la temporal afectan a la solucion del eje z. Vivek [16] escoge la constante
negativa. En la Fig. 5 vemos como las funciones de Bessel de primer tipo tienen un valor bien
definido en r = 0, mientras que funciones de segundo tipo divergen en r = 0. El orden de estas
ecuaciones (el subindice en J y Y) esta dado por la constante de separacion angular.

a(h), Z(z)
1.0+

0(0),Z(z) = sin|0, z]

057
0(0),Z(z) = cos|
-10F
Fig. 4. Se muestran las funciones sen y cos, estas funciones son posibles soluciones a la variable
axial y la unica para la angular, cuando se escoge el signo negativo para sus respectivas
constantes de separacion. En azul se muestra la curva correspondiente al sen(6)y sen(z). En
morado se muestra la curva correspondiente al cos(8) y cos(z). Ambas funciones tienen raices
periodicas.

a) b)
o Jo() o n
Y : s
\\ LACOR N £ g \‘\ &
04 .‘ ‘\\ : . - ‘."‘I\
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Fig. 5. a) Graficas de los primeros cuatro 6rdenes de la funciéon Bessel de primer tipo. La funcion de
orden cero parte de 1, esta funcion fue la Unica resultante en el primer modelo, el orden cero se
debié a la simetria angular. Ninguna de estas funciones diverge en el origen. b) Primeros cuatro
ordenes de la funcién de Bessel de segundo tipo. Todas estas funciones divergen en el origen,
razon por la cual su constante multiplicativa (F en la Ec. (6d)) se eligié igual a cero.

MODELOS

Modelo con simetria angular y hermeticidad en su pared lateral

La simetria angular se refiere a una isotropia en la coordenada angular, es decir, el fenébmeno no
tiene una preferencia hacia una direccion o angulo(s) particulares. La hermeticidad en la pared
lateral indica que el glu no escapa por la pared del ES. Ademas existe siempre un potencial
quimico entre las membranas, para provocar el movimiento del glu. El potencial escogido en la
membrana presinaptica es siempre cero, un valor distinto puede indicar una anomalia en el
proceso de sinapsis y por lo tanto una enfermedad neuronal.

Las condiciones de frontera para el modelo | son las mostradas en la Tabla I.

Tabla I. Condiciones de frontera del modelo .

En la primera columna se muestran las traducciones biolégicas mientras que en la tercera se
muestra la traduccién matematica.
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Condicién de frontera
Simetria angular.

Concentracion
constante en la
membrana presinaptica.

Concentracién de glu
igual a cero en la
membrana
postsinaptica.
Disminucion  temporal
de la concentracion con
el tiempo.

En las paredes del
cilindro la concentracion
de glu es cero.

En el centro del cilindro

Interpretacion biolégica
El glu atraviesa el espacio sinaptico de
manera uniforme

Siempre hay glu en la membrana
presinaptica con una misma
concentracion..

En la membrana presinaptica hay
receptores, que captan el glu. Con la
condicion anterior crean el potencial
que provoca el movimiento del glu.

la concentracion de glu disminuye con
el tiempo, ya que se distribuye por
todo el espacio sinaptico.

El glu no escapa del espacio sinaptico
durante el tiempo en que tiene lugar la
comunicacién neuronal.

Las membranas no requieren de

CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

Traduccion matematica
u(r, 0y,z;t) = u(r,8y + 6,z t)

- u(r,z;t)
(11)
u(r,z =L;t)

- u(r,z=1L) =y,
u, =cte
(12).

u(r,z = 0;t)
->ulrz=0)=0
(13)

u(ro, Zo; t1) > u(ro, Zg; t;)

t, <t,

I'y Y Zo constantes arbitrarias

(13)
u(r=R,z;t) =0
(14)

u(r =0,z;t) # too

la concentracion de glu concentraciones infinitas para (15)
es siempre finita. comunicarse.
La solucién para el primer modelo es
u(r,0,z;t) = F * Jo(k,r) * sinh(k,z) = exp[—t/7] (16)
Donde F es una constante y
t=1/(D = k?) (17)

Con k., k,y k. constantes de separacion. Dado que solo se tiene la ecuacién de Bessel de primer
tipo y orden cero, y para asegurar (14)

R
ky = (18)
Donde R,, es la m-ésima raiz de la ecuacion de Bessel de primer tipo de orden cero y R es el radio
del cilindro, esta condiciéon nos asegura que en las paredes del cilindro la concentracién es cero.
En la gréfica de la Fig. 7 se muestra el comportamiento espacial de este modelo, en dicha grafica
vemos como basicamente se modelo la ruptura de una sola vesicula, ubicada en el centro del

espacio sinaptico, esto fue gracias a la simetria angular.

< u(=R)=0

Fig. 6. a) Condiciones de frontera axiales, en la membrana postsinaptica (rojo) la concentracion es
cero, mientras que en la membrana presinaptica (naranja), la concentraciéon es siempre u,. b)
Condicion de frontera radial, en las paredes del cilindro (verde, r =R,) se pide que la
concentracion de glu sea cero, mientras que en el centro solo se pide que converja.
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Fig. 7. Comportamiento espacial del primer modelo, Basicamente es la ruptura de una unica
vesicula ubicada en el centro de la membrana presinaptica. El eje vertical es la concentracion,
mientras que los otros dos restantes son el radio.

4.2 Modelo mas general.
En la siguiente tabla se muestran enfermedades neuronales, su causa bioldgica y traduccion a BC.

Llamamos u, a la concentracion inicial saludable. Algunas de estas enfermedades estan
relacionadas con las células gliales. No es necesario elaborar un nuevo modelo para poder
considerarlas ya que se incluiran implicitamente en las BC.

Tabla Il. Enfermedades neuronales, causantes bioldgicos y traduccion a condiciones de frontera.

Padecimiento Causante biologico Traduccion matematica
Esquizofrenia Acumulaciéon de glu en astrocitos/células u(r=R,0,z#0,t) # 0
gliales y alteraciones en el ciclo glutamato- (19)
glutamina.* u(r,0,z=1L) <u, (20)
Alzheimer Las células gliales son bloqueadas por la B- u(r=R,0,z#0,t) #0
amiloyde. (21)
u(r,8,z=0,t) #0 (22)
Depresion Niveles elevados de glu (referenciar disfuncion u(r,0,z=1L) >u, (23)
de células gliales del libro).
Déficit de atencién Niveles anormales de glu. u(r,06,z=1L) #u, (24)

& hiperactividad

La solucién es ahora
u(r,0,z;t) = L« J, (k1) * (A *sinh(k,z) + Bcosh(k,z)) * (C * sin(n@) + D * cos(nf)) = exp[—t/7]
(25)
En la gréfica de la Fig. 8 se muestra ahora el comportamiento espacial.

a) b)

=

=1) 1§
u(r, 8, z=L) 0%
-1

=10
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Fig. 8. Distribucion inicial del glu en la membrana presinaptica. a) La grafica corresponde a la
concentracion radial-angular para z=L. Vemos que carece de simetria angular. Este modelo simple
rescata aspectos reales de la biologia de la sinapsis. El radio negativo se usa como herramienta
para la grafica. b) Grafica de la concentraciéon neuronal en z=L. Hay dos direcciones que tienen una
mayor actividad, se puede interpretar como la actividad de las células gliales, encargadas de la
limpieza del ES.

DISCUSION

El uso de modelos simples es altamente recurrido en el estudio de las Ciencias, ya que con estos
es facil estudiar un fendmeno y rescatar la Fisica, Quimica, Biologia etc. que hay detras y que
hacen interesante su estudio. Este modelo busca combinar la Biologia, la Fisica y las Matematicas
para dar un apoyo a la Neurociencia y acercar al publico de varios ambitos al estudio de un tema
tan importante como lo es la comunicacion neuronal. Este modelo logra rescatar con ciertas
condiciones de frontera aspectos muy reales y poco idealizados de la sinapsis. Es importante el
uso de modelos simples ya que si un modelo simple no funciona, tampoco lo hara su inmediato
mas complejo, aunque no se puede asegurar que si el modelo simple funciona lo hara también el
complejo. A partir de este trabajo se aprecia cuan exquisito puede ser un modelo simple, con una
correcta eleccion de las BC.

CONCLUSIONES

Se muestran las soluciones posibles para un modelo simple de comunicaciéon neuronal, y su
dependencia de las condiciones de fronteras propias del fenémeno estudiado, aunque existen
otras que dependen solo de las matematicas, como lo es el caso de la solucion angular y el orden
las funciones de Bessel. La principal diferencia entre los modelos que al segundo no se le ha
impuesto simetria angular (aunque este tiene una simetria de 2m), razén por la cual tenemos mas
de un orden para la solucién radial. La solucién axial depende de si es una neurona sana o con
padecimientos (cuando se tiene concentracion diferente de cero en la membrana postsinaptica).
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RESUMEN

Las variedades angulo-momento se pueden escribir en una forma normal utilizando una particion
ciclica impar y de este modo se tiene que son difeomorfas a un triple producto de esferas o a una
suma conexa de productos de esferas. Utilizando la misma forma normal se da una descripcion
topolégica de las hojas de sus descomposiciones de libro abierto. Ademas, se muestra que toda
variedad angulo-momento admite una estructura de contacto utilizando resultados recientes sobre
el tema; mas aun, se obtiene el mismo resultado para ciertas familias mas generales
de intersecciones de cuadricas (para un estudio mas detallado del tema se puede consultar [1]).

INTRODUCCION

La topologia de intersecciones genéricas de cuadricas en R" de la forma
il |
2 _ —
$ax=03 =1,
- § [~ §

donde "l| pertenece a R, i=1,...,n ha sido estudiada por muchos afios Estas variedades se
denotan por Z [2,3,4,5]. Siempre se asume la siguiente condicién genérica, conocida como
hiperbolicidad debil:

Si jc[l,_,m} tiene k 0 menos elementos, entonces el origen no esta en la envolvente convexa
de los chon ienJ.

Sus versiones complejas en C", las cuales se denotan por z°

E | .|
A1z F=0F ]z =1
il [
admiten acciones naturales de n-toros T"

Por la accion escalar de S', el cociente

N[A)=Z 15"
es una variedad suave y compacta. Cuando k es impar, ésta es una variedad compleja y se conoce
como variedad LV-M. Cuando k=2, las variedades Z° se pueden presentar en forma normal por
medio de una particion ciclica impar y son difeomorfas a un triple producto de esferas o a la suma

conexa de productos de esferas. Usando la misma forma normal, se tiene la descripcidn topolégica
de las hojas de sus descomposiciones de libro abierto.

Por otro lado, algo sorprendente es que toda variedad angulo-momento de dimensién impar admite
una estructura de contacto. Sin embargo, esta estructura de contacto no estd soportada por los
libros abiertos ya mencionados. Lo que se describe aqui es que las variedades angulo-momento
admiten ambas estructuras por separado.

Las demostraciones asi como un estudio mas detallado de los resultados que a continuacién se
presentan pueden consultarse en [1].
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TEORIA

Consideremos la variedad Z. Afadimos un j"' el cual se interpreta como el coeficiente de una
nueva variable xg, obteniendo de este modo la variedad Z’:

A1)+ 3 A =0[x)+ )4 B oxr =1

: : . . _x,20 .
Sea Z, igual a la interseccion de Z y el semiespacio =~ 1 , Z.es una variedad cuya frontera Z,
corresponde a la interseccion de Z con x;=0.

TEOREMA 1: Toda variedad Z’ es un libro abierto con monodromia trivial, lomo Z,y pagina Z..

Cuando k=2 se puede asumir que A es una de las siguientes formas normales [4]: Sea
n=n4+...+Ny.4 UNa particion de n en un numero impar de enteros positivos. Consideremos la
configuracién que consiste de los vertices de un poligono regular con 2|+1 vértices, donde el i-
ésimo vértice en el orden ciclico aparece con multiplicidad n;.

La topologia de Z° se puede describir en términos de los nimeros di=n+...+n;..¢; esto es, la suma
de | consecutivos n; en el orden ciclico de la particién [3,4]:

f=1..3""" =$""‘x.5‘""‘x$“-”.
121,20 W g5 60502,

Se tiene una descripcion similar de la topologia de las hojas en todas las variedades angulo-

momento, donde H denota suma conexa a lo largo de la frontera y &'::‘A'i es el exterior de

5 Hsa'_l en 3 . Se sigue el teorema 2.

Las variedades angulo-momento de dimensién par y las variedades LV-M no admiten estructuras
simplécticas, sin embargo las variedades angulo-momento de dimensién impar admiten estructuras
de contacto como se menciona en el teorema 3.

RESULTADOS

Ya se describié un poco acerca de la descomposicion de libro abierto de las variedades angulo-
momento, en base a eso se tiene la siguiente descripcion topologica de las hojas de dichas
descomposiciones:

TEOREMA 2: Sea k=2, consideremos la variedad Z° correspondiente a la particion ciclica impar
n=nq+...+Nny.4. Consideremos la descomposicién de libro abierto de z° correspondiendo al lomo en
z,=0. Entonces la hoja de esta descomposicién es difeomorfa al interior de lo siguiente:

a) Si I=1, el producto:
X gT 1y IFY

b) Si I>1 y n>1, la suma conexa a lo largo de la frontera de 2I+1 variedades:

o | 1
LI ™ ] [T xs™)
= Iulid

¢) Siny=1yI>2, la suma conexa a lo largo de la frontera de 2| variedades:

1 Cant )| 0] Can )| § 1 Caat TPy
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d) Si n4=1y I=2, la suma conexa a lo largo de la frontera de dos variedades:

s e o e,

Por otro lado, toda variedad angulo-momento de dimensién impar admite una estructura de
contacto:

TEOREMA 3: Sik es par, Z© es una variedad de contacto.

TEOREMA 4: Hay infinitas familias de intersecciones genéricas de cuadricas de dimension impar
que admiten una estructura de contacto.

CONCLUSIONES

Las variedades angulo-momento admiten una estructura de contacto y una descomposicién de
libro abierto, sin embargo, para esos libros abiertos no existe una estructura de contacto que sea
soportada por tal libro abierto porque las paginas no son variedades Weisntein.
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RESUMEN

Las ferritas de hierro-itrio con estructura tipo granate Y;FesOq, (YIG), son la base para la
fabricacion de diversos dispositivos electrénicos debido a sus excelentes propiedades magnéticas
y Opticas. Con la finalidad de ampliar el rango de aplicaciones, se han realizado experimentos de
dopaje con tierras raras. El objetivo de este trabajo es obtener Y;,Nd,Fes04, (0 < x < 0.5, Ax=0.1)
med|ante molienda de alta energia asistida con tratamiento térmico, asi como evaluar el efecto del
Nd** sobre la estructura cristalina y sus implicaciones sobre las propiedades magnéticas y épticas
del material sintetizado.

Mezclas estequiométricas de polvos Fe,Oj;, Nd,O3 y Y,0;, se sometleron 2 molienda de alta
energia durante 5 h en atmosfera de aire, modificando el nivel de Nd** en la mezcla (x);
posteriormente las muestras fueron tratadas térmicamente hasta 1200 °C durante 2h. La
caracterizacion medlante difraccion de rayos X, DRX, e infrarrojo, IR, confirman la completa
incorporacion del Nd** en la estructura del granate, para todos los niveles de dopaje, provocando
una distorsion en la celda unitaria la cual afecta en sus propiedades, principalmente las
magnéticas. Los materiales sintetizados mostraron una ligera mejora en la magnetizacién de
saturacién, alcanzando valores de 28 emul/g, y coercitividades de 40 Oe. El analisis mediante
espectrometria de UV-visible, muestra picos de ex0|tac:|on a 470, 605, 690, y 990 nm, cuya
intensidad incrementa con mayores porcentajes de Nd**

INTRODUCCION

El granate de hierro-itrio conocido como YIG, por sus siglas en inglés (Yttrium Iron Garnet),
pertenece al grupo espacial /a3d, (Oh ) con red cubica centrada en el cuerpo compacta (BCC) y un
total de 160 iones en su interior. En base a que su arreglo en la celda unitaria contlene ocho
unidades férmula, siendo una unidad férmula {Y3}[Fe,](Fe;)O4,, donde los aniones (O ) forman una
red poliédrica que deja huecos intersticiales octaédricos, tetraédricos y dodecaédricos, posiciones
en los que se situan los cationes de hierro e itrio, que le confieren la mayoria de sus propiedades
magnéticas, dieléctricas y Opticas a la ferrita, donde { }, [ ], ( ) representan los huecos
dodecaédricos (24c), octaédricos (16a) y tetraédricos (24d), respectivamente.

Considerando las interesantes propiedades que presenta el YIG, y debido a la creciente demanda
de dispositivos mas rapidos, eficientes, econdmicos y versatiles, hay un gran numero de grupos de
investigacién enfocados en la mejora de sus propiedades [1]. Para modular dichas propiedades se
puede recurrir a dos estrategias: (a) el dopaje en posiciones |nterst|0|ales las cuales pueden ser
sustituyendo al Y* en posiciones dodecaédricas, o al Fe* en posiciones octaédricas y
tetraédricas, y (b) el uso de métodos fisicos para la sintesis, tal como la molienda de alta energia,
este método puede promover distorsiones en la estructura cristalina que favorezcan la modlflca0|on
de Ias propledades del YIG S|ntet|zado EI YIG ha sido dopado con diferentes cationes como In®*
Mn**, Bi**, La*, Ti*", Cce®, Gd*, Nd** entre otros cationes trivalentes. YIG:Nd presenta
propiedades éptomagnéticas [2] razén por la cual ha sido estudiado, sin embargo no hay suficiente
informacion, en este sentido, Fratello y col. [3] sintetizaron con éxito YIG:Nd por epitaxia en fase
liquida (LPE) a 900°C. Por otra parte Kumori y col. [4] describen la estructura cristalina del YIG:Nd
por medio del estudio de radiacién sincrotron.
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Del mismo modo Arun y col. [5] estudiaron la sintesis de Y3 ,Nd,Fes04, (x= 0, 1.0, 1.5 y 2.0) por
sol-gel y auto combustion, detallan el proceso de formacién de la estructura tipo granate asi como
la temperatura de Curie de 254-287°C aunque no realizaron caracterizacion magnética y optica del
polvo sintetizado. Guo y col. [6] sintetizaron YIG:Nd por método hidrotermal, obteniendo valores de
magnetizacion de saturacion (26 emu/g) y temperatura de Curie (292°C).

Un método particular para sintetizar la ceramica es la mecanoquimica que promueve la formacién
de un nuevo o6xido por la activacion mecanica de los 6xidos o sales de un precursor [7] y puede
conducir a un cambio en la distribucion de los cationes en los sitios intersticiales por lo que las
propiedades magnéticas se ven afectadas [8].

OBJETIVO

Introducir Nd** en sitios dodecaédricos de la estructura del YIG, sustituyendo posiciones Y
mediante molienda de alta energia asistida con tratamiento térmico a partir de sus Oxidos
precursores, para evaluar el efecto del Nd** sobre la estructura cristalina y sobre sus propiedades
magnéticas y Opticas.

PARTE EXPERIMENTAL

Se utilizaron como o6xidos precursores polvos de Fe,O; (Sigma Aldrich, pureza 99%), Nd,O;
(Sigma Aldrich, pureza 99,8%) y Y,0; (Sigma Aldrich, pureza 99,9%). Estos polvos se mezclaron
en una relacion estequiométrica de acuerdo con la siguiente ecuacion:

(3-X)Y203 + xNd,O3 + 5 Fe,03 — 2 Nd,Y3,Fes04, (EC 1)

Un total de 5 g de 6xidos de partida en relacion estequiométrica, junto con bolas de acero (relacion
bolas-polvo en peso de 10:1) se colocaron en viales de acero endurecido, procediendo a molerlos
durante 5 horas, en aire y a temperatura ambiente de acuerdo con la referencia de Sanchez-De
Jesus [9]. Posteriormente el Nd,Ys.,FesO4, con concentraciones de Ng** (0=x< 0.5, Ax=0.1) fueron
tratados térmicamente, en un horno eléctrico de mufla tubular, hasta 1200°C durante 2 h y en
atmosfera de aire. Para determinar parametros de red, tamafo de cristalita y micro tensiones, los
polvos se caracterizaron mediante DRX utilizando un difractdmetro marca Inel, Modelo Equinox
2000 con radiacién Co Kg. Posteriormente se realizé el refinamiento Rietveld en los patrones de
difraccion de cada uno de los polvos. Para evaluar la morfologia y el tamafo de particula, se utilizé
un equipo marca Jeol Modelo JSM-6300. La caracterizacion quimica mediante la deteccion de las
vibraciones de enlace Nd-O y Fe-O se realizé mediante la técnica espectroscopica de Infrarrojo por
Transformada de Fourier (FT-IR) empleando un equipo marca Perkin Elmer, modelo Spectrum GX
en el intervalo de 400-4000 cm™ en pastillas de KBr. Del mismo modo se realizaron estudios de
magnetizacién y susceptibilidad magnética a temperatura ambiente utilizando un magnetémetro de
muestra vibrante Microsense EV7 con un campo maximo de 18 kOe. Las propiedades opticas UV-
visible y Fluorescencia (en sdlido) fueron estudiadas empleando un equipo Spectrometer UV/vis
Perkin ElImer Lambda 35 con esfera de integracion para sélidos (10cm) y un Espectrofluorimetro
Perkin Elmer LS55 respectivamente, los espectros de emision fueron obtenidos excitando 10 nm
por arriba del pico maximo de absorcién observado a 470 nm.

RESULTADOS

Se muestran en la Figura 1 los difractogramas de las muestras molidas mediante molienda
mecanica durante 5 h y tratadas térmicamente a 1200° C. Los resultados confirman la completa
formacién de la ferrita con estructura granate (Nd-YIG), ya que sélo se observan los picos de
reflexion correspondientes a la fase granate, aunque con un ligero desplazamiento del pico
principal correspondiente a cada nivel de dopaje.

2430



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

CO-l’(ui = “ Ndea—xFeson
S
—_— =) I _— _— o oo —

= 5§ n 5 § 3g2 g
- s o L2 0 T o =05
© = oA ~ X=0.
2
'8 x=0.4
R
@ x=0.3
§e
=
- x=0.2

T T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80

20 (grados)

Figura 1: Patrones de difraccién de rayos X de diferentes mezclas de Fe,O3;, Nd,O3; y Y,05 para
obtener Nd, Y3, FesO4, (0 < x < 0.5, Ax=0.1) molidas durante 5 h y tratadas a 1200 °C durante 2 h.

Con el fin de confirmar las fases obtenidas, se realizé un refinamiento de Rietveld de los patrones
XRD de las muestras tratadas. Como se muestra en la Figura 2, donde se presenta un refinamiento
de la muestra correspondiente a x = 0.5.

[+ Texperimental
refined
R, =10.20
4'=1.0792
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e (@02)

Ndo 1Y20Fes02 | 0.1 | 12.3832 | 246.6315 (4) | 0.001110259 | 0.9174

NdozY2sFes0z | 0.2 | 12.3981 | 175.9066 (3) | 0.001105878 | 0.9230

NdosY27FesOz | 0.3 | 12.3992 | 150.1435 (2) | 0.001262651 | 0.9551
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NdoaY26FesOz | 0.4 | 12.4062 | 176.8592 (2) | 0.001306705 | 1.0340

NdosY25Fes0qz | 0.5 | 12.4091 | 151.8560 (4) | 0.00142544 | 1.0792
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Figura 2: a) Refinamiento mediante método Rietveld de la muestra Ndys5Y,5FesO4, obtenida por
molienda de alta energia durante 5 h y tratada a 1200 °C. b) Tabla con resultados de refinamiento
Rietveld para los niveles de dopaje evaluados.

Como resultado del refinamiento Rietveld, en la parte de la derecha de la Figura 2 se muestran los
valores de los parametros de la estructura cristalina, tales como parametro de red (a), tamano de
cristalita (D), microdeformacién (us) asi como valores relacionados con el refinamiento (xz), el cual
muestra que el refinamiento esta bien ajustado y los resultados son adecuados.

Como se puede observar, hay un aumento del parametro de red relacionado con el nivel de dopaje

creciente (x) el cual se atribuye a la distorsion de la red ya que el radio iénico del Nd** (1.01A) en
comparacion con el de radio iénico del Y3 (0.892 A) con disminucion de la magnetizacion a través
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de la modificacion de la interaccion intercambio entre sitios octaédricos y tetraédricos, en particular
la longitud y el angulo de los cambios Fe-O-Fe, ademas de un aumento de tensiones internas.

El estudio magnético de los polvos sintetizados de composicion Nd,Y3FesO4, (0.1 < x < 0.5) se
muestra en la Figura 3, donde se observa que todos los materiales presentan un comportamiento
tipico ferrimagnético, con valores de magnetizacién de saturacion (Ms) entre 26 a 28 emu/g, el cual
rapidamente se alcanza con un campo magnético de tan sélo 0.04 kOe. Adicionalmente, se aprecia
que el valor de la magnetizacién de saturacion no esta afectado por la presencia de Nd* en la
estructura YIG, sélo se detecta un ligero incremento para x = 0.3 (28 emu/g) como se observa en la
Figura 3, atribuido al i6n de Nd*, el cual presenta un momento magnético de 3.62 uB [10], dando
como resultado el momento magnético neto en el YIG:Nd de 1.62 uB [10].

30

At1kOe = saturacion
M_=26.7 - 28 emu/g
H_ =~ 20 -40 kQe

Magnetizacidn (emu/g)

-20 4

-30 . ‘ . ; . . .
-20 -15 -10 -5 0 S 10 15 20

Campo aplicado (kOe)
Figura 3. Curvas de histéresis magnética de polvo molido durante 5 h y tratado térmicamente a
1200 ° C durante 2 h Nd,Y;4Fes042 (0.1 <x<0.5)

La Figura 4 muestra los espectros de transmitancia FT-IR de las muestras Nd, Y3, FesO04, (0 £ x <
0.5, Ax=0.1) molidas durante 5 h y tratadas a 1200 °C durante 2 h, en el rango de 400 y 1200 cm .
Para las muestras Nd, Y34 Fes042 (0.1 < x < 0.5) se detecta la vibracion del enlace Nd-O a 484 cm’
! y a 418 cm'1,por otro lado se observan tres vibraciones que corresponden al enlace tetraédrico
Fe-O (656, 595 y 563 cm'1) caracteristicos del YIG.
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Figure 4: Espectro IR de muestras YIG: Nd a

temperatura ambiente.

Longitud de onda (nm)
Figura 5: Espectro de absorcion UV-visible de
Nd,Y3,FesO4, (0.1 < x < 0.5). Figura insertada:
Espectro de emision de Nd,Y;4Fes04, (0.1 < x <
0.5).
En el espectro de absorcién UV-visible (Figura 5) del Nd,Y;1FesO4, a diferente nivel de dopaje (0 <
x £ 0.5, Ax=0.1) se observan tres bandas anchas para YIG en 470, 605 y 915 nm las cuales sufren
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un incremento en la intensidad con el aumento en la composicién del dopante, lo que demuestra
que la presencia del Nd** influye en las propiedades épticas de absorcién observadas para YIG,
provocando un desplazamiento hacia frecuencias mayores lo que disminuye la brecha energética
de la serie de compuestos estudiados. El espectro de emision de YIG muestra un pico exciténico a
645 nm con una intensidad casi nula, mientras que los espectros observados para Nd,Ys,Fes04, a
diferente nivel de dopaje (0 < x < 0.5, Ax=0.1) muestran picos exciténicos con un corrimiento hacia
frecuencias menores pero con intensidades notablemente mayores, lo que demuestra que la
presencia del Neodimio en la estructura tiene influencia sobre la formacion de los pares electréon
hueco que provocan la fluorescencia.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se sintetizé con éxito el YIG:Nd*" mediante molienda de alta energia asistida
con tratamiento térmico a 1200°C durante 2 horas, observando un desplazamiento en el pico
principal que confirma la formacién completa de YIG: Nd, ademas de la modificaciéon en los
parametros de la red a medida que aumenta la concentracioén de Nd*. Con respecto a los valores
de coercitividad de Nd, Y3, Fes0q, (0.1 < x < 0.5) presenta 20-40 Oe debido a la sustitucion de
iones de itrio por iones de neodimio y Mg de 26.7 a 28 emu/g los cuales acordes con lo reportado
por otros autores, esto es atribuido al método de sintesis, microestructura, distribuciéon de tamafio
de cristal, porosidad y pureza de la fase. El estudio de las propiedades 6pticas demuestra que el
sistema dopado con Nd** provoca una disminucién de la brecha energética del sistema, asi como
propiedades de fluorescencia notablemente incrementadas conforme la concentracion de Nd va
aumentando, lo que hace que los nuevos compuestos sintetizados sean candidatos para su
empleo en dispositivos opticos.
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RESUMEN

En este trabajo se investiga la respuesta mecanica resonante de una muestra de latbn mediante la
técnica de espectroscopia de resonancia ultrasénica RUS, empleando diferentes sefales de
estimulacién. Se obtienen los espectros de resonancia ultrasénica de un cilindro de laton de
15.06 mm de alto y 10.03 mm de diametro. Se utilizan diferentes sefiales de estimulacién, tales
como sefial sinusoidal, sefial Lorentziana, pulso cuadrado, entre otros; a fin de poder comparar el
estimulo-respuesta resonante y establecer cual es la mejor respuesta mecanica sobre la muestra,
con los transductores empleados. El montaje experimental implica colocar la muestra entre dos
transductores piezoeléctricos Panametrics V150; uno de ellos excita la muestra transmitiendo los
diferentes pulsos; y el otro mide la respuesta. La senal es adquirida con un Lock-In Amplifier
SR830 DSP, para obtener los diferentes espectros de resonancia ultrasénica, en modalidad
dominio de frecuencia.

INTRODUCCION

El método de espectroscopia de resonancia ultrasénica, RUS por sus siglas en inglés, es un
método que permite determinar las frecuencias de resonancia de las muestras bajo analisis. Las
frecuencias de resonancia estan relacionadas con la geometria, la densidad y las constantes
elasticas del material [1]. Las longitudes de onda a las cuales se produce la resonancia son
cercanas al tamafio de la muestra, y debido a que se obtienen datos de medicidon sélo en las
frecuencias de resonancia, podemos decir que la muestra actia como un filtro selectivo de esas
frecuencias [2].

Las frecuencias de resonancia son de especial relevancia, porque a partir de ellas es posible
determinar el tensor elastico del material, y por tanto sus constantes elasticas, las cuales sirven
para determinar el desempefio elastico de los materiales y con ello, posibles aplicaciones en
diversos ambitos. Las constantes elasticas estdan ademas relacionadas con las propiedades
termodinamicas de un material, ya que son obtenidas como derivadas de la energia libre. A partir
de ellas es posible por tanto también analizar el entorno en el cual ocurren los fendmenos de
estado sélido, y asi llevar a cabo el analisis de fonones y de efectos eléctricos o magnéticos;
ademas son una prueba de las transiciones de fase [3].

La medicién con la técnica RUS se lleva a cabo con dos transductores (emisor y receptor), entre
los cuales se coloca la muestra, procurando que ésta haga el menor contacto posible con ellos,
para poder considerarla como cuerpo libre y asi obtener el espectro de resonancia del objeto [1].
Comunmente, esta técnica se lleva a cabo empleando estimulacion sinusoidal y realizando un
barrido de frecuencias. Este método de medicidon es el método tradicional de RUS, e involucra el
uso de un dispositivo Lock-In Amplifier, que obtiene de forma directa el espectro de resonancia de
la muestra en el dominio de frecuencia. Sin embargo, también es posible implementar la técnica
RUS empleando diferentes tipos de acoplamientos entre los dispositivos empleados, asi como
incluir otro tipo de aparatos a fin de excitar las frecuencias de resonancia del material.

Un ejemplo de un tipo de medicion alternativo, es el método de medicién en dominio temporal [4,5].
En este método se suprime el uso del Lock-In Amplifier, se emplea un generador de funciones para
excitar al piezoeléctrico emisor, mientras que el piezoeléctrico receptor es monitoreado con un
osciloscopio digital. De esta forma, las mediciones se obtienen en dominio temporal, por lo que,
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para obtener el espectro de resonancia de la muestra, se debe llevar a cabo una transformada
discreta de Fourier.

En este trabajo, se investiga la respuesta mecanica resonante mediante el método de barrido, y
empleando el Lock-In Amplifier, pero utilizando diferentes sefiales de estimulacion. De esta
manera, se puede caracterizar la efectividad de filtrado del Lock-In Amplifier ante varios tipos de
pulsos eléctricos, y comparar las correspondientes respuestas de la muestra.

TEORIA

Un dispositivo Lock-In Amplifier es utilizado para detectar y medir pequenas sefiales AC (incluso
del orden de nanovolts). Las sefales pueden ser medidas aun cuando la sefial esta obscurecida
por fuentes de ruido de longitudes mucho mas grandes. Este tipo de dispositivos emplean una
técnica conocida como deteccién sensitiva de fase, la cual identifica un solo componente de la
sefal, con una frecuencia y fase especificas. Las sefiales de ruido que no sean las senales de
referencia son rechazadas, y no afectan la medicion [6].

Las mediciones requieren una sefial de referencia. Comunmente, un experimento se lleva a cabo
con una excitacién a una frecuencia fija, que puede provenir, por ejemplo, de un oscilador o un
generador de funciones; el dispositivo Lock-In detecta la respuesta y la compara con la frecuencia
de referencia.

Para conocer como funciona el filtrado en un Lock-In, se puede considerar el diagrama de pulsos
de la Figura 1. En este caso, la sefial de referencia (a) es una onda cuadrada (Square) a la
frecuencia w,. que puede ser la sefial TTL de un generador de funciones. Si esta sefial es usada
como sefal de excitacion en un experimento y la respuesta es la sefal sinusoidal (b) indicada en la
Figura 1, esta sefial estara dada por V4 Sin(w,t + Ogeqr), donde Vsesa €S la amplitud.

El Lock-In genera su propia sefal sinusoidal (c), a partir de la sefial de entrada (a). Esta sefal esta
dada por Vi,ck—in sin(wlock_mt + Gref). Posteriormente el Lock-In amplifica la sefal y la multiplica
por la sefal de referencia usando un detector o multiplicador sensitivo a la fase. La salida del
detector sensitivo a la fase es el producto de las dos ondas sinusoidales dado por

V= Vseﬂal Sin(wrt + gseﬁal) * Vlock—in Sin(wlock—int + eref)
VseriatViock—in COS[((’JT - wlock—in)t + Osear — gref] (1)

VseﬁalVlock—in COS[(wr + O‘)lock—in)tL + Qseﬁal + Qref]

NIRN|R

De este resultado, se puede ver que la salida del detector sensitivo a la fase esta compuesta por
dos senales AC, una como la diferencia entre las frecuencias w;, - Wjyc.in, ¥ Otra como la suma w, +
Wieckin €Ntre ellas. Si la sefal del detector sensitivo a la fase pasa por un filtro pasa-bajas, la sednal
AC es removida y sélo si se tiene w, = wWyck.in, |a sefal filtrada tendra la forma

1
V = = VeeriatViock—in Cos[gseﬁal - gref] (2)

2
la cual es una sefal DC proporcional a la amplitud de la sefal.
Si la sefial que se requiere medir esta inmersa en ruido del ambiente, el filtro del detector sensitivo
a la fase filtra solo la sefial cuya frecuencia es la mas cercana a la frecuencia de referencia del
Lock-In, por lo que el ruido no se toma en cuenta en la medicion. Sdélo la sefal a la frecuencia de
referencia indicada al Lock-In proporcionara una sefial DC real, y no se afectara por el filtrado del
Lock-In, ésta es la frecuencia que se desea medir [6].
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Referencia I

(a)

Sefia (b)
0 sefial

'] L [ ] L
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; (c)
!

Referencia del Lock-In

Figura 1. (a) Sefal sync de un generador de funciones, que es enviada a un
Lock-In Amplifier. (b) Sefal de respuesta de la muestra. (c) Sefal de
referencia interna en el Lock-In Amplifier, a partir de la sefial de entrada (a).

Por otra parte, no sélo las frecuencias de referencia y del Lock-In deben ser iguales, w, = Wjyek.in- La
fase entre las sefales no puede cambiar con el tiempo, por lo que se requiere que esta fase esté
fija a la sefial de referencia.

En este trabajo, el generador de funciones proporciona la sefal de referencia sync TTL al Lock-In,
que siempre tiene una fase fija y en la ecuacion (2): 6= 6, = B,c.in, POr lo que 6 es la diferencia de
fase entre la sefial y la referencia interna del Lock-In. Se puede ajustar la fase de referencia 6, de
tal forma que 6 sea igual a cero. En este caso, se mide V.. Pero si 6=90°, no hay senal de
salida.

La dependencia con la fase puede ser eliminada afadiendo un segundo filtro detector sensitivo a la
fase. Si este segundo filtro multiplica la amplitud de la sefial por la amplitud de la referencia del
Lock-In (que tenga un corrimiento de fase de 90°), la salida V, del filtro pasa bajas sera

1 .
E VseﬁalVlock—in Sln[eseﬁal - Qref] (3)

V2 ~ Veenar sin 6

V2:

Ahora se tienen dos salidas, una proporcional al coseno y otra al seno, las cuales se pueden
renombrar para tener

X = Vi COS O Y = Vgeqr Sin 6 (4)

Estas dos cantidades representan la sefial como un vector relativo al oscilador de referencia
interno del Lock-In. X es llamado el componente en fase y Y el componente de cuadratura. Esto es
asi, porque cuando 6 = 0, X mide la sefial cuando Y es cero.

Al calcular la magnitud del vector R de la sefial, se elimina la dependencia con la fase

R= (XZ + YZ)Z = Vsenal (5)

R mide la amplitud de la sefal y no depende de la fase entre la sefial y la referencia interna del
Lock-In. Un Lock-In de fase dual, como el empleado en este trabajo, tiene dos filtros de deteccién
sensitivos a la fase, con una diferencia de fase de 90°, por lo que puede medir X, Yy R
directamente. De forma adicional, la fase 8 entre la sefal y la referencia interna del Lock-In puede
ser medida de acuerdo a la expresion

: (6)
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En el presente trabajo, se emplea un generador de funciones como referencia externa. Cuando se
tiene este tipo de configuracion, el Lock-In fija internamente su generador interno a la frecuencia de
la sefial de entrada, y la fase sera constante. El corrimiento en la fase de referencia (c) Figura 1,
sera la fase entre la referencia externa y la onda sinusoidal digital, que es la onda digital interna del
Lock-In. Esta es también la fase entre la salida sinusoidal y la sefial sinusoidal digital empleada por
el detector sensitivo a la fase en cualquier modo de referencia, ya sea interno o externo.

En general, una sefal de referencia en el modo externo, puede presentar un numero N de
armonicos. En el caso de un detector sensitivo a la fase digital, se multiplica la sefial digitalizada
con la onda sinusoidal de referencia calculada. Y ya que las ondas sinusoidales de referencia son
calculadas con 20bits de precision, tienen muy poco contenido arménico. De hecho, los arménicos
estan a un nivel de -120dB. Esto quiere decir que la senal es multiplicada por una sola sefal
sinusoidal de referencia (en lugar de una sefal de referencia y sus armoénicos), por lo que sélo la
sefal a esta Unica frecuencia de referencia es detectada. Esta es la razén por la que el Lock-In
Amplifier SR830 es por completo insensible a las sefiales de los arménicos de la referencia. En
contraste, una onda cuadrada que multiplica a un Lock-In va a detectar todos los armonicos
impares de la referencia (una onda cuadrada contiene un nimero muy grande de armonicos
impares). El Lock-In SR830 puede detectar sefiales a armonicos de la frecuencia de referencia.
Multiplica la sefial de entrada con una sefal sinusoidal digital a un multiplo de la referencia. Sélo
sefales que coincidan con este armonico seran detectadas. Sefales a la frecuencia de referencia
original no son detectadas, y son atenuadas ya que son consideradas como ruido [6].

MONTAJE EXPERIMENTAL

Las mediciones se llevaron a cabo basandose en el montaje experimental que se muestra en la
Figura 2. Se emplea un generador de funciones Tektronix AFG3021, conectado al piezoeléctrico
emisor, con el que se hace vibrar la muestra. La respuesta es recibida con un piezoeléctrico
receptor para luego ser filtrada con un lock-in amplifier SR830 DSP, cuya referencia interna esta
acoplada con la funcién que el generador de funciones estd mandando a la muestra. Finalmente,
se obtiene el espectro de resonancia de la muestra en el intervalo de frecuencias analizado.

El estudio fue llevado a cabo con cuatro diferentes sefiales de estimulacion, que fueron
programadas con el generador de funciones: Square, Ramp, Pulse y Lorentz, a un voltaje de
10Vpp y haciendo un barrido de frecuencias entre 4 KHz y 14 KHz, con un incremento de 0.1 KHz.
Estos diferentes estimulos se contrastan con la respuesta de la muestra ante la sefal del
generador interno del Lock-In, que corresponde a una sefial Sinusoidal, con un barrido en el mismo
intervalo de frecuencia. La muestra analizada es un cilindro de latén de 15.06 mm de alto y 10.03
mm de diametro, montada de tal manera que se puede asumir condicion de cuerpo libre, como se
muestra en la Figura 2.

Generador N Lock-In

de funciones Amplifier
Muestra

{C

Piezoeléctrico Plezoeléctrico
emisor receptor

Figura 2. Montaje experimental para el desarrollo de la técnica de
espectroscopia de resonancia ultrasénica RUS.

RESULTADOS
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Los resultados se dividen en dos, uno en donde se muestra la respuesta en términos de amplitud
de voltaje respecto a la frecuencia, y otro donde se muestra la fase con respecto a la frecuencia. El
espectro de resonancia de la muestra se presenta en las graficas de la Figuras 3 y 4. Se incluyen
las respuestas ante las cinco diferentes sefiales de estimulacion.

En la Figura 3 se observa la representacién en escala lineal del voltaje con respecto a la
frecuencia. Se pueden apreciar cuatro picos de resonancia bien definidos en el intervalo en el que
se llevé a cabo la medicién. Para poder apreciar de una mejor manera estos picos de resonancia,
se hizo el graficado en escala logaritmica del voltaje de respuesta, Figura 4. A partir de estas dos
representaciones, observamos que la senal de estimulacién que proporciona una respuesta mas
grande, es decir, un voltaje mas grande, es la sefial Square. Las sefales Ramp y Sinusoidal
proporcionan una respuesta similar. Mientras que la sefial de estimulacién que proporciona una
menor respuesta es la senal Pulse.

El hecho de que la estimulacién tipo Square proporcione una respuesta de mayor amplitud se
puede atribuir a que los armonicos superiores que la constituyen contribuyen de manera relevante
a la estimulaciéon. En general, es una practica comun despreciar la informaciéon contenida en los
armoénicos superiores, cuando la modulacion Sinusoidal es preferida en la etapa de deteccion
sensitiva a la fase. Pero la contribucion de armonicos superiores no debe despreciarse, ya que no
se anula. Este fenédmeno ya ha sido reportado en la literatura [7]; y se ha demostrado que, aun
cuando la frecuencia de corte del filtro pasa-bajas se establezca cercana a un armoénico particular,
la densidad de potencia espectral lleva la influencia de todos los armoénicos, siendo los mas
relevantes aquellos cercanos a la frecuencia de corte [7].

Otra particularidad es que las cinco sefiales de estimulacién permiten determinar los cuatro picos
de resonancia, pero a medida que la sefal de respuesta es mas grande, los picos presentan un
leve corrimiento hacia la izquierda, es decir, un corrimiento a frecuencias bajas.

-mV [Square] mV [Rampl mV [Pulse]
. —— mV [Lorentz] —— V [Sinusoidal]
100 100.0m
80+ 80.0m
60 - 60.0m
mV \%

40 - 40.0m

20.0m

0.0

40k 60k 80k 100k 12.0k 14.0k
Frecuencia [Hz]

Figura 3. Espectros de resonancia obtenidos con los diferentes pulsos de
estimulacién empleados: Representacion en escala lineal en la amplitud del
voltaje

2438



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

———mV [Square] mV [Ramp] mV [Pulse]
. ——mV [Lorentz] —— V [Sinusoidal]
L 1100m
] VAN
10+ — | 10m
] |
1 I 41m
mV / V
0.1 3 /\\\\ / \‘- 100p
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Figura 4. Espectros de resonancia obtenidos con los diferentes pulsos de
estimulacién empleados: Representacion en escala logaritmica del voltaje.

En la Figura 5 se muestra la respuesta del sistema que corresponde a la fase con respecto a la
frecuencia. En general, un cambio de fase nos permite determinar si el sistema exhibe una
resonancia. Se puede apreciar en la grafica que los cambios de fase nos estan indicando los
cuatro picos de resonancia en el intervalo analizado. Se hizo un escalamiento global de los valores
de la fase. Es posible observar que los comportamientos de las fases con respecto a la frecuencia
son practicamente los mismos. Pero, en relaciéon a las amplitudes de voltaje en las Figuras 3 y 4,
se aprecia un claro corrimiento a valores menores de la frecuencia a medida que la amplitud de
respuesta en el voltaje es mayor. En este caso, la estimulaciéon Square es la que proporciona una
mayor amplitud, mientras que la estimulacion Pulse es la de menor amplitud de respuesta.

DEG [Ramp]

. DEG [Square] DEG [Pulse]

—— DEG [Lorentz] —— DEG [Sinusoidal]

-120 1
-180 1

Fase [grados]

240 -

-300 4

-360 T T T T —
4.0k 6.0k 8.0k 10.0k 12.0k 14.0k

Frecuencia [Hz]

Figura 5. Grafica correspondiente a la fase con respecto a la frecuencia, ante
los distintos pulsos de estimulacion.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se analiz6 la respuesta de una muestra cilindrica de latén de 15.06 mm de alto y
10.03 mm de diametro, en el intervalo de 4kHz a 14 kHz empleando distintos pulsos de
estimulaciéon. En este intervalo, la muestra presenta cuatro picos de resonancia principales. Se
observa que el empleo de diferentes sefiales de estimulacion no cambia el nimero de picos de
resonancia pero se encuentra que las respuestas no son exactamente iguales. Por una parte, la
amplitud del voltaje de respuesta es afectada por el tipo de pulso con el que se esta excitando a la
muestra, encontrandose que la estimulacion con un pulso Square, programado con el generador
de funciones, proporciona una amplitud de voltaje de respuesta mayor que la estimulacion
Sinusoidal del Lock-In, que es la estimulacién tradicional. Por otra parte, se observé que, a medida
que la amplitud de respuesta de voltaje es mayor, los picos de resonancia presentan un corrimiento
a frecuencias bajas, independientemente del tipo de estimulacion que se utilice. Este mismo
comportamiento se pudo observar en la Fase de respuesta del sistema, encontrandose un
corrimiento a frecuencias bajas cuando la amplitud de respuesta del voltaje es mayor. Este
comportamiento requiere de un analisis posterior, y verificar si es posible atribuirlo al tipo de
armonicos involucrados en cada pulso de estimulacién que se empled en este estudio.
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RESUMEN

En este trabajo se estudia numéricamente la dinamica no lineal de una cadena formada por
elementos cadticos y cuasi-regulares. Como elemento caético (C) se toma el sistema de Chua y
como elemento cuasi-regular (CR) se considera el sistema de Dixon. En un trabajo reciente se
mostré que la dinamica del sistema C-CR depende de la forma en que se conecten los elementos.
El objetivo del presente trabajo es analizar las cadenas lineales C-CR-C y CR-C-CR para identificar
los canales que preservan la sincronizacion de la cadena en un atractor cadtico. Los resultados
muestran que la evolucién dinamica de las cadenas es marcadamente diferente, lo que demuestra
el papel crucial del elemento central. Los resultados obtenidos se pueden aplicar en esquemas de
encriptacion de informacion y en el estudio de la interaccion de cadenas cadticas no idénticas. Se
agradece el apoyo a través del proyecto CIC-UMSNH 2017.

INTRODUCCION

En 1993 Dixon et al. introdujeron un modelo simplificado para describir la dinamica del campo
magnético de una estrella de neutrones (Sprott, 2010). En este trabajo se usa la siguiente
modificacién del modelo de Dixon, que designamos simbdlicamente como CR, dada por:

u= uv —au
y+ul+v° 1
B (1
PR A S
S+u’+v?

En el modelo original de Dixon y=6=0, u y v estan relacionados con las componentes de la
magnetizacién en el plano ecuatorial y axial de la estrella, respectivamente; los valores a y
representan términos de amortiguamiento por viscosidad. Como el sistema (1) es singular en el
origen, cuando y=6=0, este no cumple con los requisitos del teorema de Poincaré-Bendixon.
Como resultado de esto, todas las orbitas son atraidas hacia la singularidad y hay una alta
sensibilidad a los mas pequefios cambios en las condiciones iniciales. En este trabajo
consideramos los valores y =10" y 0 =10®, es decir, cuando la singularidad se remueve
ligeramente, a=0.3y g8 =0.7.

El circuito de Chua es el sistema dinamico auténomo mas simple que puede ser utilizado
para estudiar la dinamica no lineal en circuitos eléctricos. La importancia de este circuito radica en
que manifiesta una amplia variedad de las caracteristicas comunes a otros sistemas no lineales,
tales como bifurcaciones, caos y sincronizacidon. Las ecuaciones que describen al sistema de
Chua, que designamos simbdlicamente como C, estan dadas por (Arroyo Correa et al., 2009):

x=Cly—bx—050b—a)(x+1-x-1)]
y=x—-y+z (2)
z=-Dy

en donde C=7, D =10, a =-0.28 y b =0.56.

TEORIA
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En este trabajo se analiza la dinamica de la sincronizacién de las cadenas lineales formadas por

tres elementos no lineales: C-CR-C y CR-C-CR. En el caso de la cadena C-CR-C las ecuaciones
de su dinamica estan dadas por:

% = C [y, —bx, —0.5(b — a)(x, +1 =[x, = 1]+ ke, — x,)
nE=Ex =tz k(=)

2, =-Dy,
] uv
uzm—au+/cx21(xl —u)+ kx,y(x, —u)
s (3)
V:ﬁ_ﬂ‘”‘ﬁ‘l*‘kyzl(%_V)+ky23()’z_")

%, = Cly, —bx, = 0.5(b - a)(x, +1/—x, — )]+ kv (u - x,)

N =X =Y+, k(=)
z,==Dy,

En el caso de la cadena CR-C-CR, su dinamica esta descrita por las ecuaciones:

. uv
i =——5——au +hx,(x—u,)
y+u” +v,
2
. %
VW= B+ B-1+k,(y-v)
o+u +v
%= C [y —bx—0.5b—a)(x+1| =[x = 1]+ ke, (u, — x) + hex (11, — x)
y=x—y+z+ky, (v =) +kyy(v, - ) (4)
z=-Dy
. u,v.
i, =—4— —au, + ko, (x —u,)
yHu, +v,
2
. v
V=5 By, + -1tk (y—v,)
o+u, +v,

Las k's que aparecen en las Ecs, (3) y (4) son los parametros de acoplamiento. Teniendo
en cuenta los resultados obtenidos para el sistema C-CR (Arroyo Correa, 2016), en este trabajo se
analizan los casos mostrados en la Tabla 1. En el sistema C-CR, el caso 1 corresponde a una
sincronizacion hacia el atractor de Chua (AC), el caso 2 concierne a una sincronizacion hacia el
atractor de Dixon (AD) y el caso 3 corresponde a una sincronizacion del tipo AC.

Tabla 1. Casos considerados para las cadenas C-CR-C y CR-C-CR, Ecs. (3) y (4).

CONEXION Valores de kX1, kXo1, kX23, kX32, kY12, kY21, kY23, kY32
CASO 1 kX12=KY12=KX23=KYo3 € [0,100]; kX21=Ky21=kX35=Ky35=0
CASO 2 kX21=ky21=kX32=ky32 € [0,100], kX12=ky12=kX23=ky23=0
CASO 3 kX12= KX23 € [0,100]; kX21=kX3=KY12=KY21=KY23=Ky3,=0
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Para estudiar el efecto del elemento central de la cadena se analiza la entropia de
Shannon de la sefial de sincronizacién en el plano x4-x, para la cadena C-CR-C y en el plano u4-u,
para la cadena CR-C-CR. La entropia se calcula como en la ref. 3.

RESULTADOS

En la Figs. 1 y 2 se muestran los resultados de la entropia de Shannon para las cadenas C-CR-C y
CR-C-CR, respectivamente, para los casos descritos en la tabla 1 como funcién de los parametros

de acoplamiento.
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Entropias de Shannon para la cadena C-CR-C como funcién del acoplamiento.
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Figura 2. Entropias de Shannon para la cadena CR-C-CR como funcién del acoplamiento.

De las Figs. 1 y 2 es evidente el efecto del elemento central en la dinamica de las cadenas
analizadas. Para los casos 1y 2, en ambas cadenas, la entropia de Shannon decrece (indicio de la
sincronizacion de la cadena) monétonamente para valores de k mayores de 20. Sin embargo, en el
caso 3, el comportamiento en ambas cadenas es radicalmente diferente. La sincronizacién se
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preserva en la cadena C-CR-C (valores bajos de la entropia de Shannon), pero no en la cadena
CR-C-CR, en donde la entropia se mantiene en valores altos.

CONCLUSIONES

En este trabajo se analizé numéricamente el comportamiento de dos cadenas en configuracién
lineal formadas por elementos cadticos (sistema de Chua (C)) y elementos cuasi-regulares
(sistema de Dixon modificado (CR)). Las dos cadenas analizadas estan formadas por tres
elementos: C-CR-C y CR-C-CR. Los resultados numéricos muestran el papel que juega el
elemento central de la cadena y la forma de conexién entre sus elementos. Se analizaron tres
casos de conexion. Se mostré que existen similitudes y diferencias en la dinamica de las cadenas.
Uno de los casos de conexion analizados muestra la posibilidad de preservar la sincronizacion de
la cadena C-CR-C pero no de la cadena CR-C-CR. Este resultado seria relevante en esquemas de
encriptacion de informacion.
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ESTRUCTURA ESTATICA PROMEDIO DE UN FLUIDO CON INTERACCIONES A PARES
ATRACTIVAS: UN METODO DE PERTURBACIONES

Lucero Torres Lépez, Juan Nieto Frausto, Honorina Ruiz Estrada

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

RESUMEN

En este estudio tedrico se aborda el factor de estructura estatica y la estabilidad liquidos atdmicos
en equilibrio térmico. El fluido consta de N particulas contenidas en un volumen V a la temperatura
T. Los atomos se modelan como esferas duras que interactian, a pares, a través de un potencial
atractivo, tipo “pozo cuadrado”. Dawson y colaboradores usaron la aproximacién esférica media y
resolvieron la ecuacién de Ornstein-Zernike para este modelo; proporcionaron la informacion
necesaria para calcular los factores de estructura estatica y reportaron la curva espinodal de varios
sistemas. Sharma-Sharma han propuesto un enfoque alternativo basado en un método de
perturbacién, cuyos resultados son aplicables a temperaturas altas; extendemos su rango de
validez, agregando una exponencial decreciente con la distancia al potencial de pozo cuadrado.
Obtenemos una expresion explicita para el factor de estructura y para el inverso de la
compresibilidad isotérmica (via la ecuacién para la compresibilidad). Igualando a cero esta
propiedad, se obtiene una ecuacion no-lineal (para los dos parametros de la exponencial) que
permite detectar los estados de equilibrio que conforman la curva espinodal. Recuperamos una de
las curvas espinodales de Dawson, usando uno de los parametros de la exponencial como
parametro de ajuste.

INTRODUCCION

El modelo de esfera dura mas pozo cuadrado ha sido utilizado para describir la separacion de fase
liquido-vapor y la curva espinodal de metales liquidos, entre otros. Este modelo de interaccion
involucra dos parametros: la magnitud de la profundidad del pozo, ¢, y su alcance, A. En la
literatura, estas cantidades se han usado como parametros de ajuste para empatar calculos
tedricos con datos experlmentales del factor de estructura estatica, S(q). La curva espinodal
separa los estados de equilibrio estables de los inestables; en esta curva, la compresibilidad
isotérmica, xr, €s muy grande comparada con su valor limite de gas ideal. En la teoria de I|’quidos2
se conocen tres vias para calcular k;; una de ellas es la ecuaciéon para compresibilidad que
relaciona a k; (en unidades de la compresibilidad isotérmica del gas ideal) con S(q) para valores
muy pequefios del nimero de onda, q. Se sabe que estas tres rutas conducen a resultados
diferentes para la presion, hecho conocido como: inconsistencia termodinamica.

En la practica, la curva espinodal se traza recurriendo a la ecuacién para la compresibilidad
isotérmica: primero se calcula S(q), enseguida se obtiene su limite q tendiendo a cero, con lo que
se obtiene la expresion para K. Los estados de equilibrio que pertenecen a esta curva satisfacen
la condicion, 1/(xr) = 0.

Desde el punto de vista tedrico, S(q) se puede obtener resolviendo la ecuacién de Ornstein-Zernike
para una cerradura dada. La aproximacion esférica media (MSA, por sus siglas en inglés) es
interesante porque proporciona soluciones analiticas para algunos potenciales de interaccion a
pares. El pozo cuadrado, resuelto por Dawson y colaboradores® es un ejemplo de ello. Estos
autores proporcionaron la funcién de Baxter que permite calcular S(q), asi como las curvas
espinodales para varios valores de A. Nosotros calculamos estas dos propiedades y trazamos una
de las espinodales de estos autores. Sharma- Sharma* usaron un método de perturbaciones
(también conocido como “random phase approximation”) que considera a la parte de largo alcance
de v(r), como una perturbaciéon al potencial de esfera dura; ellos se basaron en el trabajo de
Ailawadi’, quien logré la consistencia termodindmica de la solu0|on de Percus-Yevick (PY) de
esfera dura con la ecuacion de estado de Carnahan- Starlmg (CS), exigiendo que la
compresibilidad isotérmica derivada de esta ecuacion coincida con aquella de PY, obtenida por la
ruta de la ecuacion para la compresibilidad. El modificé dos de los tres factores involucrados en el
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polinomio de tercer grado que define funciéon de correlacién directa c(r). Propone que la relacion
faltante se obtenga de datos experimentales para S(q). Sharma-Sharma’ completaron la propuesta
de Ailawadi'; proporcionaron las expresiones modificadas para los tres factores antes citados.
Ademas, recurrieron al método de perturbaciones y dieron una expresion sencilla para el S(q) del
modelo de esfera dura mas pozo cuadrado.

La ventaja, de la solucion de Dawson et al.®, es su validez en un rango amplio de temperaturas, lo
que permite detectar la regién de inestabilidad de un fluido en equilibrio térmico. Su desventaja es
la gran cantidad de expresiones algebraicas involucradas en la expresion implicita para S(q).
Nosotros hemos realizado este calculo; por su extensiéon no lo reportamos en este documento,
pero ponemos a su disposicion un programa en Mathematica7 (solicitelo a la direccion electrénica:
hruizestrada@gmail.com). Por otra parte, el método de perturbaciones da expresién explicita para
S(q) y para la compresibilidad isotérmica, via la ecuacién para la compresibilidad. Esta tiene el
inconveniente que, conforme la temperatura de equilibrio se aleja del régimen de temperaturas
altas, se obtienen S(q) carentes de significado fisico. La pregunta de investigacion es: en el afan de
obtener una expresion explicita para S(q), /hay manera de aprovechar las ventajas que ofrece el
método de perturbaciones? En la siguiente seccidon se propone un camino que evade las
dificultades propias de las soluciones analiticas de la ecuacién de Ornstein-Zernike.

TEORIA
Considere un liquido atémico en equilibrio térmico a la temperatura T, contenido en un volumen V.
Las N particulas del fluido se modelan como esferas duras de diametro o. Un estado de equilibrio
lo denotamos por, (1,T), donde n=m p*/6 es la fraccion de volumen que ocupan los atomos en el
volumen V y p* es la densidad de numero adimensionada por la unidad de longitud o.
La teoria de liquidos simplesz, proporciona un camino para obtener la presién de un fluido: la
ecuacion para la compresibilidad, o ]

liy S(g) = pha T, (1)

donde S(q) es el factor de estructura estatica promedio y k; es la compresibilidad isotérmica. Para
calcular esta propiedad de equilibrio, partimos del enfoque mecanico estadistico que requiere de la
energia potencial de una configuracion arbitraria de las N particulas del sistema. En lo que sigue,
asumimos que esta energia es aditiva a pares.
Se sabe que S(q) se expresa en términos de la funcion e correlacion directa a través de,

1/S(g) = 1 - C(q). 2)
donde C(q) es la transformada de Fourier en tres dimensiones de la funcion p c(r).
Bv(r) = Bv,(r) + Bv,(r) La interaccion entre pares de particulas se modela a través del potencial
de esfera dura mas pozo cuadrado; Sharma-Sharma* usaron el método de perturbaciones, donde
la interaccion atractiva de corto alcance se considera como una perturbaciéon alrededor del
potencial de la esfera dura. Es decir,

3)

donde 1/8=kT es el inverso de la energia térmica, v, () representa el potencial de esfera dura y el
término de perturbacion es:

Bv,(r) =—Bs; o<r<Ao4)
La funcion de correlacién directa, c(r), se aproxima por la expresion,

(@) = pc™(r) = peys(r) — pBu(r)(5)
El calculo de C(q) es inmediato, obteniéndose,

C¥5(q) = Cus(q) = 2415 5 [Aq cos(Aq) = sin(Aq) — q cos(q) + sin(q) 1(6)

donde, 6 =T/T, (con T, = ¢/(k)) es la temperatura adimensional y C,s(q) es la solucion de
Percus-Yevick, que es consistente (termodinamicamente) con la ecuacién para la presion de
Carnahan-StarIingz,

24
Cus(q) = q—f{Zqzﬁcs — 24ycs + [24vcs — 2(Bes + 6ves) q° + (acs + Bes + ves) a* cosq

_[_24Vcs + (acs + 2.5+ 4ycs)q]q sin q}(?)
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con
_|1+2:j‘+r}|r}—-1] (8)
Qos = (1 —n)
. on[nt—129" + 20 + 18 9)
Fos T TR 1 —mnid ’
1 (10)
Tos = 7T Qgs-

La aproximaciéon de Sharma-Sharma* para el factor de estructura estatica, S(q), se obtiene
sustituyendo las ecuaciones (6) y (7) en la (2). Es util para describir metales liquidos a altas
temperaturas.

RESULTADOS

Sharma-Sharma* compararon exitosamente su expresion para S(q) con datos experimentales de
sodio liquido a 473K. Los parametros del pozo cuadrado los ajustaron para obtener la posicién del
primer maximo del factor de estructura experimental. Obtuvieron los siguientes valores:

§= 205K, 1=1.66, o =3.27 A°(11)

Sin embargo, a medida que la temperatura disminuye, esta soluciéon conduce a valores negativos
para S(q). Para remediar esta situacion, a la interaccion de pozo cuadrado le agregamos el
siguiente término de perturbacion,

B w(r) = —(BA) exp{—vr/o}, T > 0(12)
y obtenemos la siguiente expresion la para la funciéon de correlacion directa en el espacio de
Fourier,

C@) = C(q) ~ 24 n 5 expl—v} 7, 355(13)

(q2+v?2)2
donde

Mv)=qlg* + v(2+v)]cosq + [¢°(v + 1) + v*(v + 1)] sing, (14)

G =A/kgTo. (15)
S(q) se obtiene de las ecuaciones (2), (6) y (13). En esta expresion se toma el limite, g tendiendo a
cero y se considera la ecuacién (1). Los estados de equilibrio de la curva espinodal se obtienen
resolviendo la siguiente ecuacién no-lineal para v,

Fl(V) = Fz(V)

(16)

donde, Fi(v) v’ [2n(4 38s + 21es) — 8(A* — 1)/0 +1]
W) = o E T 107 Midcgs +30cs + 2vps) — (A" —1)/0 + 1], (17)
Fav) =G e v (18)

Se observa que la ecuacion (16) involucra los parametros A y v. El primero lo usamos para ajustar
los estados de equilibrio que predice nuestra expresién con los de Dawson. Para esto, calculamos
el factor de estructura que se desprende de la solucion de estos autores. Es una expresion
implicita y extensa que damos en este articulo. Nosotros calculamos su expresion limite para
numero de onda pequefio,
1/5p(0) = {65%(12 4 56AVAR?) — 021 + 2) + 250n[6 + 5(6 — 337)
—6n+25%(1 -5+ 47}21]}

d=A—-1vA=1—9. (20)
Los estados de equilibrio de la curva espinodal de Dawson® se calculan, igualando a cero la
expresion (19). Se obtiene la siguiente expresién analitica para la temperatura, 6, en términos de la
fraccion de volumen, 7.

(A (19)

con

agie \ 52 r 2 21)
f(r +36(2 — 1) + 26%(1 — 5y + 45%)] + (
63647 +wi () +w, {n) + hr(%’) + win)]l/i
Donde
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wy(n) = 366(4 — 11n + 79%)(22)
w,(n) = —96%(=10 + 60 — 135 1 + 4n°)(23)
ws() = —128%(=2 + 21n — 63 n? + 44n°)(24)
w,(n) = 46*(1 — 57+ 41°)*(25)

Nosotros consideramos el si%uiente valor para la anchura del pozo § = 0.03, el cual fue estudiado
por Dawson y colaboradores™. Un punto cualquiera de la curva espinodal se obtiene asignando un
valor a n y calculando la temperatura, 8, por medio de la ecuacién (21). Los resultados se
presentan en la Figura 1 (curva a trazos). Los puntos que aparecen en esta figura, corresponden a
nuestro resultado. Se obtienen resolviendo la ecuacion (16), ajustando el valor de A de tal manera
que el valor de 6 del método de perturbaciones diste de la de Dawson en menos de 0.01. Los
valores de los pardmetros G y v con los que se obtuvieron los estados de equilibrio indicados con
puntos se proporcionan en la Tabla 1.

Curva espinodal
D.ua_""l'"'I""I""I""I""

005k 1

0.04f - e

U. DD T 1 T 11 T 11 T (| T 11 T 11 I ]
0.0 0.1 02 03 04 05 0.6

n

Figura 1. Curva espinodal obtenida usando la ruta de la ecuacién para la compresibilidad
isotérmica. Para 6 = T /T, “versus” la fracciéon de volumen n = p*/6, para § = 0.03 . La unidad de
temperatura es T, = ¢/kg, donde ¢ es la profundidad del pozo cuadrado.

1 a G v
1 | 005 | 0,016 | 30 6.376
2 | 010 | 0.028 | 30 6.061
3 | 015 | 0.036 | -30 8.057
4 | 0.20 | 0.042 | -30 6.418
5 | 0.25 | 0.045 | -30 5.806
6 | 0.30 | 0.047 | -30 5.385
7| 035 | 0.048 | -30 5.043
8 | 0.40 | 0.047 | -30 4.740
9 | 0.45 | 0.045 | -30 4.457
10 | 0.50 | 0.043 | -30 4.184
11 | 0.55 | 0.039 | -30 3.012

Tabla 1. Valores de los parametros v y G =A/(kgT,) para los estados de equilibrio
(n, 8) representados por puntos en la Figura 1.
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CONCLUSIONES

Nuestra expresion explicita para el factor de estructura, ecuaciones (2), (6) y (13), es mas sencilla
que aquella de Dawson®, Sp(q); para este ultimo correlador obtuvimos una expresion implicita
donde aparecen numeros complejos. Numéricamente verificamos que la parte compleja del S, (q)
es cero y recuperamos algunas de las graficas que reportan estos autores. No es inmediata la
obtencién de una expresion explicita para el factor de estructura de Dawson y colaboradores.
Nuestras graficas de S(g) son cuantitativamente comparables con aquellas de Dawson, incluso a
temperaturas bajas (del orden de un décimo de la temperatura caracteristica del fluido). En el
rango de temperaturas muy bajas, la posicion del primer maximo de S(q), de ambos
procedimientos, esta ligeramente desplazado.
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RESUMEN

En este trabajo, se llevd a cabo el andlisis de observaciones en el rango del espectro
electromagnético conocido como radio, particularmente en la linea de recombinacién H76a hacia la
nebulosa planetaria NGC7027. Las observaciones fueron obtenidas de la base de datos del NRAO
(National Radio Astronomy Observatory) con el radiotelescopio VLA (Very Large Array) en Nuevo
México, E.U.A. La reducciéon de datos y procesamiento de imagenes se realizé con el software
astronémico AIPS (Astronomical Image Prossecing System). Se estimaron los parametros del gas
ionizado como son la temperatura de brillo y densidad, temperatura electrénica, tamano de la
region ionizada.

INTRODUCCION

La nebulosa Planetaria que vamos a estudiar es NGC7027 la cual es una de las mas estudiadas.
Este objeto se encuentra localizado en la constelacién del cisne y fue descubierta por Edouard
Jean Marie Stephan en 1878. La cual esta una distancia de la tierra de 1 kpc, y un tamafio de 0.06
pc (12000 au). Emisién de lineas de recombinacidon en radio. Es el estado fisico del medio
interestelar que varia en gran medida de una regién a la siguiente porque la temperatura del gas
depende de la energia que entra a dicha region. Si la temperatura de la superficie estelar es
suficientemente alta, la mayoria de la energia sera emitida como fotones ultravioletas del continuo
de lyman. Esta energia es suficiente para ionizar el hidrogeno (13.6 ev). Entonces, las estrellas
jévenes y luminosas (tipo o y b) sumergidas en nubes de gas estaran rodeadas por regiones de
emision en las cuales la temperatura (~104 k) y consecuentemente la presion sera mucho mas alta
que en nubes mas frias. La nebulosa de emision por lo tanto se expande; esta expansion es
ayudada probablemente por fuertes vientos estelares. Ocasionalmente un i6n se recombinara con
un electron libre. Ya que la tasa de ionizacion es bastante baja, el intervalo de tiempo entre dos
subsecuentes ionizaciones del mismo atomo sera generalmente mucho mas largo que el tiempo
para que el electrén decaiga al estado base, y emitira lineas de recombinacion. Para grandes
regiones HIl. Las nebulosas planetarias (pn) son otra clase de nebulosa ionizada por una estrella
central enana blanca con temperatura superficial de ~10° k. son objetos que contienen una estrella
central en la fase terminal mientras que las regiones HIl clasicas tienen estrellas ionizantes de tipo
temprano. Las estrellas en un estado bastante avanzado de evolucién producen atmosferas
extendidas las cuales estdn débilmente ligadas y que tienen dimensiones tan grandes que parecen
discos verdosos de baja luminosidad. Las lineas de recombinacion en radio corresponden a saltos
entre niveles altos de energia, que pueden variar aproximadamente entre 30 y 100. Usando las
mediciones de las lineas de recombinacion en radio provén una manera para determinar las
densidad y temperatura electronica ademas de determinar las velocidades radiales del gas
ionizado. Las informacién sobre la cinematica del gas ionizado es muy importante ya de esta
manera podemos conocer el estado evolutivo de este tipo de objetos.

OBSERVACIONES

Estas observaciones fueron hechas con el VLA, (operado por el National Radio Astronomy
Observatory, en Nuevo México, E.U.A.). Para obtener la presente observaciones, el VLA se empled
en configuracién D, que es la configuracion que presenta una distribucién mas cerrada de las
antenas y que ofrece mayor sensibilidad aunque menor resolucién. La reducciéon de datos y
procesamiento de imagenes se realizd con el software astrondmico AIPS (Astronomical Image
Processing System). Lo cual sirvié para determinar la temperatura de brillo y densidad electrénica,
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profundidad 6ptica y para obtener el campo de velocidades del gas ionizado. Los datos obtenidos
se encuentran en el dominio de Fourier y en radioastronomia se conoce como plano UV, por lo que
después de realizar la calibracidon de los datos en necesario aplicar la transformada de Fourier para
visualizar la imagen deseada. El proceso de calibracién consiste en determinar la densidad de
flujo recibido en el telescopio para expresarlo en Jy. Esto también se llevé a cabo la calibraciéon de
fase correspondiente. Para poder llevar esto a cabo las observaciones se realizan observando
alternativamente la fuente en estudio y una fuente de radio cuyo brillo cumpla las siguientes
condiciones: Ser una fuente brillante de flujo conocido y constante, y compacta comparada con el
haz de la antena, ademas debe ser lo suficientemente cercana como para poder utilizar las
soluciones de fase obtenidas para el calibrador de fase al determinar la fase del objeto de interés.

BANDA U

Las observaciones en esta banda se realizaron el 7 de Mayo de 1984 en la configuracion D del
VLA y corresponde al proyecto AR107 del archivo de datos del NRAO. El tiempo de observacion
sobre la fuente NGC 7027 fue de 210min. Los calibradores de amplitud y fase utilizados son 3C286
y BLLAC, respectivamente. El modo de la observacién fue en continuo con uno IF y un stokes con
un ancho de banda total de 8.9 MHz. La calibracion de los datos fue la estandar. La densidad de
flujo para el calibrador de amplitud fue de 3.5000 Jy. La densidad de flujo obtenida para el
calibrador de fase fue de 2.61730 = 0.01764 Jy en el IF. El rms obtenido es 1.2 mJy para las
observaciones de NGC 7027 con un Robust =0 y un tamafo de haz de 1.35'x 1.19".

Haz 1.33"
Tiempo de exposicion 210min
Valor rms (continuo) 1.2mly
Valor rms (linea) 0.7mly
Frecuencia 15GHz
Banda U

Linea H76a
Densidad de flujo integrado 6.19Jy
Telescopio VLA
Configuracion D

En la tabla 1. Se muestran los parametros de observacién de la Nebulosa Planetaria NGC7027

RESULTADOS
Haremos una comparacién con algunos resultados reportados en la literatura.

En la figura 1. Se muestra el radio continuo a 15 GHz hacia NGC 7027 observado con el VLA con
una resolucién angular de ~1.3”. La densidad de flujo en radiocontinuo es de 6.2 Jy, teniendo un
pico de intensidad de 214.7 +/- 0.6 mJy/beam, con una densidad de flujo integrada de 7.4 +/- 0.02
Jy. Se ajustd una gaussiana bidimensional usando la tarea IMFIT de AIPS para determinar el
tamafio de la fuente y el eje mayor es de 8.0” y un eje menor de 6.7” (angulo de posicidon de 157°).
El maximo de emision se encuentra en RA (J2000)=21h05m09.55s y DEC (J2000)=42°02’02.7". La
morfologia de la nebulosa planetaria sugerida por el radiocontinuo es de tipo cascara.
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PLot file version 3 created 20-JUL-2011 15:52:09
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Figura 1. Radiocontinuo a 15 GHz hacia la nebulosa planetaria NGC 7027 tanto en escala de
grises como en contornos. El rms es de 1.2 mJy/beam. La resolucion angular es de 1.4”X1.2”.

Figura 2. Se muestra los mapas de canal muestran la linea de em|S|on de H76a de NGC7027. En
la esquina superior derecha de cada panel la velocidad Vs, en km s' en cada canal esta |nd|cado
Los contornos estan dibujados en multlplos del rms desde -1.8 mJy beam™ hasta 12.6 mJy beam™
El nivel de ruido es de0.6 mJy beam™. La elipse en la imagen superior izquierda en el panel |nd|ca
el FWHP de la observacion.

En la Figura 2. Se muestran los mapas de canal de la linea de emisiéon de H76a (contornos) de
NGC 7027, y en grises la emision la emisién de radiocontinuo a 14.87 GHz. El rango de
velocidades en el que se emite la RRL H76a va desde -17.4 hasta 62.4 km/s. Se observa que la
posicion de la emisién mas intensa coincide con los picos de radiocontinuo. La morfologia de
cascara es evidente también en la linea de emisién. La emision de linea H76a en la parte central
es aproximadamente constante con la velocidad, como se mostrara mas adelante.
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PLot file version 22 created 20-JUL-2011 19:45:07
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Figura 2. Los mapas de canal muestran la linea de emisién de H76a de NGC7027.

La Figura 3 es una imagen del radiocontinuo a 14.87 GHz en donde se indica 5 regiones para las
cuales se determinara la densidad ne y Te electrénica. El determinar la ne y Te para estas
regiones nos permitira conocer la variacion de dichos parametros fisicos para diferentes lineas de
vision. Usando las densidades de flujo total de radiocontinuo en diferentes frecuencias y la de RRL
H76a se puede estimar un valor promedio de ne y Te. Lo interesante de utilizar estos valores
totales es que podemos confirmar la estructura de cascara y mas adelante lo trataremos de nuevo.
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En la figura 3. Se muestran las 5 regiones elipticas en las que hemos medido la densidad de flujo
(ver tabla 2).

| Regiones

[AL 12000 | Decl. {12000] ‘ Eje mavor ") | Eje menor (") ‘ ALY | Tamano (pe) |

l 20005m09.76s | 42°02'03.7 1.9 .Y 142 001G
12 21h05m09.56s | 42°02'02.4° 2.2 22 116 0.017
s 20005m09.36s | 42702011 L8 l 142 0.004
d 20005m09.33s | 42702059 3.9 1.4 () 0.012
) 20005m09.76s | 42°0150.5' 3.9 1.4 () 0.012

Tabla 2. Regiones en la cuales se midieron las densidades de flujo en radiocontinuo y en la linea
de recombinacion H76a hacia NGC 7027.

La Figura 4. Muestra el espectro de la RRL H76a obteniendo al integrar sobre toda la nebulosa
(cruces rojas) y sobrepuesto la gaussiana que se obtiene del ajuste a dicho espectro. Los
parametros obtenidos para la Guassiana son flujo pico de 260 mJy, FWHM de 50 km/s y con
velocidad central de 24 km/s. Estos resultados concuerdan con los resultados obtenidos por
Roelfsema et al. (1991).
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Figura 4. Observaciones (puntos rojos) de emisién de linea de recombinacion H76a integrada

sobre toda NGC7027 y sobrepuesto se grafica el resultado del ajuste gaussiano.

A partir de la razén de linea a continuo se puede determinar la densidad electrénica, temperatura
electrénica y profundidad optica del gas ionizado en la nebulosa planetaria.

A partir de la razon de linea a continuo se determina la temperatura electrénica (Te) usando la

ecuacion 1.
1
T — '-',l.:r'r'--( FARE ) 1 ) 1.1] 3=
T Se \kms! (6.955 < 107 ((}J)
1

Donde Spico es el flujo méaximo de la linea, Sc es el flujo continuo integrado sobre cada regién, AU
es el ancho en velocidad de la linea de recombinacion, U es la frecuencia de observacion.

Una vez determinada Te se procede a determinar la densidad electronica (ne) por medio de la
ecuacion 2.

] _ r g 0178 oos T 0.5 : 1.5
e 1 _ ua%0.3 x 10° Tf'] [ v ] U} { v ]

em 3} |1 K GH: L kpe arcseq

2
Donde u1 = 0:775 para una fuente con simetria esférica, el factor de correccion a = 0.9695. Estos
parametros determinados por Mezger & Henderson (1967); Schraml & Mezger (1969), para una
region HIl épticamente delgada con simetria esférica. D es la distancia hacia la nebulosa planetaria
NGC 7027, e es el tamafo de nuestras regiones en arcseg.

Realizando un ajuste del espectro de continuo térmico a las observaciones de multifrecuencias, la
profundidad éptica del radiocontinuo T esta dada por ecuacién 3.
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EM 171725, -2
r=0.08235 | ——| |=—=
0.08235 L_.i,” G,W:] __{1'] [G‘H: ]
3

Donde EM es la medida de emision, U es la frecuencia de observacion del gas ionizado en la
nebulosa planetaria.

La cual se muestra en la tabla3, la cual da los resultados por region

Te? (107K

-
ne=|

| Te?(10°K)

ne { 10°em

3

L1

(b7

a0

7

L1 G35

(133

1.0

.62

(L33

Ly

L b

0.24

Bl Boul| | b

=] I o)

.y

(134

0.24

Tabla 3. Parametros fisicos del gas en cada regién de la Nebulosa Planetaria NGC 7027,
determinados usando los modelos de emision para las cinco regiones marcadas en la Figura 3

Los dos métodos proporcionan valores de Te muy diferentes para cada regién, con el primer
método se obtienen valores mucho mayores, un factor de 2 a 4 comparado con el segundo
meétodo. Lo mismo sucede con ne (con factores de hasta 10). Por medio de otros resultados a
distintas frecuencias, se sabe que la Te esta entre 12,000 y 18,000K (Roelfesema et al. 1991) por
lo que adoptamos los resultados obtenidos con el primer método y asi investigar variaciones de Te
y ne con ajustes de pixel a pixel.

CONCLUSIONES

Se analizaron observaciones de radio realizadas con el VLA a 15 GHz en radiocontinuo y linea de
recombinaciéon H76a. La resolucion angular lograda es de ~1.2” por lo que se logra resolver NGC
7027. A partir de las observaciones de radio se estimd la temperatura electrénica, densidad
electrénica y la profundidad 6ptica por regiones.
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CORRELACION DE LA SALUD AMBIENTAL Y CONTAMINANTES ATMOSFERICOS,
PRODUCIDOS POR EL PARQUE VEHICULAR, EN LA CIUDAD DE LEON GUANAJUATO

Noé Fermin Silva Bugarin, Frida Marlene Galvan Nicasio, Jessica Guadalupe Bermudez Ruiz,
Diego Javier Cervantes Plascencia y Rodrigo Jonathan Martinez Espinosa

Instituto Politecnico Nacional
Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria Guanajuato

RESUMEN

Durante los afos 2014, 2015, 2016 existieron ciertas contingencias ambientales debido a diversos
contaminantes atmosféricos. Teniendo como objetivo correlacionar las Infecciones Respiratorias
Agudas (IRAs) con la salud ambiental, se dio a la tarea de ver el incremento del parque vehicular
de Guanajuato, habiendo crecido un 30% en lo ultimos 5 afios. Haciendo un muestreo de mas de
90 Murinos infantes, durante 3 afos, en una de las entradas y salidas al municipio de Ledn,
obteniendo cortes histologicos de sus pulmones, observandolos a microscopio mediante la técnica
de tincion Hematoxilina-Eosina para ver diferencias entre éstos y el numero de incidencias en
alveolos pulmonares, causados por contaminantes atmosféricos de fuentes moéviles: CO, SO2,
NO2. Considerandose los limites de las normas mexicanas NOM-021, NOM-022 y NOM-023 en
dicho proyecto; notamos que son superados en diferentes periodos, dandonos a conocer el tipo de
calidad del aire y los dafos a la salud ambiental, obteniendo una posible correlacion de dichas
concentraciones con IRAs presentes en Infantes. * Agradecimiento: Estacién de Monitoreo de la
Calidad del Aire y Bomberos estacion 1

INTRODUCCION

Durante los ultimos afos, la contaminacion ambiental ha representado un problema de interés
mundial, ya que se le ha relacionado con el incremento de las infecciones respiratorias agudas
(IRASs). '"En la ciudad de Leodn, Guanajuato se han presentado contingencias ambientales,
especificamente en la temporada invernal (ver Tabla 2), a causa del incremento del parque
vehicular, con un crecimiento aproximado del 30% en los ultimos 5 afios', debido a que generan
los contaminantes criterio (CO, SO, NO,) y estos han excedido los limites de concentracion
permisibles establecidos en las NOM-021-SSA1-1993, NOM-022-SSA1-2010 y NOM-023-SSA1-
1993. Estos contaminantes, tienen efectos nocivos principalmente en los sectores mas vulnerables
de la poblaciéon, como son adultos mayores y nifios menores de tres afios, ocasionando
inflamacion en las estructuras alveolares de los pulmones generando en ellos Infecciones
Respiratorias Agudas. A través de la presente investigacion realizada en los afios 2014, 2015,
2016 y el afio en curso, se muestra de manera analitica; los efectos de los contaminantes criterio
mencionados a través de su estudio utilizando murinos como sujetos experimentales, para
posteriormente realizar cortes histolégicos y técnicas de tincion que permiten identificar la
presencia de inflamacion a nivel alveolar.

TEORIA

La presente investigacion, esta fundamentada con parametros de concentraciones que limitan a los
contaminantes atmosféricos, establecidos en las Normas Oficiales Mexicanas 21,22 y 23 de la
SSA1 (Tabla 1)2‘3’4 siendo estas asimiladas por el instituto de ecologia del Estado de Guanajuato
en el departamento de calidad del aire, generando un semaforo estandar (Tabla 2) que indica
cuando se considera contingencia ambiental®.
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Contaminantes Limite de concentracién Norma

11.00 ppm o0 12,595 pg/m3

CO NOM-021-SSA1-1993
(8 Hrs)
524 pg/m3 o0 0,200 ppm
SO, NOM-022-SSA1-2010
(8 Hrs)
0.21 ppm o 395 ug/m3
NO, NOM-023-SSA1-1993
(1Hr)

Tabla 1.-Limites permisibles por las Normas Oficiales Mexicanas 21,22 y 23 de la SSA1 ***

co SO, NO,
Contaminantes 8Hrs 24Hrs 1Hr
Ppm ppb Ppb
Buena 0-9 0-99 0-189

No Satisfactoria 11-15 110-315 210-315

Tabla 2.- Semaforo de calidad del aire. Limites permisibles (parametros)
del IEEG-CA, se considera contingencia cuando los indices tocan la fila
de Mala o Muy mala®.

De igual manera, las infecciones respiratorias agudas (IRAs), las cuales resultan de la interaccion
entre el organismo infectante, el huésped y la exposicion a contaminantes ambientales. La
frecuencia de este tipo de enfermedades se ha incrementado entre personas con condiciones
respiratorias cronicas, personas de la tercera edad y nifios. Asi mismo, este tipo de infecciones
constituyen una de las principales causas de mortalidad en nifios de entre 1 y 4 afios en ciudades
desarrolladas™®.

En la ciudad de Ledn, Guanajuato, el afio 2014 se tiene un registro de 50044 casos de IRAs en
nifios de 1 a 4 afnos de edad. Teniendo una poblacion de 62434 casos registrados (independiente
de edad) al terminar el periodo invernal siendo este el de mayor numero de casos registrados de
este padecimiento."®’

Las estructuras que sufren mayor afectaciéon debido a los efectos de los contaminantes
ambientales son los alveolos, los cuales son bolsas de 0.2 a 0.5 mm de diametro, estan recubiertos
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casi por completo de células alveolares pavimentosas tipo I.7Estas células permiten la rapida
difusion de gases entre el aire y la sangre debido a su delgadez’.

Los cortes histologicos realizados para poder observar el alveolo y la inflamacion generada por
algun tipo de agente desconocido son pequeias laminillas de tejido generado por un CRIOTOMO
a una temperatura de -20°C esto para que el corte sea homogéneo y de un grosor aproximado de
5um (micrémetros)s.

La manera adecuada para observar estos cortes histolégicos es empleando la técnica de tincion de
Hematoxilina y eosina, la cual consiste en hidratar la muestra de tejido mediante la aplicacién de
alcohol y alcohol con agua desde una concentracién del 100% hasta una concentraciéon del 50%,
para después poder anadir los pigmentos de células hematoxilina y de tejidos eosina y al final
volver a deshidratar la muestra con soluciones de alcohol con agua desde una concentracion de
50% hasta el 100%.0Observando al microscopio estos cortes con la técnica de tincién, se logra
apreciar los alveolos y poder discutir el estado en el que se encuentran®.

PARTE EXPERIMENTAL

Se lleva a cabo un muestreo de mas de 90 Murinos infantes, .
durante 3 afios, en periodo invernal, en una de las entradas y 2
salidas al municipio de Ledn (Estacion de monitoreo CICEG, 2
Frente a la plaza Centro Max). Se generan cortes histolégicos de =
sus pulmones, observandolos a microscopio mediante la técnica 7
de tincién Hematoxilina-Eosina para resaltar las caracteristicas 5
del tejido y ver las diferencias entre éstos, asi como la cantidad o
de dano en alveolos pulmonares, causada por contaminantes 12
atmosféricos de fuentes maviles: CO, SO2, NO2. Se consideran =
los limites de las normas mexicanas NOM-021, NOM-022 y NOM- =
023. 17
18
RESULTADOS 0
Al tener la muestra en el microscopio, el grupo de trabajo se i
dedico a tomar la evidencia visual de los dafos en los pulmones =
de los Murinos. Alguna de las imagenes mas relevantes
obtenidas de los sujetos muestra son presentadas en este e e
extenso. Con la asesoria del Dr. Agustin Hilario Rocha, se Tabla3.-  Tiempo  vs
identifica un Pulmén sano, no expuesto al estrés ocasionado por ~ Valores de
los contaminantes atmosféricos (Imagen 1), proveniente de un contaminantes. (En
sujeto que estuvo aislado de éstos en el Bioterio de UPIIG-IPN. 185

Se identificaron las anomalias en los alveolos de cada captura fotogréfica, tales como rupturas en
el tejido alveolar, deformacion de las paredes alveolares y necrosis de los heumocitos tipo | y tipo Il
(células pulmonares).

Como se puede apreciar en la Imagen 1, la muestra
no presenta inflamacion alveolar y conserva el color
rosado propio de un pulmén sano. Mediante las
Imagenes 2, 3,4,5,6,7,8 y 9, notamos los dafos a nivel
alveolar que son superados en diferentes afos,
dandonos a conocer el tipo de calidad del aire que
tiene la ciudad de Ledn Guanajuato y la magnitud de
los dafios a la salud ambiental.

objetivo de inmersion 40x. 2459
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Las imagenes 2 y 3 corresponden al contaminante volatil NO, (Dioxido de Nitrégeno) del periodo
invernal 2014-2015 y 2015-2016 respectivamente. Se logra apreciar en la imagen 2 que se
conserva la forma semi circular de los alveolos, con respectiva deformacion de algunos de ellos y
rompimiento de éstos, asi como existe una capa de tejido en la parte superior de la muestra, la
cual no presenta dafios, solo decoloracidn (necrosis), que esta presente en toda la muestra.

Y. N »j
Imagen 2.- Muestra 1P4MN02 con Imagen 3. 2P2MAN02 con
un objetivo de 4x. un objetivo 10x

La Imagen 3 contiene un mayor numero de deformaciones a nivel alveolar (flechas); existen
alveolos que se conectaron con otro a su alrededor (“Grietas” apreciables en la zona media e
inferior de la imagen), ademas de que se conserva la necrosis.

Para el caso del CO (Monodxido de carbono), podemos notar que en la época invernal 2014-2015
se presentan grandes deformaciones en los alveolos (imagen 4). No se muestra una necrosis total,
sin embargo, carece del tono rosa mostrado en la Imagen 1.

Imagen 4.-Muestra 1P2MCO con Imagen 5.-2P2MBCO
un objetivo de 10x Muestra con objetivo 40x
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Durante la epoca invernal 2015-2016, el CO se presentd con mayor concentracion, logrando
degradar una gran cantidad de alveolos pulmonares (Imagen 5). Al igual que la muestra del afo
anterior, la coloracion no es la que indicaria una muestra de pulmén sano.

El SO, (Dioxido de azufre) es el contaminante mas toxico presentado, ya que desde el primer
periodo invernal mencionado anteriormente, muestra grandes dafios al tejido pulmonar (Imagen 6),
no solo a nivel alveolar. Son pocas las fotos obtenidas de este contaminante, debido al
fallecimiento de los modelos bioldgicos; sospechamos que estas muertes se deben al mal estado
de los pulmones, que impide oxigenacion ideal al organismo. De cada 10 ratones expuestos en
cada periodo invernal, s6lo 2 cumplieron con el tiempo de exposicion previsto (15 dias:
equivalentes aproximadamente a un afio del roedor).

Imagen 6.- Muestra 1P2MSO2 Imagen 7.-2P2MBSO2 con un
con un objetivo de 10x objetivo de 10x

Haciendo un contraste entre las imagenes 6 y 7 se hace resaltar que los alveolos presentan el
mismo tono de decoloracion rojizo; se muestra la irritacion por la presencia de azufre en el
contaminante, teniendo en cuanta que las moléculas con azufre corroen los tejidos organicos.

CONCLUSIONES

Este trabajo permite observar que las condiciones climaticas propias del periodo invernal,
coadyuvan con las particulas contaminantes atmosféricas para incrementar su efecto nocivo.

Por otro lado, los datos arrojados por las pruebas microscépicas realizadas en la parte
experimental de este trabajo, en relacion con la estadistica publica, parecen indicar una correlacién
directa entre los casos de IRAs presentes en infantes y los dafios por exposicion a los
contaminantes atmosféricos.

De acuerdo con los datos arrojados por la caseta de monitoreo CICEG; éstos contaminantes se

presentan con mayor concentracién en las horas pico del trafico vehicular, poniendo el semaforo
en No satisfactoria y Mala generando periodos de contingencia.
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RESUMEN

En el presente trabajo se reporta la sintesis selectiva de un pentamero de tipo oligofenilenimina
con terminaciones aldehido, obtenida mediante el método de mecanosintesis, el compuesto se
sintetizd por reaccion del 2,5-bis(octiloxi)tereftaldehido y del 2,7-diaminofluoreno.

Este producto ha sido caracterizado por técnicas espectroscopicas de 'H-RMN y FTIR para su
elucidacion estructural, las propiedades opticas en solucion (CHCI;), mediante UV-Vis muestran
dos bandas de absorciéon una con picos maximos en 286 nm y 450 nm que corresponden a
transiciones 11-11*. El bandgap 6ptico calculado es de 2.47 eV.

El compuesto obtenido (DAFCHO) presenta propiedades fotocromicas cuando se expone a la
radiacion solar (amarillo palido en condiciones de ausencia de luz solar a rojo palido en
condiciones de exposicion a la luz solar). Estas propiedades son de gran interés por su potencial
aplicacién en dispositivos optoelectrénicos como ventanas inteligentes.

INTRODUCCION

Las oligofenileniminas conjugadas son moléculas organicas cortas que pueden contener en su
estructura grupos policiclicos aromaticos (naftaleno, antraceno, fluoreno, etc.), que presentan
propiedades semiconductoras que pueden ser aprovechadas en la fabricacién de dispositivos
optoelectronicos organicos tales como OLEDS [1], celdas solares [2,3], ventanas inteligentes [4-6],
etc. La técnica de mecanosintesis tiene la ventaja de reducir el tiempo de sintesis del compuesto
conjugado, mejorando su rendimiento [7].

En el presente trabajo se evalia mediante 'H-RMN, FTIR y UV-Vis una oligofenilenimina
conjugada portadora de grupos fluoreno [8,9] analizada en solucién (CHCI;) para determinar los
valores de maxima absorbancia del DAFCHO [10].

TEORIA

Mecanosintesis

Este proceso se llevé a cabo en un molino de bolas marca SPEX 8000D de alta energia (Figura 1),
donde combinamos los dos mondmeros mencionados anteriormente en una relacion
estequiométrica de 1:2.5 en un contenedor de acero inoxidable, en ausencia de disolventes y a
temperatura ambiente en un tiempo de reaccion de 90 minutos.

Una vez obtenido el DAFCHO, se realizaron las correspondientes pruebas de solubilidad para la
recuperacién del producto; se filtré por gravedad y posteriormente se precipito durante 20 minutos
por medio de centrifugacion.
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Figura 1. Molino de bolas marca SPEX 8000D de alta energia y contenedor.

2.2 Caracterizacién Optica en solucién

El espectro de absorcion UV-Vis del DAFCHO fue obtenido mediante un espectrofotémetro marca
Perkin ElImer modelo Lambda XLS, empleando como disolvente CHCI; en un intervalo de 250 a
800 nm.

El bandgap optico (Egqpt), se determind utilizando la ecuacion de Planck Ec.1
EQopt = (NCYA. .o, (Ec.1)

PARTE EXPERIMENTAL

Se presenta la Resonancia Magnética Nuclear del DAFCHO, realizada con un equipo Varian
Multinuclear con autosintonizador de 400 MHz. En la figura 2, se pueden apreciar las sefales en
10.51 ppm que integra para 2 protones y se asigna a las correspondientes terminaciones aldehido
(CHO), en la senal de 9.03 ppm, la cual integra para 4 protones determina la formacién de los
grupos imino (CH=N). Las sefiales que se observan en la region de 7.80 a 7.25 ppm integran para
36 protones y son asignados a los protones (CH) de los grupos aromaticos. La sefial de 4.15 ppm
integra para 4 protones y pertenece al fluoreno. A 4.06 ppm se observa una sefial que integra para
12 protones que corresponden a los grupos metileno alfa al oxigeno de la cadena alcoxi (CH2,-O).
Las sefiales entre 1.83 a 1.28 ppm integran para 72 protones y corresponden al resto de los
protones de los grupos metilenos de las cadenas alifaticas y finalmente la sefial que aparece en
0.87 ppm integra para 18 protones y corresponden a los (-CH3) terminales.
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Figura 2. Sefales de 'H-RMN del DAFCHO.
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En la figura 3, se muestran los espectros de FT-IR del DAFCHO, obtenidos con un espectrémetro
marca Perkin ElImer modelo Frontier. En dicho espectro se observa la banda que corresponde a la
vibracién correspondiente al grupo imino (CH=N) en 1679 cm™ lo cual confirma la formacion de las
oligoiminas, la vibraciéon de los grupos aldehido (CHO) se observa en 1727 cm’ se presentaron
ademas vibraciones a 2920 y 2850 cm” respectivamente que corresponden a los estiramientos
(CH) de los grupos metileno (CH,) y metilo (CH3) de las cadenas alifaticas provenientes de los
grupos del 2,5-bis(octiloxi)tereftaldehido. Las bandas de vibracion (C=C) de los grupos aromaticos
se observan en 1584 y 1490 cm™. Las vibraciones de deformacion (8) fuera del plano de (C-H) y
(C=C) de los grupos aromaticos se presentan en 968 y 878 cm” respectivamente.
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Figura 3. Espectroscopia FT-IR de la oligoimina conjugada (DAFCHO).

En la figura 4, observamos la espectroscopia del Ultra Violeta visible (UV-Vis) del DAFCHO. Las
propiedades opticas en solucion (CHCI;) muestran dos bandas de absorciéon una con picos
maximos en 286 nm y 450 nm que corresponden a transiciones m-1*. El bandgap 6ptico calculado
es de 2.47 eV de acuerdo a la Ec. 1.
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Figura 4. Espectroscopia UV-Vis en solucion (CHCIj).
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En la figura 5, se puede apreciar el efecto fotocromico del DAFCHO; es decir, el cambio de
tonalidad en aproximadamente 2 minutos (amarillo palido en condiciones de ausencia de luz solar
a rojo palido cuando se expone a la irradiacion de la luz solar).

b

Figura 5. Efecto fotocromico del DAFCHO. A) En ausencia de luz solar, B) Expuesto a la
irradiacion de la luz solar.

RESULTADOS

En las pruebas de RMN Y FTIR se pueden observar los grupos funcionales correspondientes, por
lo que podemos determinar que el centro conjugado propuesto ha sido obtenido. La evaluacion del
bandgap optico en solucion (CHCI3) de la oligofenilenimina conjugada con fluoreno ha permitido
corroborar que es posible determinar el bandgap 6ptico en solucién con un valor aceptable de 2.47
eV. El compuesto conjugado (DAFCHO) presenta efecto fotocrémico.

CONCLUSIONES

Las pruebas de solubilidad para el compuesto (DAFCHO) han determinado que es soluble en
cloroformo e insoluble en hexano. Presenta un interesante efecto fotocromico, lo cual podria ser
utilizado en ventanas inteligentes. El bandgap 6ptico de acuerdo a la caracterizacion de UV-Vis es
de 2.47 eV, por lo que se sugiere como material candidato para fabricar dispositivos
optoelectronicos ya que estos materiales requieren de un valor de bandgap de este orden. Las
bandas de absorbancia presentadas por el compuesto conjugado, se presentan en 286 nm
correspondiente al 2,5-bis(octiloxi)tereftaldehido mientras que la banda en 450 nm corresponde al
compuesto conjugado.
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RESUMEN

El estudio de modos de superficie es de interés actual debido a las aplicaciones en areas
tan importantes como la medicina y las telecomunicaciones. En este trabajo se estudiaron
numéricamente la presencia de modos de superficie en sistemas electromagnéticos formados por
cristales foténicos en guias de ondas con superficies onduladas e inclusiones cilindricas circulares,
que incluyen capas de metamateriales dispersivos. Se modelaron guias de ondas de una longitud
supuesta infinita (perfectamente periédica); sin embargo, el caso de un modelo mas realista que
envuelve guias de ondas con longitudes finitas (periodicidad truncada) también fue tratado para el
calculo del campo cercano. Los métodos numéricos utilizados son métodos basados en
ecuaciones integrales. Los resultados obtenidos para sistemas perfectamente peridédicos permiten
concluir que la presencia del metamaterial es fundamental para la aparicion de modos de
superficie. Para el caso de la guia de ondas con longitudes finitas se encontraron configuraciones
donde el campo cercano se concentra en el interior del metamaterial, pero no en la interfaz de
metamaterial-vacio como se esperaria.

INTRODUCCION

El disefio y fabricacion de nuevos materiales ha tenido un enorme crecimiento en los ultimos afios
[1]. Particularmente la fabricacion de dispositivos electronicos cada vez mas eficientes ha atraido la
atencién de cientificos en todo el mundo [2,3]. Desde que comenzd la era de la electrénica
integrada en los afios 50, hasta la actualidad el numero de transistores que se pueden integrar en
un circuito se duplica cada dos afos. Esta tendencia, es conocida como ley de Moore [4]; sin
embargo, esta tendencia se encuentra amenazada porque a pesar de seguir disminuyendo el
tamano de los componentes, las propiedades concernientes a la velocidad de procesamiento se ha
frenado. Este tipo de problemas han obligado a buscar otras alternativas que puedan superar las
limitaciones presentes en la tecnologia actual, la cual esta basada en el silicio [5].

Una tecnologia que se muestran como seria candidata para resolver los problemas que presenta la
tecnologia basada en el silicio es la nanofoténica. Uno de los objetivos principales de la
nanofoténica es poder confinar la luz en una cierta regién del espacio [6]. Entre los materiales
propuestos para el desarrollo de la nanofoténica se encuentran los Cristales Fotdnicos (PC por sus
siglas en inglés, Photonic Crystals). Los PCs son materiales nanoestructurados de forma que su
funcién dieléctrica varia periddicamente en el espacio [7]. Los PCs son materiales relativamente
novedosos y estan propuestos para controlar la propagacién de la luz a través de estos sistemas
periédicos.

Entre las principales ventajas ofrecidas por los dispositivos fotonicos frente a los

electrénicos pueden destacarse la mayor velocidad de operacion. Esto se debe a que en este caso
los portadores son fotones, frente a electrones en el caso de dispositivos electrénicos.
Se han encontrado propiedades opticas interesantes en los PCs [8]. Una de ellas son las fibras
Opticas basadas en PCs, las cuales son estructuras periddicas fabricadas con periodos del orden
desde décimas de micra hasta micras. Las fibras épticas tienen grandes aplicaciones en medicina,
gracias a éstas ha sido posible, ademas de la endoscopia, la cirugia laparoscépica que se realiza
con incisiones extremadamente pequefias en comparacion con la cirugia tradicional. En la Fig. 1
podemos apreciar un corte transversal de una fibra éptica basada en un PC. Para guiar luz a través
de un cristal foténico basta crear un defecto, que sirve precisamente de camino para confinar la luz
que no puede penetrar en el resto del cristal. En el caso de las fibras, el cristal foténico juega el
papel del recubrimiento, mientras que el defecto constituye el nacleo.
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Figura 1. Micrografias SEM de una fibra de cristal foténico.

Ya que se habla de materiales novedosos, no podemos dejar de lado otra aplicacion
importante que ha surgido en los ultimos afios. Esta aplicacion consiste en la sintesis de
nanoparticulas que localizan y destruyen células cancerigenas [9,10]. EI método se basa en
introducir en el torrente sanguineo nanoparticulas que se adhieren a las células de cancer,
posteriormente mediante radiacién electromagnética se produce calentamiento en las
nanoparticulas que origina la destruccién de las células malignas. Este proceso resulta poco
dafino para el tejido continuo a las células de cancer, y aunque este tratamiento aun no ha sido
probado en seres humanos se espera que un futuro cercano se pueda utilizar con éxito en
pacientes con esta enfermedad. El proceso para la aniquilacion de las células malignas se realiza
mediante modos de superficie excitados en las nanoparticulas [11]. El estudio de estos modos de
superficie los hace la plasmanica [12], la cual constituye una rama de la nanofoténica.

Dentro de la plasmoénica se tienen a los llamados materiales izquierdos (LHM por sus siglas
en inglés, Left-Handed Materials) o metamateriales, los cuales han resultado ser de gran ayuda
para producir modos de superficie [13]. Los LHMs son arreglos periédicos de estructuras cuyo
tamano de la celda unitaria es mucho menos que la longitud de onda con la que se trabaja [14].
Estos materiales no se encuentran en la naturaleza, de modo que son fabricados artificialmente y
su nombre lo deben al hecho de que los vectores de luz E, H y k forman una triada que cumple la
regla de la mano izquierda para una onda que se propaga a través de ellos. Esta cualidad origina
que los fenédmenos o6pticos conocidos presenten variaciones que pueden ser utilizadas para el
desarrollo de nuevas tecnologias. Por esta razén se ha comenzado a estudiar una gran variedad
de sistemas épticos que contienen LHM. Entre estos estudios estan, por ejemplo, la investigacion
sobre propiedades de esparcimiento en sistemas cilindricos largos hechos a partir de medios con
LHM [15, 16, 17], la refraccién negativa [18], la transmisidn extraordinaria de la luz [11], etc.

TEORIA
El método numérico empleado es el método integral, el cual se basa en resolver la ecuacién de
Helmholtz.

Comenzamos el analisis de este trabajo con un sistema formado por una guia de onda con
paredes sinusoidales que tienen una capa de grosor 7 de LHM como el mostrado en la Fig. 2.
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Figura 2. Celda unitaria formada con dos placas onduladas de conductor perfecto
acompafnadas de capas de LHM.
Asumiendo una dependencia temporal sinusoidal e~“t para los campos electromagnéticos la
ecuacion de onda puede ser transformar en la ecuacion de Helmholtz:

(V2 + k(1) = 0, (1)
donde Y () puede representar el campo eléctrico E, o el campo magnético B, para la polarizacion
TE o TM, respectivamente; r es el vector de posicién y el subindice j hace referencia al j-ésimo
medio en el sistema analizado.

La magnitud del vector de onda viene dado por k; =n;(w) % siendo n; el indice de

refraccion en el j-ésimo medio. Se cumple que n;j(w) = t,/pj(w)¢(w), donde p; es la
permeabilidad magneética y ¢; la permitividad eléctrica. Para LHM consideraremos el signo negativo
en n; y positivo en otro caso.

Para encontrar la relaciéon de dispersién w = w(k) y determinar los modos de los sistemas
partimos de la segunda identidad de Green en dos dimensiones, ya que, en este caso el sistema
presenta homogeneidad en una direccion, k es el vector de Bloch. Sin pérdida de generalidad, sea
z la direccion de homogeneidad, por lo tanto

g [6(rr) D - 250 )| as = 6w (), )
donde C denota el contorno de una celda unitaria, 8(r) = 1 si r esta dentro de la zona donde se
resuelve la ecuaciéon de Helmholtz y cero en otro caso y G(r,r’) es una funcién de Green. Para
este sistema:

G(r,r) = inH" (kj|r — 7)),
(3)
siendo Hél) (z) la funcién de Hankel de primer tipo o bien, de primera clase y orden cero.

Para resolver el sistema dividimos la celda unitaria en segmentos [}, en este caso doce, y
se realiza un muestreo X,, = X(S,), Y, =Y(S,) a lo largo de cada curva. Consideremos a la capa
superior como la region uno, la capa de en medio como la regién dos y por ultimo la capa de abajo
como la region tres (ver Fig. 1). Consideremos que en la discretizacién se tienen nx puntos en
cada perfil ondulado de la celda unitaria, ademéas de nyl puntos en los perfiles verticales de la
region [-ésima. Entonces obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones algebraico y
homogéneo para polarizaciéon TM:

para la region uno,
nx

nx — y'nx .. .
7=t Ny Vi T 2= bii g ) P ~ 2= N Vi) T

nyl _ . - ) _ nyil B s . . —
Z].:l (Lif(1.3) exp(—ikP)L;; (1'4)) @1(1‘3) ijl (NU(1,3) + exp(—ikP)N;; (1'4)) lIJ}(1'3) 0,
4)

para la region dos,

Lij
_ynx Yebg  _ynx . nx o L _ymx N .
=1 5, (Df(l.Z) z:1=1N”(2.1)¢J(1,2)+zFlL”(Z.Z)cD’(Z.Z) 1=1N”(2.2)¢1(2.2)+

ny2 . ny2 ,
Zj=1 (Lij(2’3) - exp(—LkP)Lij(ZA)) (Dj(2,3) - Z (Nij(2,3) + exp(—lkP)Ni

j=1 1'(2,4)) lIJ1'(2,3) =0,
(5) para la region tres,
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Lij

nx @3, 1)

J=1 £ ](2 2) Z
ny2 — yny2 .. —1 .. . =

277 (L i)~ EXP(=ikP)Ly; 4)) By~ 21 (N i) + EXP(=ikPNy (3_4)) Wiy =0

(6)

y; y @; denotan numeéricamente la magnitud del campo y su derivada normal, respectivamente, asi

como i =1,2,..n, donde n es el numero de puntos en la superficie. En este caso n = 6nx +

nyl,+ny2 + ny3. Ademas f,, = €/&,, donde ¢, es la permitividad eléctrica dentro del medio m-

ésimo para polarizacion TM o f;,, = w; /1, para polarizacién TE, con y; la permeabilidad magnética

en el m-ésimo medio.

Las entradas de la matriz estan dadas por [19]:
iAs

Lij(n‘m) = —Ho (kndij )(1 —6;5) + %‘TSHol (kn 2—:) (65). (7)
Nij oy = ey Hy " (kndiy) 22 24 (1 8;) + G + %Df') (647). (8)
donde §;; es la delta de Kroneker, d;; = /(X; — Xj)2 + (Y; —Y)?, Dij = =Y, (X; — X)* + X; (Y; — ¥;)?

y D; = X;Y; —X; Y], H'(c) es la funcion de Hankel de primera clase y orden uno, 4s denota la

longitud de arco entre dos puntos consecutivos de la discretizacion, X; =X (S)|,_., ¥ =
Y os X =X Oy VY =Y ),

Cabe sefalar que debido a la periodicidad del sistema es posible utilizar el teorema de
Bloch para relacionar las fuentes del lado izquierdo con las fuentes del lado derecho en los perfiles
verticales. También son consideradas las condiciones de frontera para el campo y su derivada en
todas las interfaces involucradas.

De este modo el sistema puede ser expresado de la siguiente forma:

M(w, k)F(w, k) = 0. (9)

La matriz M depende tanto de la frecuencia w como del vector de Bloch k y F representa las
fuentes. Una solucion no trivial del sistema se obtiene si det(M(w, k)) = 0.

El siguiente sistema a analizar se muestrayen la Fig 3.

_ynx A .
Nij (3,1)% (2,2) jz1 Ny (3.2)% eyt

pEC |

ORNORN

CHM [

P
Figura 3: Guia de onda de cristal foténico con inclusion de conductor perfecto cubierto por una
capa de metamaterial.

/acuum

Con un razonamiento analogo y considerando que se tienen dos regiones de interés en
cada celda unitaria en este sistema, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones algebraico y
homogéneo para polarizacion TE:

nx nx _
Z] 1Ll](1 1) CDj(l 1) +Z] 1Ll](12) ](12) +Z ( 11(1’3) exp( lkP)LLJ(14)) q)j(1’3)
jud —_yni L. . -
2)= (N”(l o exp(=ikP)N; 1 4)) lIJ1(1 yt 21 =1Lij ¢" s)lpfu 5) j=1 Nll(1.5)¢’(1,5) 0 (10)
U(Z Db — nii _
ZJ b fiz ](1'5) Zj:l b, l)qJJ(l 5) +2j= L”(z 2)q)](2 2 0. (11)

Finalmente se tiene como objetivo el calculo del campo esparcido para el sistema mostrado
en la Fig. 4, el cual esta formada por una guia de ondas finita en cuyo interior se encuentran
inclusiones de LHM. La longitud de la guia es d, el ancho es b, pero la longitud total del ancho del
sistema es 21 + b, g es el semi-ancho del haz Gaussiano que incide sobre la guia.
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vacuum
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0000000000 |
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e | region2 ;
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Figura 4. Guia de onda finita con inclusion cilindrica de metamaterial.
En este caso el sistema a resolver es:

YO =900 + L3 S, [P0 () - 6 (rr) 0D ds (12)

D ()6 (r) = 45 [ Gi(rr 61/1(’)(1') aGJ(Tr)lp(])(r)] 8;ids. (13)
En estas expresiones, L|J(0) (r) representa eI campo incidente y la suma de las integrales

representa el campo esparcido. Ademas fim = W/Wm, i =1,2,...,M, donde M es la cantidad de

cuerpos considerados en el sistema. Discretizando el contorno del sistema y continuando de forma

analoga es posible calcular las fuentes y asi el campo esparcido.

RESULTADOS

El LHM utilizado en el analisis tiene las siguientes propiedades opticas (Pendry et al., 1998):

_ 4 _ (o/2m? _ 4 _ _ %056
g(a)) =1 w? y ‘u(w) =1 w?2-(10/2m)2"

negativo es 0.6366 <w,< 0.9597.

El rango para w, donde se tiene indice de refraccion

GUAS DE ONDAS PERIODICAS CON CAPAS ONDULADAS

Consideramos el sistema de la Fig. 2 con b = 1.5, P = 2w, A= 0.1b, polarizacion TM, un desfase de

perfiles de m/2 y T = 0.25b. En la Fig. 4 (a) se muestra la celda unitaria del sistema, en la Fig. 4 (b)

se muestra el determinante D(k = 0, w,) en funcion de la frecuencia w, de donde podemos notar

dos valores interesantes para w,, sus posiciones estan dadas por w, = 0.6381 y w, = 0.6457. En

las Figs. 4 (c) y (d) se muestral TID'? intensidad del campo para cada frecuencia, respectivamente.
el @ 1 T ®

\nllj,--\
~

1087
=

043z |

0200 bsoo bss? bezs 10
@

Figura 4. (a) Celda unitaria con capas LHM (b) Determinante D(k = 0, w,-) en funcion de la
frecuencia w,. (c) Campo obtenido con w, = 0.6381. (d) Campo obtenido con w, = 0.6457. Los
parametros son b = 1.5, P = 2m, A= 0.1b, y polarizacién TM.

Un resultado importante obtenido en este sistema se muestra en la Fig 5. Es posible

obtener modo de superficie con A= 0.0, es decir, con superficies planas en lugar de onduladas,
siempre y cuando se encuentre presente una capa de LHM en cada superficie. En la Fig. 5(a) se
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muestra el determinante D(k = 0, w,.) en funcién de la frecuencia w,, donde sobresale el valor de
w, = 0.7487. En la Fig. 5(b) se muestra la intensidad del campo para la frecuencia antes

mencionada. Los parametros utilizados en este caso son b = 1.5, P = 2w, A= 0.0, polarizacion TE,
y T = 0.25b.

(a) (b)

-4 000e+002

oa3zebooz )'\
Pl
I 7

1 487=ko03 \ //
!
L

\'(
-2.000e+003

0,500 0667 0833 1.000

L

D0,w )

Figura 5. a) Determinante D(k = 0, w,.) en funcioén de la frecuencia w,. (b) Campo obtenido
con w, = 0.7487. Los parametros son b = 1.5, P = 2, A = 0.0 y polarizaciéon TE.

GUIAS DE ONDAS PERIODICAS CON INCLUSIONES CILINDRICAS

A continuacion se muestran los campos obtenidos para el sistema de la Fig. 3. En este caso se
consideré P = 2m, b = 4w, 1, = 0.05b y r, = 0.1b. En la Fig. 6(a) se muestra la celda unitaria del
sistema. Consideramos el interior vacio y lleno de de conductor supuesto perfecto. En las Figs. 6(b)
y (c) se muestran los campos correspondientes a w, = 0.7487 para ambas consideraciones bajo
polarizacion TE y para k = 0, de esta figura se deduce que la presencia del conductor dentro del
LHM no juega un papel importante para el calculo del modo superficial.

13.000 (a) '

0000 | o
oo 21 42 63
X

Figura 6. (a) Celda unitaria del sistema. Campo con (b) conductor perfecto y (c) vacio
dentro de la capa de LHM.
GUIA DE ONDAS FINITA
Finalmente en la Fig. 7 se muestra el campo obtenido a partir del sistema de la Fig. 4 para l =9,
b =4m,d = 40w, 8, = 0, 20 periodos g = 11.2, r = 0.1b y polarizacion TE.

' =
- | CAUCAETEELN |

@

-

~

[N

IS

o

o 20 40 60 80 100 120

X
Figura 7. Campo esparcido para una guia de onda finita con inclusiones cilindricas de LHM

conl=9, b=4n,d = 40m, 6, =0y w, = 0.7487.

Es importante notar que algunos de los méaximos del campo esparcido se encuentran
ubicados en las inclusiones, sin embargo no se encuentran de forma superficial como se esperaria.
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Esto puede deberse a los parametros utilizados o simplemente al hecho de que el sistema finito no
necesariamente se comporta como el sistema supuesto infinito.

Es necesario hacer mas calculos variando parametros como la longitud la guia o el angulo
de incidencia del haz para determinar si es posible obtener un campo superficial en las inclusiones
como el obtenido cuando se considera un sistema perfectamente periddico.

CONCLUSIONES

En las guias supuestas infinitas fue posible calcular plasmones de superficie. Resulta que la
presencia de LHM es fundamental para la aparicion de PS. Sin embargo, para el sistema finito se
calcul6 el campo esparcido mostrando una configuracion donde el campo sdlo se concentra en las
inclusiones de LHM.
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RESUMEN

Los cumulos metalicos se caracterizan por una relativa dependencia entre las propiedades fisicas,
quimicas, electrénicas y magnéticas con respecto al tamafno y la geometria del sistema. Ejemplo
de ello son los cumulos de cobalto que ademas poseen caracteristicas y propiedades con alto
poder catalitico. En este trabajo se estudiaron cimulos de cobalto puros y mezclados con 6xido
nitrico y 6xido nitroso bajo la estructura de la Teoria de Funcionales de la Densidad. Se muestran
los resultados acerca de los indices de reactividad tanto global como local de estos sistemas.
Todos los sistemas muestran una quimisorcion disociativa del 6xido nitrico y 6xido nitroso sin
fragmentacion del cimulo ademas de que las geometrias de los sistemas puros coinciden con los
resultados reportados en la literatura.

INTRODUCCION

En afos recientes el estudio tanto tedérico como experimental acerca de cumulos de metales,
especialmente metales de transicion [1-3], ha crecido significativamente. Esto es debido a que
dichos sistemas son caracterizados por una relativa dependencia entre las propiedades fisicas,
quimicas, electronicas y magnéticas respecto al tamafio y geometria del sistema [4][5]. Ademas,
estas particulas poseen propiedades que son sustancialmente diferentes a las propiedades del
solido o bulk [6][7], y por lo tanto, tienen caracteristicas unicas y frecuentemente propiedades
inesperadas a cada tamarno de cumulo, incluso aunque se trate de elementos vecinos en la tabla
periédica. Cabe sefalar que, con el crecimiento del cimulo, sus propiedades tienden a evolucionar
hacia las del bulk [8]. El cobalto, uno de estos metales, posee caracteristicas y propiedades con
alto poder catalitico. De esta manera, los cimulos de este metal resultan interesantes al tener sitios
reactivos en su superficie, ademas de que la adiciéon o remocién de un solo atomo produce el
cambio en sus propiedades. Actualmente se reportan estudios tanto teéricos como experimentales
de cumulos de cobalto que evidencian propiedades electronicas y magnéticas que dependen de su
tamafio y geometria [9-15]. En este trabajo se estudiaron cumulos pequefos de cobalto puros y
mezclados con 6xido nitrico (NO) y dxido nitroso (N,0), Co,?, Co,*(NO) y Co,’(N20) (n=7-9 y q=0-
1) mediante la Teoria de Funcionales de la Densidad (TFD) [16], con el fin de obtener una
descripcion tanto estructural como reactiva de estos sistemas como agentes cataliticos de
particulas que en su estado molecular resultan ser perjudiciales para el ser humano, tales como
son el NOy N,O.

METODOLOGIA

La busqueda de minimos sobre la superficie de energia potencial (PES) y los indices de
reactividad fueron calculados usando Gaussian 09 [17] con el nivel de teoria BPW91/6-311G [18-
20]. Las estructuras iniciales para la optimizacién de las geometrias fueron tomadas de los
resultados de una busqueda implementando algoritmos genéticos mediante el programa GEGA
(Gradient Embedded Genetic Algorithm) [21][22] donde se empled el funcional VWN [23][24] con el
pseudopotencial LANL2DZ para los atomos de cobalto[25] y la base D95V para el resto de los dos
atomos[26]. Los indices de reactividad calculados fueron: el potencial de ionizacion ( I'), afinidad
electrénica (A)(ambos de naturaleza vertical) y el potencial quimico (i), ademas de las funciones
de Fukui [16] para poder identificar las zonas susceptibles a ataques nucleofilicos F'(r),
electrofilicos f7(r) y ante especies radicales f(r).

RESULTADOS Y DISCUSION
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a. Geometrias

Cumulos: Co,, Co;", Co;NO, Co,"'NO, Co;N,0 y Co,'N,O

La estructura mas estable para el Co, corresponde a una bipiramide pentagonal la cual tiene una
multiplicidad de espin de 16, y se presenta en la Figura 1. Es importante notar que esta geometria
altamente simétrica [9] concuerda con la reportada por Zhan y colaboradores [10]. Para el Co,"
(multiplicidad de espin igual a 15) los resultados muestran una geometria bastante similar al
sistema neutro. La estructura mas favorecida para el sistema Co,NO tiene una multiplicidad de 11.
Para esta geometria, la Figura 1 muestra que la molécula del NO ha sido quimisorbida
disociativamente. En referencia al cation Co, NO, este sistema tiene una multiplicidad igual a 12
donde nuevamente es evidente que no hay enlace entre los atomos de N y O. La estructura de
mas baja energia para el sistema Co;N,O con una multiplicidad igual a 10, muestra que los atomos
de la molécula del 6xido son qumisorbidos en centros de caras opuestas de la geometria del
cumulo de Co, . Para la composicién cationica Co,"N20, la estructura mas estable muestra una
multiplicidad de 7, donde ocurre una quimisorcion disociativa del N,O, ademas, esta geometria
presenta una gran similitud con la estructura , sugiriendo un efecto pobre debido a la ionizacién del
sistema neutro.

BPW91/6-311G
q o) 1
25+1 16 15
Co -
25+1 |
CD7NO
25+1 |
COT'JVEO

Figura 1. Geometrias para los cumulos Co,? , Co,'(NO) y Co,%(N20) (n=7 y q=0-1) calculados con el nivel de teoria
BPW91/6-311G. Los atomos de cobalto se muestran en color amarillo, los atomos de nitrégeno estan en color azul y los
atomos de oxigeno se muestran en color rojo.

Cumulos: Cog, Cog*, CogNO, Coz"NO, CogN,O y Cos*N,O

En la Figura 2 se muestra que el sistema Cog (con multiplicidad de 17) concuerda con la reportada
en la literatura [10]. La geometria de este sistema sugiere un patron de crecimiento del cumulo de
Co; a Cog incorporando atomo a atomo, tal como muestra Rodriguez Lopez y colaboradores en su
trabajo [9]. El cimulo Cog", con multiplicidad de espin de 18 mantiene la misma geometria que su
respectivo sistema neutro, lo cual sugiere que no hay distorsion después de remover un electron
del sistema. Para el sistema CogNO, la estructura aqui reportada tiene una multiplicidad de 12,
como se muestra en la Figura 2, no hay enlace entre los atomos del 6xido nitrico, sugiriendo asi
una fragmentacion de la molécula. Para el catiébn Cog"NO, con una multiplicidad de 15, existen
distorsiones respecto a al caso neutro. El sistema CoglN,O tiene una multiplicidad de 11, donde se
muestra una disociacion de la molécula de N,O. Un sistema similar a esta estructura, es Cog"N,O
con una multiplicidad de espin igual a 14, donde la quimisorcién disociativa del N,O es clara sobre
diferentes caras del cumulo de cobalto.
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BPW91/6-311G
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Figura 2. Geometrias para los cumulos Co,? , Co,’(NO) y Co,%(N20) (n=8 y q=0-1) calculados con el nivel de teoria
BPW91/6-311G. Los atomos de cobalto se muestran en color amarillo, los atomos de nitrégeno estan en color azul y los
atomos de oxigeno se muestran en color rojo.

Cuamulos: Cog, Co,", CogNO, Coy"NO, CogN,O y Co,"N,O

La estructura obtenida para Coy, la cual tiene una multiplicidad de espin electrénico de 18, es
bastante similar a la ya reportada por Zhan y otros trabajos [9][10]. Una vez mas, el patrén de
crecimiento para este sistema sugiere la incorporacion de atomos, uno por uno [9]. Cuando el
sistema es ionizado, Co,", el resultado sugiere que la estructura con mas estabilidad energética
tiene una multiplicidad de 19 y una geometria similar a la del estado neutro. Los arreglos Co,NO y
Coy"NO (multiplicidad de 17 y 14 respectivamente) indican una quimisorcion disociativa de NO,
donde los atomos de este 6xido son quimisorbidos sobre centros de caras opuestas de la
geometria original del Co, , ademas, difieren considerablemente en la geometria (neutro y cation).
Finalmente, el sistema CoygN,O tiene una multiplicidad de 14, tal como es mostrado en la Figura 3.
Esta geometria muestra una quimisorcién disociativa del 6xido nitroso, donde los atomos de N vy el
atomo de O forman puentes sobre los atomos del Coy. El catiéon de esta composicion, exhibe una
multiplicidad de 15. La figura muestra una leve distorsién para éste estado catidnico con respecto
al estado neutro, y por lo tanto indicando el efecto de ionizar al sistema.

BPW9L1/6-311G
q o i

25+1 18 19
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Figura 3. Geometrias para los cumulos Co,? , Co,'(NO) y Co,%(N20) (n=9 y q=0-1) calculados con el nivel de teoria
BPW91/6-311G. Los atomos de cobalto se muestran en color amarillo, los atomos de nitrégeno estan en color azul y los
atomos de oxigeno se muestran en color rojo.

b. Reactividad.

i) Potencial de ionizacién, afinidad electrénica y potencial quimico

Cumulos: Co;, Co,NO y Co;N,O

En la Tabla 1 se muestran los valores para el I, la Ay el y de los sistemas Co,, Co,NO y Co,N,0.
El / incrementa cuando el Co; interactia con el NO y el N,O. Para la afinidad electrénica no hay
variacion significativa entre el sistema Co,y el Co,NO; sin embargo, el valor para este descriptor
incrementa con la interaccion del cimulo de siete atomos de cobalto con el N,O. Esto indica un
efecto pobre producido por la inclusién del NO sobre el Co; en esta propiedad. Por otro lado, los
valores del potencial quimico de los sistemas Co,; Co,NO y Co,N,O sugieren que, dada la
interaccion del cumulo con los 6xidos NO y N,O, el sistema resultante es menos reactivo, y por
tanto, los resultados del p indican que el Co,N20 tiene la menor tendencia a intercambiar
electrones.

Cuimulo I A U
Cory 5.17 0.91 -3.04

Co7NO 5.7 0.92 -3.31

Co7N20 5.93 1.18 -3.56

Tabla 1. Potencial de ionizacién (1), afinidad electrénica (A) y potencial quimico (u) para los cumulos Co; , Co,(NO) y
Co,(N20), calculados con el nivel de teoria BPW91/6-311G. Energia dada en electron- Volts (eV).

Ciumulos: Cog, CogNO y CogN,O

Acorde a los resultados obtenidos para el potencial de ionizacién de este tamafio de cumulo, se
observa que de la interaccion de Cog y el NO, este sistema viene a ser menos susceptible a
ionizarse cationicamente. El sistema CogN,O muestra el valor mas alto para la A de estos tres
cumulos, sugiriendo que éste es un sistema con gran tendencia a ganar un electron. Para estos
sistemas, se puede concluir que hay mayor tendencia del Cogz a reaccionar con otras particulas
debido a que presenta el valor mas alto para el p.

Cumulo 1 A U
Cos 5.23 0.89 -3.06

CosNO 5.81 1.13 -3.47

CosN20 5.54 1.3 -3.42

Tabla 2. Potencial de ionizacién (1), afinidad electrénica (A) y potencial quimico () para los cumulos Cog , Cog(NO) y
Cog(N20), calculados con el nivel de teoria BPW91/6-311G. Energia dada en electrén- Volts (eV).

Cumulos: Coy, CogNO y CogN,O

El valor de I de la composicion Co,NO es mas alto que los otros dos sistemas, lo cual lo clasifica
como el sistema menos reactivo a perder un electréon. Sin embargo en el proceso inverso, es decir,
en la susceptibilidad a ganar un electrdn, existe poca diferencia entre los valores encontrados para
los sistemas Coy y CogNO (ver Tabla 3). La A es relativamente mayor para el sistema CogN,O y
por lo tanto este sistema muestra mas tendencia a ganar un electréon. Finalmente, para el y de
estos sistemas, se puede decir que el cumulo de nueve atomos de cobalto viene a ser menos
reactivo al interactuar con el N,O de acuerdo a la diferencia energética observada en la Tabla 3.

Cumulo 1 A u
Coy 4.86 1.35 -3.1

CosNO 6.02 1.32 -3.67

CosN20 5.73 1.72 -3.73
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Tabla 3. Potencial de ionizacién (1), afinidad electrénica (A) y potencial quimico (u) para los cumulos Coy , Cog(NO) y
Coy(N20), calculados con el nivel de teoria BPW91/6-311G. Energia dada en electron- Volts (eV).

ii) Funciones de Fukui

Cumulos: Co;, Co,NO y Co;N,O

En esta seccion se muestra la reactividad local calculada mediante las funciones de Fukui para los
cumulos Co,, Co,NO y Co;N,0O. Las areas con regiones de color purpura sobre los atomos de cada
una de las figuras definen las regiones reactivas del cumulo hacia ataques nucleofilicos,
electrofilicos y finalmente la reactividad con especies radicales (ver la Figura 4). Las areas
nucleofilicas para el sistema Co, estan localizadas en los atomos de cobalto 6 y 7, que
corresponden a los atomos de este sistema que son susceptibles a ganar densidad de carga. Sin
embargo, los atomos de cobalto 1 y 4 muestran la mayor afinidad a ataques electrofilicos asi como
la mayor susceptibilidad a reaccionar con especies radicales. La composicion Co,NO muestra que
las regiones con susceptibilidad nuclecfilica estan en los atomos de cobalto 1 y 2. Se puede notar
que estos atomos estan mas distantes del atomo de oxigeno. Es evidente también que el atomo de
cobalto 3 tiene la region con la mas alta concentracion de carga, asi como la mayor tendencia a
reaccionar ante radicales. Para la composicion de Co,N,O, el area con mayor probabilidad de
ganar electrones esta localizada en el &tomo de cobalto 2. Este atomo esta localizado entre los dos
atomos de nitrégeno y por lo tanto, esta reactividad podria ser dictada por este par de atomos. La
reactividad electrofilica del sistema Co,N,O esta sobre el atomo de cobalto 4, el cual esta
localizado mas lejos del atomo de oxigeno. La Figura 4 muestra que el ataque ante radicales para
este sistema viene a ser un promedio de los anteriores.

BPW91/6-311G
Funciones de Fukui
Camulo Atague nucleofilico | Ataque elecirofilico | Atague ante radical

f(r) f-(r) fo(n)

Co

Co NO

CoN,O

Figura 4. Funciones de Fukui para los cimulos Co;, Co,(NO) y Co,(N,O). Reactividad hacia ataques nucleofilicos f*(r),
electrofilico f(r) y ante especies radicales f(r). Célculos realizados con el nivel de teoria BPW91/6-311G. Isovalor usado es
de 0.006. Los atomos de cobalto se muestran en color amarillo, los atomos de nitrégeno estan en color azul y los atomos de
oxigeno se muestran en color rojo. Las zonas purpura representan la reactividad local respectiva.

Cumulos: Cog, CogNO y CogN20

Acorde a la Figura 5, el camulo Coges preferentemente reactivo ante ataques de tipo electrofilico.
La composicion CogNO muestra que las zonas nucleofilicas son mas probables en el atomo 3. Por
otro lado, las zonas electrofilicas estan presentes sobre los atomos 1 y 5 (mas lejos del &tomo de
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oxigeno). La reactividad hacia radicales, resulta ser un promedio de los indices descritos. El arreglo
CogN,0 mostrado en la Figura 5 indica que la zona susceptible a recibir densidad de carga esta
centrada sobre el atomo de cobalto 7. Sin embargo, el area propensa a ceder densidad de carga
se encuentra sobre regiones mas distantes a los atomos de nitrégeno.

BPW91/6-311G
Funciones de Fukui
Cumulo Atague nucleofilico | Ataque electrofilico | Ataque ante radical

Figura 5. Funciones de Fukui para los cimulos Cog, Cog(NO) y Cog(N,O). Reactividad hacia ataques nucleofilicos f*(r),
electrofilico f(r) y ante especies radicales f°(r). Calculos realizados con el nivel de teoria BPW91/6-311G. Isovalor usado es
de 0.006. Los 4tomos de cobalto se muestran en color amarillo, los atomos de nitrdgeno estan en color azul y los atomos de
oxigeno se muestran en color rojo. Las zonas purpura representan la reactividad local respectiva.

Cumulos: Coy, CogNO y CogN,O

La Figura 6 muestra que para el cimulo Coy el area con mayor probabilidad de recibir densidad de
carga esta sobre los atomos 1, 3, 4 y 6; los cuales estan situados en los vértices de la estructura
hexagonal, a su vez, estos atomos son los més reactivos ante ataques electrofilicos. De acuerdo a
la Figura 6, el sistema de nueve atomos de cobalto no reaccionaria con radicales, ya que se
observa que la superficie no tiene areas susceptibles. Las funciones de Fukui para el cumulo
CogNO también son mostradas en la Figura 6, donde es claro que las regiones susceptibles hacia
ataques nucleofilicos estan presentes en todos los atomos de cobalto, siendo en menor proporcion
en los 4tomos que estan mas cercanos al &tomo de oxigeno. Para f '(r) de este mismo cumulo, se
muestra que los atomos 2, 8 y 9 son los que tienen mayor probabilidad de perder densidad de
carga. Finalmente se observa que para la reactividad ante radicales, todos los atomos de cobalto
del sistema CogsNO muestran areas susceptibles, con excepcidén el atomo 3, el cual estd mas
cercano al 4tomo de oxigeno. La Figura 6 muestra también la reactividad local para el cumulo
CogN,0. En este sistema, el atomo de cobalto 9 presenta las dreas con mayor susceptibilidad a
recibir tanto ataques de tipo nucleofilico como electrofilico, siendo también la regién mas
favorecida a reaccionar con especies radicales.
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BPW91/6-311G
Funciones de Fukui

Camulo Atague nucleofilico | Atague electrofilico | Ataque ante radical
0
Co g
COQNO
COQN 20

Figura 6. Funciones de Fukui para los cimulos Cog, Cog(NO) y Coo(N,O). Reactividad hacia ataques nucleofilicos f*(r),
electrofilico f(r) y ante especies radicales f(r). Calculos realizados con el nivel de teoria BPW91/6-311G. Isovalor usado es
de 0.006. Los atomos de cobalto se muestran en color amarillo, los atomos de nitrégeno estan en color azul y los atomos de
oxigeno se muestran en color rojo. Las zonas purpura representan la reactividad local respectiva.

CONCLUSIONES

De acuerdo a los resultados obtenidos en este trabajo, se sugiere que la metodologia utilizada es
efectiva para la busqueda de minimos sobre la superficie de energia potencial de este tipo de
cumulos. Este hecho es confirmado ya que las geometrias de los sistemas puros y los reportados
en la literatura concuerdan en su estructura, lo cual permite afirmar que el resto de las geometrias
corresponden al minimo global sobre la PES. En todos los sistemas mezclados con NO y N,O
ocurre quimisorcion disociativa, lo cual indica que los cumulos de cobalto de estos tamafos actuan
como agentes disociativos de éstas moléculas de 6xidos de nitrogeno. Para los cimulos de 7, 8 y 9
atomos de cobalto puros, se muestra que son los sistemas que presentan el mas bajo potencial de
ionizacién (comparados con las especies que contienen NO y N,O. Este resultado sugiere que
existe una relacién con los valores obtenidos para el y, ya que son estos mismos sistemas los que
muestran el mas alto potencial quimico. Finalmente, los resultados para las funciones de Fukui
sugieren que podrian ser adsorbidas mas moléculas tanto de NO como de N,O sobre los sistemas
descritos en este trabajo.
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MODELOS MATEMATICOS DE CUERPO RiGIDO APLICADOS A BIOMECANICA Y
CARACTERIZACION DE LAS FUERZAS MUSCULARES MEDIANTE METODOS DE AJUSTE.

Sanvicente Tapia Omar Alfonso, Rafael Zamorano Ulloa.
Instituto Politécnico Nacional -Escuela Superior de Fisica y Matematicas

RESUMEN

En el presente trabajo se aborda la biomecanica del cuerpo humano, la cual hasta la fecha ha sido
descrita cualitativamente con mucho éxito por la fisiologia. Dan Karlsson (1992) propone un
modelo para carga estatica, Frans C.T. van der Helm (1994) propone el modelo Delft Shoulder and
Elbow Model (DSEM) Charlton IW. (2006) ha propuesto lo que llamaron Newcastle Shoulder
Model. Dichos modelos son todos orientados al area de la optimizaciéon. En general se busca tener
una descripcion matematica es decir un modelo matematico del antebrazo humano, aqui
exhibimos un modelo de dichas ecuaciones de movimiento (ecuaciones diferenciales) y su
soluciéon. Mediante el modelado a partir del enfoque de cuerpos rigidos se han descrito las
ecuaciones de movimiento para el sistema esquelético, complementado con el uso del software
Tracker es que logramos obtener una descripcion matematica para las fuerzas externas (fuerzas
musculares), completando asi el modelo matematico. En general hemos encontrado ecuaciones de
movimiento para la descripcion de los movimientos permitidos (anatdmicamente) para el antebrazo
humano particularizando a los 3 movimientos basicos que permite el codo (flexion — extension,
pronacion — supinacion vy traslacion). Dichas ecuaciones pueden ser usadas en la automatizacion
de protesis en humanos, también pueden ser empleadas para el correcto entrenamiento y mejorar
el rendimiento de deportistas de alto rendimiento, asi como proveer un método de apoyo
(verificacion de modo cuantitativo) en terapias de rehabilitacion.

INTRODUCCION

La biomecanica es una rama multidisciplinaria la cual de modo cualitativo esta ampliamente
desarrollada, sin embargo se ha buscado impulsar el desarrollo de esta area mediante modelos
que describan el movimiento de alguna parte del cuerpo, en esa direccién hemos buscado modelar
el antebrazo. Dan Karlsson (1992) propone un modelo para carga estatica y centrado en la
elevacion del hombro (el cual se basa en la técnica del area de optimizaciéon mediante suma de
cuadrados) Frans C.T. van der Helm (1994) propone el modelo Delft Shoulder and Elbow Model
(DSEM) el cual se basa en la en una técnica diferente de optimizacion (Inverse Dynamics
Optimization (IDO) y suma de cuadrados) Charlton IW. (2006) ha propuesto lo que llamaron
Newcastle Shoulder Model es otro modelo que también se basa en técnicas de optimizacion e IDO.
Siendo sus desarrollos en el area de optimizacion y métodos numéricos, sin embargo el enfoque
que hemos tomado en este trabajo es distinto ya que se busca mediante el empleo del estudio de
cuerpos rigidos un modelo matematico el cual describa los movimientos béasicos del brazo humano
Rotacion, flexion—extension y la, pronacion—supinacion. Mediante ecuaciones de movimiento y la
solucion de dichas ecuaciones.

TEORIA

2.1 Descripcién fisica del codo: El andlisis de la dinamica del brazo depende de 3 movimientos:
Rotacion, flexion—extensioén y la, pronacién—supinacién. Dichos movimientos estan gobernados por
3 articulaciones que forman el sistema del codo:

2484



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

llustracion 1 Sistema Esquelético con su sistema de referencia.

-Articulacion humero radial: Es una articulacién condilea, la cual es también llamada elipsoidal que
permite dos grados de libertad. Esta se encarga de la rotacion.

llustracion 2 Rotacién del brazo (vista superior).

-Articulacion humero cubital: Esta es una articulacion tréclea, la cual es también llamada “de
bisagra” y permite un grado de libertad. Esta se encarga de la flexién — extension.

llustracion 3Flexion-Extension (vista lateral)

-Articulacion radio cubital: Esta articulacion trocoide, o también llamada cilindrica, la cual permite el
movimiento en un grado de libertad. Esta se encarga de la pronacién — supinacion.
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llustracion 4Pronacién-Supinacién (vista frontal)

Por otra parte se tienen que los musculos asociados a la dinamica del codo son:

Musculo Accion Articulaciones con las que
participa
Biceps braquial Flexion y supinacion Humero-Cubital (bisagra)
Radio-cubital (pivote)
Braquial Flexiéon (el mas importante en Humero-Cubital (bisagra)
esta accion)
Braquiorradial Flexién (para flexiones rapidas Humero-Cubital (bisagra)
o de carga de peso lenta)
Triceps braquial Extension (el mas potente en Humero-Cubital (bisagra)
esta accion)
Anconeo Extension (apoyo para el Humero-Cubital (bisagra)
triceps braquial)
Pronador cuadrado Pronacion (rotacion de la palma  Radio-Cubital (pivote)
hacia abajo)
Pronador redondo Pronacion (rotacion de la palma  Radio-cubital (pivote)
hacia abajo)
Supinador Supinacion (rotacion de la Radio-Cubital (pivote)

palma hacia arriba)

Formulacién de Lagrange.
Dentro del marco de la mecanica se tienen enfoques clasicos, como la Mecanica de Newton, sin
embargo la dinamica se replanteo gracias al trabajo de matematicos como Lagrange el cual
describe el movimiento en términos de una funcién llamada la Funcién de Lagrange o Lagrangiana.
Es asi que tenemos al menos 2 métodos distintos de plantear las ecuaciones de movimiento de
una particula o sistema, se define la Lagrangiana como:

L=T-U..(1)
Donde L es la lagrangiana, T es la energia cinética, la cual depende de la velocidad y U la energia
potencial la cual depende del desplazamiento.

En términos de la dinamica de Lagrange lo que “reemplaza” a la ecuacion F = ma es:
29t %L _9g..(2)
atage adq;
Esto para un movimiento completamente libre sin constricciones, sin embargo al afadirle
restricciones al problema muchas veces dichas ecuaciones se plantean como:
20 % _ (3)
atdgr adq; U
Donde q; y g1 representan la coordenada y la velocidad i — ésima respectivamente y Q; la fuerza

generalizada.
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Transformada Rapida de Fourier TRF (Método de interpolacion)
Para escribir el polinomio interpolante reduciendo el error al minimo (teniendo un gran nimero de
datos y uniformemente espaciados) se puede expresar del siguiente modo:

ay + acos(mx) S , .
S = — + Z ajcos(jx) + bjsen(jx) ... (4)
j=1

Donde las constantes a; y b; tienen la forma:
2n-1

1
a; = - Z y;cosjx; ...(5)
i=0

1 2n—-1
b; = - Z y;senjx; ...(6)
i=0

Para cada k=0,1,2,..,nyk=12,..n—1. Sin embargo para tener un método de computo mas
sencillo los coeficientes a; y b; se calculan mediante el algoritmo de Cooley-Tukey el cual es
conocido como la Transformada Rapida de Fourier.

2n-1

ijm
¢ = yren, paracadak =0,1,2,..2m—1..(7)

k=0
Asi una vez calculado el término ¢; podemos recuperar los términos a; y b; mediante la formula de
Euler, entonces dado ¢; tenemos:

Esto es posible dado que ¢; € C.
PARTE EXPERIMENTAL
Ecuaciones de movimiento.
Las ecuaciones de movimiento son 3, una por cada grado de libertad del sistema y se obtienen a
partir del desarrollo de Lagrange y la lagrangiana L del sistema en cuestion. Para esto analizamos
el sistema y sus velocidades angulares en base a los angulos de Euler en la convencion XYZ.
Wy = Y — ¢psen(6)...(4)

wg = Bcos(y) + ¢ cos(8) sen(y)...(5)

wg = —fsen(y) + ¢ cos(0) cos(@) ... (6
y la energia cinética asociada a cada componente es:

Ty = %[ml2 + Llwy? = %[ml2 + 1] (1/)2 — 2Ypsen(9) + d)zsenz(ﬁ)) (7

1

Ty = Elt(l)gz = %Ir (ézcosz(lp) + 20¢ cos() cos(8) sen(P) + ¢p? cos?(8) senz(lp)) ..(8)

1
T¢ = E [mlz + Il]w¢2

= %[ml2 + 1] (qbzcosz(e)cosz(ll)) — 20¢ cos(0) cos(yp) sen(yp) + §2sen? (1/))) (9

U =mgl(1 — cos(¥)) ... (10)
Luego
Con lo que completamos la ecuacién (1) correspondiente a la lagrangiana

L= %[ml2 + 1][¢? — 29 dsen(8) + $?(sen?(0) + cos?(0) sen?(P)) — 206 cos(0) cos() sen()]

+ %It (920052 W) + 20¢ cos(}) cos(8) sen(y) + ¢2 cos?(0) sen? (1/1))

—mgl(1 — cos(®)) ... (12)
Y ahora aplicando la ecuacién (3) y considerando que nos moveremos Unicamente en un plano de
rotacion a la vez (es decir cuando hacemos el movimiento de flexion-extensién por ejemplo
Unicamente realizamos este movimiento) tenemos:
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[mi? + L] + mglsen(y) = Qy -.(13)
[ml? + I,18sen? () + I,6cos? () = Qg ... (14)

[mi? + I,]¢ (sen?(0) + cos?(8)cos?(¥)) = Qg ... (15)
Estas ecuaciones representan los movimientos del sistema rigido en cuestion (sistema esquelético
del brazo humano). Sin embargo este sistema no es capaz de moverse por si solo. Asi que
debemos completar el sistema con las fuerzas externas Q; con i = (i, 8, ¢)
Fuerzas externas.
Para obtener estas fuerzas nos hemos auxiliado del Software Tracker (Tracker.(2016). Open
Source Physics). Ya que es un sistema de captura de movimiento, el cual nos permite obtener los
datos de posicion y tiempo en forma discreta.

/[ rimenta
Jperar lo i

4
>l /' funcién
-

Y(t) = z ay;sen(jt) + by; cos(jt) ... (16)

j=1

o(t) = Z agjsen(jt) + bg; cos(jt) ... (17)
j=1

o) = z agjsen(jt) + bgy; cos(jt) ... (18)
j=1

Ya que estas posiciones estan directamente asociadas a los agentes externos que provocan la
fuerza, de este modo para obtener dichas fuerzas externas basta con aplicar la segunda derivada
con respecto al tiempo, esto nos da las aceleraciones asociadas al movimiento del brazo, las
cuales son generadas por el sistema muscular.
Y asi obtener:

n

Yoyt () = Z ay;j?sen(jt) + by;j? cos(jt) ... (19)

=1
n
0ot (1) = z agjj*sen(jt) + bg; j*cos(jt) ... (20)
1':1
Pexe(t) = Z ag;jisen(jt) + by;j? cos(jt) ... (21)
=1

Posteriormente multiplicando por las constantes correspondientes a cada movimiento se obtienen

Qi coni=(1,6,¢)

n

Qy = [ml* + 1] Z ayjj*sen(jt) + by;j? cos(jt) ... (22)
=1
n

Qo =[ml*+1,+1] Z agjj*sen(jt) + bg; j*cos(jt) ... (23)

Jj=1
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n
Qp = [ml* + 1] Z ag;jisen(jt) + by;j? cos(jt) ... (24)
=1

n
[mi? + 1,10 + mglsen(0) = [mI? + I,] Z ay;j’sen(jt) + by;j* cos(jt) ... (25)

Jj=1

n
[mi? + IJsen®(8,) + Ipcos?(8,) = [ml? + I, + I,] Z agjj*sen(jt) + bg; j*cos(jt) ... (26)

j=1

n
[ml? + I,]¢ (sen?(Y) + cos?(P)cos?(9)) = [ml? + 1] Z ag;j?sen(jt) + byjj* cos(jt) ... (27)
j=1
Buscamos empatar las fuerzas externas mediante métodos de interpolacion (Transformada Rapida
de Fourier), sin embargo hemos “simplificado” las fuerzas externas mediante métodos empiricos de
ajuste, esto con la finalidad de probar la solubilidad de dichas ecuaciones, la simplificacion es la
siguiente:
[mi? + L1y + mglsen(yp)
= [ml? + I,][-4.494sen(3.06t — 0.14) +.001815 cos(2.2 X 10716 — 0.11¢)
— 48n?sen(mt + 5.02)] ... (28)
(Iml? + I,]sen*y + I, cos? )6
= [mi? + I, 4+ I,][-3.006sen(2.854t + 0.938) — 0.0013 cos(1.4 x 10~1* — 0.0772t)
+ 0.369sen(nt + 5.658)] ... (29)
[ml? + I,]¢(sen?(0) + cos?(8)cos? ()

= [ml? + I,][~7.25sen(4.34t — 0.342) — 0.0035 cos(0.095 — 0.187t)] ... (30)
RESULTADOS
Las ecuaciones 28, 29 y 30 corresponden a las ecuaciones de movimiento que deben ser
resueltas, analicemos la ecuacion 29 y 30, al integrar consideramos como constantes los términos
que no involucran derivadas con respecto al tiempo en el caso de la ecuacién 29 consideramos
constante. En el caso de la ecuacién 30 consideramos i y 8 como constantes. Esto podemos
hacerlo debido a que es parte de nuestras hipétesis, es decir solo nos enfocamos en un solo
movimiento a la vez, mientras los demas permanecen fijos. Con lo que estas ecuaciones son de
segundo orden de coeficientes constantes.
En el caso de la ecuacion 28 la ecuacion homogénea asociada se trata de la ecuacion del péndulo
fisico, la cual no tiene una solucién exacta. Debido a la naturaleza no lineal del problema.

Como resultado de nuestro trabajo lo que hemos obtenido es un sistema de 3 ecuaciones
diferenciales de segundo orden (ecuaciones de movimiento).
Las soluciones de dichas ecuaciones son de la forma:

8(t) = 2acrsen {Sen <%) Sn [k (sen2 (%)) — wot, sen? (%)]} + i ay;j*sen(jt)

+ by,;j? cos(jt) ... (31)

j=1
n
W) =co +cit+ Z agjj*sen(jt) + bg; j*cos(jt) ... (32)

Jj=1

¢(t) = by+ by + Z ag;j?sen(jt) + by;j* cos(jt) ... (33)

Jj=1
CONCLUSIONES
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+ El modelo ha permitido visualizar un resultado inesperado. ya que las componentes de la
fuerza generalizada de Lagrange son expresadas en términos de una sumatoria, esto es
consistente con la superposicion de fuerzas que generan las miofibrillas que causan el
movimiento.

+ Las presentes ecuaciones con sus respectivos ajustes pueden dar lugar al analisis de
algunas patologias y asi ayudar al diagndstico y seguimiento de un paciente que padezca
discapacidad motriz.

+ La dinamica de esta extremidad esta intimamente relacionada con sus musculos, por lo
que esta también relacionada con una mejor calidad de vida [Harvard Health]

+ Estas ecuaciones de movimiento pueden ser usadas para disefar tanto proétesis, como
robots 0 en un caso complementario prétesis robdticas, con el fin de que su precisién sea
alta.

+ Las ecuaciones aqui presentadas son en apariencia generales, pues se plantean en
términos de mecanica analitica, asi pues parece que funcionan en todos los casos donde
haya un sistema mecanico, sin embargo esto no pasa a nivel nano, en este caso las
fuerzas externas deberan reconsiderarse y asi podremos adaptar este nuevo “nano
Lagrangiano” a dichos problemas
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RESUMEN

El Amaranto (Amaranthus spp) es un cultivo originario de América, el cual ha estado relacionado al
consumo humano de algunas poblaciones indigenas, que junto con el maiz y frijol forman parte
integral de su sistema de cultivo; la importancia del cultivo de amaranto se basa en su alto
contenido de proteina, aminoacidos y carbohidratos en hoja y semilla, asi como facil adaptacién a
condiciones climaticas y edaficas adversas, favoreciendo asi, que se considere como un cultivo
alternativo (1, 2). El objetivo de este trabajo fue realizar un analisis proximal de las variedades
comerciales de amaranto: Amaranteca, Dorada, Nutrisol y Revancha, y una variedad Criolla. Se
realizd la determinacién de cenizas, proteinas mediante el método de Biuret, carbohidratos
(Azucares y almidon) con la técnica de Antrona y acidos grasos. De los resultados obtenidos se
observaron diferencias estadisticas significativas en el contenido de proteina, sobresaliendo la
variedad Amaranteca, en el contenido de carbohidratos la Revancha fue superior a las demas,
seguidas de Nutrisol y Amaranteca. Los resultados de este trabajo son de importancia, ya que
pueden servir como pauta para elegir las variedades como fuente de harina para la generacion de
productos alimenticios que favorezcan una sana alimentacion.

Palabras claves: Analisis proximal Amaranto, cultivo alternativo.

INTRODUCCION

El Amaranto (Amaranthus spp), es un pseudocereal que pertenece a la familia de la Amaranthacea
y al género Amaranthus, de las cuales cinco especies han sido las mas estudiadas A. caudatus, A.
hypochondriacus, A. cruentus, A. edulis, A. hybridus. Su importancia radica en la tolerancia a
plagas, enfermedades, sequia y por su alto valor nutritivo tanto de hoja y semilla. En la base de
datos del Servicio de Informacion Agroalimentaria y Pesquera (3), se reporta que los estados que
ocupan los primeros cinco lugares en superficie sembrada de Amaranto son Tlaxcala, Puebla,
México, Morelos y Distrito Federal, con una superficie de 3485, 2016, 516, 235 y 140 ha, y una
produccion total en toneladas de 4795, 2333, 1061, 101 y 150 respectivamente.

El amaranto es un cultivo de alta calidad, ya que la planta en etapa vegetativa se utiliza como
hortaliza, asi como el grano, en la alimentacion humana, ademas de que posee inflorescencias de
coloracion atractiva que puede ser utilizada como una planta ornamental. Estudios realizados en
amaranto, en base a la composicién quimica, procesamiento, usos y propiedades, y por tanto su
efecto en la salud, se ha incrementado en las ultimas décadas, debido a que el amaranto contiene
fibra, proteina, antioxidantes como los tocoferoles, escualeno y sustancias que ayudan a disminuir
el colesterol, esto ha ayudado a que el cultivo vaya incremento en su importancia en diversos
paises (4).

Los componentes quimicos de la semilla de amaranto son los polisacaridos, siendo el almidén el
de mayor proporcion con un 65 a 75% y un 4 a 5% de fibra dietaria (5), asi como la fraccién de
acidos grasos conformados por triacilgliceroles (TAGs), fosfolipidos, escualenos, vitaminas
liposolubles, como los tocoferoles, components menores como fitoesteroles, ceras y alcohol
terpenos; el contenido de todos estos componentes dependen de la especie y cultivar (6). El
contenido de proteina también ha sido ampliamente estudiado en Amaranto, teniendo como
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resultados, una variacién del 12.5 al 16%, en variedades cultivada y de 13 a 21% en variedades
silvestres (7), es mayor que en el trigo, el arroz y el maiz; ademas, las proteinas del amaranto son
de buen valor biolégico ya que poseen abundante lisina, un aminoacido indispensable que en otros
cereales esta presente en cantidades notablemente inferiores, estas caracteristicas le han
permitido que se considere una especie con alto valor nutricional (8). El objetivo de este trabajo fue
realizar un analisis proximal de las variedades comerciales de amaranto: Amaranteca, Dorada,
Nutrisol y Revancha, y una variedad Criolla.

PARTE EXPERIMENTAL
Material vegetal

Los analisis proximales se hicieron con granos de cinco variedades de amaranto: Amaranteca,
Nutrisol, Criolla, Revancha y Dorada, correspondiente al ciclo agricola 2014 al 2015, donadas por
Investigadores del Campo Experimental Valle de México (CEVAMEX-INIFAP).

Preparacion de la harina

Las técnicas del analisis proximal de la harina de amaranto, se adaptaron de las ya utilizadas para
harina de haba y trigo y desarrolladas en el Laboratorio de Bioquimica Vegetal del Colegio de
Postgraduados, Campus Puebla. La harina molida se hizo pasar por un tamiz marca Mont Inox,
México, No. 60 con abertura de 250 micrones para separar la testa y obtener particulas pequefas.
El analisis proximal para acidos grasos, cenizas y proteina, se evalué con los métodos
estandarizados (9). La harina de amaranto se desengras6 con hexano (Karal), en equipo Soxhlet
(Kimax Kimblem 24/40 y 34/40) a 67°C por cuatro horas; la separacion de los acidos grasos con el
hexano se hizo en un rotavapor digital (D-402-10), a 47°C, y el resto del solvente se evapord en un
horno de conveccion mecanica (Shell Lab, Mod. 1370FX), a 64°C por 24 horas. Finalmente se
determiné el contenido de acidos grasos con la férmula:

% Ac. Grasos= (Peso acidos grasos/peso muestra) (100).

La cuantificacién de cenizas se obtuvo al someter la harina a 550°C durante 4 horas en una mufla
(Felisa FE-360), se dejo enfriar por 12 horas en un desecador digital (y se procedié a la obtencion
de cenizas (%):

Cenizas = (Pce/Pmf) X 100
Donde:
Pce: Peso de cenizas y;
Pmf: Peso de muestra fresca.

La determinacion de azucares solubles totales se hizo por el método de Antrona (Meyer grado
reactivo), con 5 g de harina sin desengrasar y 100 mL de etanol al 80%. En seguida se pusieron a
una temperatura de £ 80°C por 10 minutos, posteriormente se filtré en papel filtro poro medio; la
harina retenida en el papel filtro se colocé en el Soxhlet (Kimax Kimblem 24/40 y 34/40) con 100
mL mas de etanol al 80% y se puso a una temperatura de + 80°C durante 2.5 horas. El etanol se
evapord en bafo maria (Bio Rad) a una temperatura de entre 95 y 100°C para concentrar las
muestras a 10 ml. Finalmente se aforé a 25 ml con agua destilada; la concentracion de la muestra
fue de 0.2 g/ml. Se prepard una solucidon Stock de Glucosa (Anhidra grado reactivo) a una
concentracion de 2.5 mg/ml, para la curva de calibracion y las lecturas de las muestras, en un
espectrofotometro (Thermo scientific) a una longitud de onda de 625 nm (10).

Para la determinaciéon de almidén se pesaron 100 mg de harina y se le adicionaron 200 ul de
etanol al 80%, 2 ml de KOH 2M para la gelatinizar el almidon y se agitaron a 180 rpm durante 20
minutos en bafio de agua con hielo a 5°C. Después, se agregaron 8 ml del Buffer Acetato de Sodio
1.2 M y pH 3.8; se aplicaron 100 pl de a-amilasa y 100 pl de amiloglucosidasa, se colocaron en
bafio de agua a 50°C durante 30 minutos, se agitaron en un vortex. Posteriormente se le agregaron
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10 ml de agua destilada y fue centrifugada a 1158 rpm por 10 minutos. El sobrenadante se pasé a
tubos de 25 ml y de ahi se tomaron 100 pl de la muestra mas 1900 ul de agua destilada para un
volumen final de 2 ml (Método de Megazyme). Para la curva de calibracién y lectura de las
muestras, se utilizé el mismo procedimiento que en la determinacién de azucares.

Para la cuantificacion de proteinas se prepar6 una solucion de Na,SO; al 0.25%, con pH de 10.5.
Las suspensiones fueron agitadas a 200 oscilaciones por una hora a temperatura ambiente, se
centrifugaron a 6000 rpm por 45 minutos en una centrifuga (Hermle Lab Net Z326 K). El
sobrenadante se acidificé con HCI 3N al punto isoeléctrico pH 4, y se centrifugd por 45 min a 6000
rpm, recuperando el concentrado proteico. Los precipitados se lavaron con 20 ml de agua destilada
y centrifugados en las mismas condiciones. Los precipitados fueron secados en un horno de
secado, durante 24 h, con el fin de ser utilizados para determinacién de proteina por el método de
Biuret. En la determinacién de proteina soluble, se pesaron y molieron 75 mg de harina por
variedad de amaranto en un mortero con 1 ml de Bicina — KOH 100 mM pH 9; se centrifugd a 6000
rpm durante 15 min a 4°C y los sobrenadantes se almacenaron a -20°C, para su posterior lectura
en un espectrofotébmetro (Thermo scientific) a una longitud de onda de 545 nm. Se establecié un
disefio experimental completo al azar, con tres repeticiones por cada variable considerada. Los
datos obtenidos se analizaron en el programa estadistico Minitab 17, y la comparacién de medias
se realizd con Tukey, con una alpha al 0.95. Los resultados se expresan en porcentaje.

RESULTADOS

En la Figura 1, se muestra el porcentaje de cenizas, en el que no hubo diferencia estadistica
significativa, que se encuentra en un intervalo de un 2.70 en el material Criollo a un 3.12% en la
variedad Dorada; en un estudio realizado en la variedad Revancha se reportaron valores medios
de contenido de cenizas de un 3.42% (11).

Con respecto al contenido de los acidos grasos, se encontré significancia estadistica con valores
de 6.13% para la variedad Dorada y de 4.64% para la Amaranteca, el contenido de acidos grasos
obtenido en las variedades en estudio, se encuentra dentro del intervalo reportado, que varia de un
5a8% (12, 13).

En el contenido de carbohidratos, conformado por almidén y azucares, se observdé que las
variedades con los porcentajes mas altos de azlcares y estadisticamente iguales, fueron el
material Criollo con 12.72% y Revancha con 13.18%, las cuales superaron a la variedad
Amarenteca y Dorada con valores de 5.98% y 7.17% respectivamente, quedando en un intermedio
la variedad Nutrisol con 9.61%; mientras que en el contenido de almidén, las variedades con
valores mas altos de porcentaje y estadisticamente iguales fueron: Amaranteca con un 28.51%,
Nutrisol y Revancha con 27.90 y 27.94%, respectivamente, mientras que la Dorada tuvo 20.57% y
la Criolla 18.10%, éstas, estadiscamente iguales pero difentes a las tres variedades mencionadas
anteriormente; en investigaciones realizadas (14,15) se reporté que el almidén se almacena en el
perisperma y representa entre el 48 y 69% de la semilla, valores superiores a los detectados en las
variedades en estudio.
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Figura 1: Contenido nutrimental representado en porcentaje de las variedades de Amaranto:
Amaranteca, Dorada, Criollo, Nutrisol y Revancha, obtenidas de la cosecha del ciclo Agricola 2014-
2015.Comparaciones de medias con Tukey, a=0.05. Diferente letra indica significancia estadistica.

o

En el contenido de proteina soluble, la variedad Amaranteca tuvo el valor mas alto de 30.91%,
siendo estadisticamente diferente a las demas variedades, donde el material Criollo tuvo 21.49%,
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Dorada 10.02%, Revancha 14.03% vy Nutrisol con tal solo 8.64%, las cuales fueron
estadisticamente iguales, pero diferentes a la Amaranteca, estudios realizados en diversos
materiales genéticos de amaranto, han mostrado una variacion en el contenido de proteina total
varia de un 16 a un 18% (16).

La variacién que se observa en los datos obtenidos del analisis proximal de las varieades en
estudio, con lo que ya se encuentra reportado por otros investigadores, se puede atribuir a la
diversidad genética que se tiene de las especies pertenecientes al género Amaranthus, asi como a
la interaccion generada por el genotipo y las condiciones ambientales donde se han desarrollado y
adaptado dichos materiales genéticos; lo cual le confiere una amplia posibilidad de que ésta
variedades puedan seguir siendo analizadas en su composiciéon proximal para en un futuro poder
elegir los materiales para la generaciéon de productos alimenticios para favorecer una buena
alimentacion.

CONCLUSIONES

La concentracion de carbohidratos, fue mayor en la Variedad Revancha con un total de 41.2%, con
respecto a las otras variedades en estudio, siendo la Dorada la que tuvo el contenido mas bajo con
27.74%.

El contenido de acidos grasos fue estadisticamente iguales y superiores en las variedades Criolla,
Revancha, Nutrisol y Dorada en comparacion con la variedad Amaranteca con tan solo 4.64%.

La variedad Amaranteca mostrd valores superiores y estadisticamente diferentes en el contenido
de proteina soluble con un promedio de 30.91%, mientras que la Nutrisol solo tuvo 8.64%.
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RESUMEN

En este trabajo se estudia numéricamente la dinamica no lineal de una cadena formada por tres
osciladores no lineales. Los osciladores considerados son el oscilador de Chua (C), el oscilador de
Van der Pol (VP) y el oscilador de Duffing (D). En un trabajo reciente se mostré que la dindmica de
los sistemas C-VP y C-D dependen de la forma en que se conecten los osciladores. En particular,
se identificd una configuracion que preserva la sincronizacion en el atractor cadtico de Chua. El
objetivo del presente trabajo es analizar las cadenas lineales C-VP-C y C-D-C para identificar los
canales que preserven la sincronizacion de la cadena en el atractor cadtico. La robustez de la
sincronizacion es analizada mediante la entropia de Shannon asociada a la sefial de sincronizacion
de las cadenas. Los resultados muestran que el efecto que tiene el oscilador central en la
evolucién dinamica es marcadamente diferente en las cuatro cadenas estudiadas. Los resultados
obtenidos se pueden aplicar en esquemas de encriptacion de informacion y en el estudio de la
interaccién de cadenas de osciladores no idénticas. Se agradece el apoyo a través del proyecto
CIC-UMSNH 2017.

INTRODUCCION

Duffing propuso en 1918 un modelo para explicar el comportamiento del pandeo de una viga al
colocarse encima de ella un peso. Duffing encontré que este comportamiento podria ser modelado
por una ecuacion similar a la de una masa atada a un resorte no lineal, dada por (Sprott, 2010):

u=v )

V=u—u’ M

Van der Pol propuso un modelo matematico en la década de 1920, para explicar el
comportamiento de circuitos electrénicos construidos con tubos al vacio que habian sido
desarrollados en esa época. La importancia del modelo de van der Pol radica en su aplicacion en

problemas relacionados con el latido cardiaco, la actividad neuronal, los desérdenes bipolares, los
terremotos, por mencionar solo algunos. El sistema de van der Pol estd dado por (Sprott, 2010):

u=v

(2)
v=—u—0.8u’>-1)

El circuito de Chua es el sistema dinamico autbnomo mas simple que puede ser utilizado
para estudiar la dinamica no lineal en circuitos eléctricos. La importancia de este circuito radica en
que manifiesta una amplia variedad de las caracteristicas comunes a otros sistemas no lineales,
tales como bifurcaciones, caos y sincronizacion. Las ecuaciones que describen al sistema de
Chua, que designamos simbdlicamente como C, estan dadas por (Arroyo Correa et al., 2009):

1=Cly—bx—0.50b—a)(|x+1-|x 1]
y=x-y+z (3)
z=-Dy

en donde C =7, D =10, a =-0.28 y b =0.56.
TEORIA
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En este trabajo se analiza la dinamica de la sincronizacién de las cadenas lineales formadas por
tres elementos no lineales: C-D-C y C-VP-C. En el caso de la cadena C-D-C las ecuaciones de su
dinamica estan dadas por:

% =C [y, —bx, — 0.5 — a)(x, +1 ~|x, 1]+ ke, — x,)
V=X =tz k(v -)

2, =-Dy,

u=v+hkxy (6 —u)+ kxyy(x, —u)

v=u—u’ +hy, (1 = V) k(v —v)

%, = Cly, —bx, —0.5(b = a)(x, +1/=x, ~1)]+ kyy (u — x,)
Yy =X =Y, + 2, +hyy(v=y,)

z, = =Dy,

En el caso de la cadena C-VP-C, su dinamica esta descrita por las ecuaciones:

x=C [yl — bx, —O.S(b—a)(‘x] + 1‘ _‘X1 —1‘)]+ kx,,(u—x,)
V=x =yt +kyp(v-n)

z,=-Dy,

w=v+hoy (X —u)+ kxy;(x, —u)

V=-u _0-8(“2 —Dv+ky, (3, —v)+ky (v, —v)
%, = Cly, —bx, = 0.5(b - a)(x, +1—x, — )]+ kryy(u - x,)

V=X =yt (v—y,)
z,==Dy,

Las k's que aparecen en las Ecs, (4) y (5) son los parametros de acoplamiento. Teniendo
en cuenta los resultados obtenidos para los sistemas C-D (Serrano Arévalo et al., 2016) y C-VP
(Rangel Cortes et al., 2016), en este trabajo se analizan los casos mostrados en la Tabla 1. En el
sistema C-D, el caso 1 corresponde a una sincronizaciéon hacia el atractor de Chua (AC), el caso 2
concierne a una sincronizacién hacia un ciclo limite del tipo Duffing (CLD) y el caso 3 corresponde
a una no sincronizacion. En el sistema C-VP, el caso 1 corresponde a una sincronizacién hacia el
atractor de Chua (AC), el caso 2 concierne a una sincronizacion hacia un ciclo limite del tipo van
der Pol (CLVP) y el caso 3 corresponde a una no sincronizacion.

Tabla 1. Casos considerados para las cadenas C-D-C y C-VP-C, Ecs. (4) y (5).

CONEX'ON Valores de kx;o, kX1, kXo3, kX3o, ky12, ky21, ky23, ky32

CASO 1 kX12=KY12=KX23=KY23 € [0,100]; kxXo1=Kyo1=kX3,=Ky3,=0

CASO 2 kX21=KY21=KX32=Kys, € [0,100]; kx12=Ky1o=kX23=KY»3=0

CASO 3 kX12= kX3 € [0,100]; kXo1=kX32=Ky1o=KY,1=KY23=Ky3,=0
RESULTADOS

En la Figs. 1 y 2 se muestran los resultados de la entropia de Shannon para las cadenas C-D-C y
C-VP-C, respectivamente, para los casos descritos en la tabla 1 como funcién de los parametros
de acoplamiento.
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Figura 1. Entropias de Shannon para la cadena C-D-C como funcion del acoplamiento.

CADENA C-VP-C

059 -

9,04 N

8,5

8,0

7.5

7.0

40
K

60 80 100

Figura 2. Entropias de Shannon para la cadena C-VP-C como funcion del acoplamiento.

De las Figs. 1y 2 es evidente el efecto del elemento central en la dinamica de las cadenas
analizadas. Para los casos 1y 2, en ambas cadenas, la entropia de Shannon decrece (indicio de la
sincronizacion de la cadena) monétonamente para valores de k mayores de 20. Sin embargo,
notese el comportamiento radicalmente diferente para valores del acoplamiento entre 0 y 20. En el
caso 3, el comportamiento es el esperado ya que a medida que aumenta el factor de acoplamiento
la entropia de Shannon se mantiene en valores altos, un indicativo de la no sincronizacion entre los

elementos de la cadena.

CONCLUSIONES
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En este trabajo se analiz6 numéricamente el comportamiento de dos cadenas en configuracion
lineal formadas por elementos cadticos (sistema de Chua (C)) y elementos no cadticos (sistema de
Duffing (D) y sistema de van der Pol (VP)). Las dos cadenas analizadas estan formadas por tres
elementos: C-D-C y C-VP-C. Los resultados numéricos muestran el papel que juega el elemento
central de la cadena y la forma de conexién entre sus elementos. Se analizaron tres casos de
conexion. Se mostré que existen similitudes y diferencias en la dinamica de las cadenas. Los
resultados obtenidos podrian ayudar en el disefio de esquemas de encriptacion de informacion.
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RESUMEN

En este trabajo se monté un dispositivo experimental para estudiar el efecto de la masa variable
sobre las 6rbitas en un sistema rotacional, el cual consiste en un dispositivo similar al utilizado por
los voladores de Papantla. El dispositivo puede girar libremente alrededor del eje del mastil, donde
se enrolla una cuerda al mastil, y hara rotar al dispositivo, cuando los cuatro objetos de masa igual
y constante se liberen de la punta del mastil. El sistema rotacional permite que los cuatro objetos
desciendan con rapidez constante. Se analiza el sistema rotacional enfocando nuestro analisis al
estudio de las propiedades rotacionales, torcas, momentos de inercia, y momento angular,
analizamos la trayectoria descrita por los objetos, después estudiamos el caso en que los objetos
posean variacion de la masa, estudiamos el efecto que, sobre la 6rbita descrita por los objetos al
caer, y se analiza el comportamiento de la 6rbita en relaciéon con el flujo de masa. Asimismo,
estudiamos el efecto de la masa variable sobre propiedades rotacionales. Este estudio se realiza
de manera experimental, tedrica y numérica.

INTRODUCCION

La tradicion totonaca conocida como “Los voladores de Papantla” de origenes mesoamericanos, es
una danza que representa la fertilidad y fecundidad de la tierra. Este ritual consiste en que 5
hombres suben a un poste, se atan una cuerda a la cintura y se dejan caer de cabeza con los
brazos abiertos. Ademas de ser un espectaculo increible, resulta ser ain mas admirable cuando se
analiza la naturaleza fisica y matematica del mismo.

Estos factores fisicos se encuentran relacionados con conceptos tales como: la torca, momento
angular, energia cinética; tanto traslacional como rotacional, y energia potencial. A partir de estos
conceptos es posible representar el Lagragiano del sistema, y utilizando la ecuacién Euler-
Lagrange, se dara a conocer la ecuacion que representa el movimiento de cada “hombre pajaro”.

El movimiento se ve afectado si los “hombres pajaros” tienen una masa muy diferente, ya que el
sistema no se encuentra en equilibrio, resultando asi un desbalance de fuerzas. Ya que sabemos
que el movimiento del sistema puede ser afectado por la masa, éste se analiza cuando cada masa
en movimiento tiene una masa variable. En este trabajo se analiza como el cambio de masa afecta
el movimiento y trayectoria de cada “hombre pajaro”; donde se presenta la teoria utilizada, el
desarrollo experimental, los resultados y conclusiones.

TEORIA

La Figura1l muestra la posicion de un cuerpo que describe el movimiento rotacional, sobre orbitas.
Como ya se ha mencionado el dispositivo puede girar libremente alrededor de un eje. Se analiza el
sistema rotacional enfocando nuestro analisis al estudio de las propiedades rotacionales, torcas,
momentos de inercia y momento angular. A continuacién se hace el desarrollo tedrico:

La posicion y velocidad de la particula estdn dadas por las siguientes expresiones:
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x = p sinfcosg X = —p ¢ sinBsing + p sinBcosy
r =1{y = p senfsing ; 7= { y = p ¢ sinfcosp + p sinbsing (1)
z = —p cosfO Z = —p cosfsing

A

Figura 1.localizacion de un cuerpo que gira alrededor de un eje vertical

Donde p es la longitud de la cuerda, 6 es el angulo azimutal, el cual es constante, ¢ es el angulo
polar. El cero para la energia potencial gravitacional lo colocaremos en el origen de coordenadas,
por lo que las distancias medidas hacia abajo seran negativas. Los cuadrados de las componentes

de la velocidad son:
x% = p? @? sin O%sing? + p? sin %cos@® — 2pp@ sin 62 sin @ cos @
72 =4y? = p? ¢? sin B%cos p? + p? sin H%sin @? + 2pp@ sin 62 sin ¢ cos @ (2)

2% = p?cos 6°
Que implica el siguiente resultado:
72 =p? % sin 62 + p? (3)

La energia cinética se define como la suma de la energia cinética rotacional, mas la energia
traslacional de la particula, por ello es necesario obtener la velocidad de la particula, ver ecuacion

(3)
1,.5, 1, 2 1,
K=Elq02+5mr2 =m(p2 @2 szn92+5p2); (4)

donde 7 es el momento de inercia de la particula ¢ es la velocidad angular de la particula al rotar
alrededor del eje z. La energia potencial es

U=mgz=-mgpcosf (5)
Entonces el lagrangiano del sistema se establece como sigue:

L =m(p2<p2 sin 92+% pz) +mg p cos 6 (6)

De la expresién (6), se obtienen las ecuaciones de movimiento al desarrollar la ecuacion Euler-
Lagrange para dos casos de interés, 1) Masa constante, 2) Masa variable.
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CASO DE MASA CONSTANTE

Primero obtendremos las ecuaciones de movimiento para el caso donde la masa es constante y la
coordenada generalizada es p:

) 2

%L = (2mp ¢? sin 62) + mg cos 0 7)
da o .
acapl = mpP (8)
p —2p@?sinf?—gcosh =0 (9)
Y para la coordenada ¢:
a

oL =0 (10)
%L = 2mp? ¢ sin 6> (11)
%%L=2mp2gbsin92+4mpp(psin92 (12)
mp?¢ sin 6% + 2mp p p? sin6? =0 (13 a)
PP +2pp =0 (13 b)

Las ecuaciones (9) y (13) son el conjunto de ecuaciones que deben ser resueltas, observemos el
acoplamiento entre la longitud de la cuerda y la rapidez angular.

Para proceder con la solucion numérica, se requiere un cambio de variable con el fin de reducir el
orden de las ecuaciones, recordando que la primera ecuacién es para la longitud de la cuerda, p,

mientras que la segunda ecuacion es para la velocidad angular @ = @.

fi=p "
f2=%f1=ﬁ=2p('pzsin02+g(:0$9 (15)

Sin embargo, para resolver este conjunto de ecuaciones se requiere conocer ¢ con lo que es
necesario recurrir a la ecuacioén 2 y resolverla de igual manera con el siguiente cambio propuesto

g1=¢ (16)

d . 0¢
9:=591=p=-2 (17)

CASO DE MASA VARIABLE

Consideramos el mismo lagrangiano ecuacién (6), solo ahora tomamos en cuenta el hecho de que
la masa varia con respecto al tiempo.

Para obtener la ecuacion con respecto a la coordenada generalizada p se tiene:

%L=mp<p25in92+mgcos¢9 (18)

do, . ..

EﬁL—mp+mp (19)
mp + mp — mp@? sin 6 —mg cos 6 =0 (20)

Para la coordenada generalizada ¢ se tiene:

a
e L=0 (21)
L

aagl = mp?p sin 0% + 2mpp@sin 0% + mp?p sin 6% + 2mp*pOsin O cos 6 (22)
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mp?{ sin 0% + 2mp p ¢ sin 6% + 1 p? ¢ sin0? + 2m p*Pp OsinBcos@ =0  (23)

Para obtener la ecuacion (23) se considerd el cambio de la coordenada 6, ya que se encuentra
relacionada con el cambo de la masa, por lo que entonces debemos considerar también la

coordenada 0 para obtener otro conjunto de ecuaciones:

%L = 2mp?*p*sin Ocos 6 —mg p sen 6 (24)
do,
22L=0 (25)
—2mp?@p*sin Ocos @ + mg p sinh =0 (26)

De esta ultima se obtiene el siguiente resultado:

oo ’ 9
(P—i 2pcos@ (27)

La cual indica que la velocidad angular no se conserva, por lo tanto la propiedad asociada a ella
que es el momento angular, tampoco se conserva, y tenemos la forma explicita de su
comportamiento.

ANALISIS NUMERICO

Una vez construidas las expresiones para la energia cinética como la del Lagrangiano podemos
realizar un analisis de numérico de tales expresiones que presentamos a continuacion.
La energia Cinética es una funcion de las variables p, 6, ¢, ¢, p.

| -
Hp=1

10 Ep=10

Hpo=15

3.5

==
10

Figura 2.Energia cinética en distintas representaciones a) (p, @); b) (p, p); ¢) (p, @)

Kinetic Energy (K) ' | Kinetic Energy (K)

La figura 2 muestra algunas representaciones donde se dejan libres dos de las variables. La
energia potencial por su parte sélo es una funcién de p, 8. La figura 3 muestra la superficie que se
obtiene de la energia potencial para el caso en que el angulo azimutal va de 0 a —m /2.y p aumenta
desde 0 a 1.

Potential Energy (Uy )

Figura 3.Energia potencial como funcién de (6, p)

La figura 4 muestra algunas curvas de nivel en diferentes representaciones tanto para la energia
mecanica total como para la funcién Lagrangiana.
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Figura 4.Curvas de nivel para la Energia Cinética (parte superior) como para el Lagrangiano (parte
inferior) para distintas representaciones a) (p, ), b) (8, @), c) (p, 8), d) misma representacion que

en a) solo que hay variacion de la velocidad angular ¢.

Las curvas de nivel mostradas en la figura 4 consideran ciertos valores constantes, por ejemplo:
para los casos a) y d) la representacion es la misma (p, p) solo que el valor de la velocidad angular
ha cambiado. Desde luego se observa el cambio en las curvas por este hecho. Esta es la razén
por lo que no necesariamente las curvas de nivel mostradas en este apartado coinciden con los
resultados de simulacion, ya que los resultados son obtenidos para un conjunto vasto y variado de
condiciones iniciales.

PARTE EXPERIMENTAL

A continuacion, se nombran los materiales utilizados en la experimentacion, los cuales se aprecian
en las Figura 1 y 2. Se utilizaron cuatro pelotas de hule, usadas para jugar squash, de un radio de
0.0215 m y masa de 0.002395 kg. Las cuatro pelotas tienen un radio y masa equivalentes. Las
pelotas fueron colgadas por cuatro hilos de 0.60 m, teniendo apoyo en un marco de madera
cuadrado de lados de longitud 0.1 m.

Este marco fue fijado con tubos de plastico huecos de longitud 0.06 m, y un poco de pegamento, a
un cilindro de PVC de diametro 0.04 m. Dentro de este cilindro se ubica un balero metalico del
mismo diametro, el cual esta unido a un pedazo de madera que es colocado dentro de un tubo
metalico hueco de longitud 0.60 m y diametro de 0.0247 m. El final de cada hilo fue colocado al
interior un tubo de PVC de diametro 0.03 m. Cada pelota fue perforada en la parte inferior,
creando un agujero de 3/16 de pulgada, por el cual saldra el medio granular.

Figura 5. Sistema completo. Vista lateral, b) Sistema vista superior

La realizaciéon de este sistema experimental se llevé a cabo en el Laboratorio de Investigacion en
Dinamica Rotacional, de la UAM unidad Azcapotzalco, donde se realizaron 2 experimentos
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principales, uno donde la masa de las pelotas permanece constante y otro donde es variable. Esto
con el objetivo de analizar la diferencia entre masa constante y variable en la trayectoria de las
esferas. La Unica diferencia en la experimentacion es que, al momento de dejar caer las pelotas,
éstas estaran soltando arena por el orificio inferior. Posteriormente se realizé el analisis de la
trayectoria de caida y giro utilizando el programa Tracker®. La Figura 4, muestra el movimiento en
Xy del cuerpo que gira alrededor de eje Z como funcién del tiempo. Considerando los dos casos a)
masa constante y b) masa variable. Se observa el desfasamiento en ambos casos.

X Z

40

20 a

0 1

i g

=20

0

=20

—40
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—60
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Figura 4. a) Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje se muestran ambos casos masa
constante como masa variable b) el comportamiento de la coordenada Z con respecto al tiempo
para ambos casos trabajados.

Se puede ver el movimiento en X como funciéon del tiempo. Es importante sefialar que el mismo

comportamiento es observado por los resultados de simulacion.

RESULTADOS
A continuacion se muestra los resultados de resolver el sistema de ecuaciones (14-17).

SIMULACION
o b

20

15

10

-5

00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05

Figura 5. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje con masa constante resultados

numeéricos de la ecuacién 13 a

4 ¢
v v v v 20

10

t 0

-10

-20 . ‘ , ]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje con masa constante, resultados
numéricos de la ecuacion 13 b
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Las figuras 5 y 6 muestran el resultado de la simulacién de las ecuaciones 14-17 estas variables

muestran su comportamiento con respecto al tiempo, para las variables p y @asi como sus
primeras derivadas.

10f

=10}

-15

00 01 02 03 04 05

Figura 7. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje con masa constante a) relacion de
coordenadas en el plano polar, b) comportamiento de la variable X como funcién del tiempo de

simulacion.

Las figuras 7, muestran la relacion entre las variables X'y Y. Asi como la forma funcional de X con
respecto al tiempo, la forma para Y es muy similar. Estos resultados son obtenidos de la
simulacion.

Figura 8. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje con masa constante, resultado de
varias simulaciones, se muestran distintas vistas del mismo resultado, en el plano XYZ.

La Figura 8 muestra el resultado de varias corridas que se realizaron para la simulaciéon. Se
utilizaron 50 condiciones iniciales para la velocidad angular y para la rapidez con la que se
desenrolla la cuerda. Estos resultados numéricos son sélo para el caso de masa constante.

La Figura 9 muestra resultados del comportamiento de la coordenada Z con respecto a la
coordenada X para el mismo conjunto de simulaciones realizadas en la Figura 8. Asimismo se

muestra el comportamiento de la variable angular ¢ respecto de la coordenada X, mostrando un
comportamiento similar al de la figura 12b que es el resultado experimental.

-10 -5 0 5 10 15 5 10 15
Figura 9. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje con masa constante a) relacion
entre las variables Z y X, b) relacion entre el angulo polar en relacién con la variable X.

EXPERIMENTAL
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Figura 10. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje, se muestra la coordenada X
como funcién del tiempo, en su toma area. b) se muestra el resultado del comportamiento de la

coordenada Y como funcién del tiempo, tomado con la misma camara aérea.
z

= Variable Mass
-40 + Constant Mass

-60F

0 2 4 6 8
Figura 11. Resultado de la coordenada Z como funcion del tiempo, para ambos casos, se aprecia

que para el caso de masa variable, su comportamiento se encuentra por debajo del resultado para
masa constante, observandose un cambio en la trayectoria.
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Figura 12. Movimiento de un cuerpo que gira alrededor de un eje, la propiedad angular que
denominamos &, esta propiedad angular es obtenida de la toma de la camara de frente, se observa
no coincidencia en ambos casos. b) es el correspondiente resultado experimental a la figura 9b que

muestra el comportamiento de la velocidad angular respecto a la variable X.

Al observar los resultados de la camara aérea podemos graficar las posiciones X'y Y, mostrando
una espiral que desde luego tiene su inicio en el origen del sistema de coordenadas, este resultado
es mostrado en la Figura 13, el resultado analogo obtenido por la simulacion esta presentado en la
Figura 7a, el comportamiento es totalmente similar, el hecho de que la cola de la espiral tenga un

sentido contrario, en los resultados exhibidos en la figura 7a, obedece a que las condiciones de la
velocidad angular para algunas corridas es negativa.
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Figura 13, Se muestra la superposicidon de las trayectorias de un cuerpo en movimiento rotacional,
para los dos casos masa constante y variable, se observa que la trayectoria para el caso de masa
constante es mas abierta mientras que para el caso de masa variable esta mas cerca del eje de
rotacion.

CONCLUSIONES

Al realizar el analisis a sistemas de este tipo podemos darnos cuenta de los conceptos y enormes
congruencias del analisis tedrico, numérico y experimental, los valores obtenidos son bastante
representativos para efectos comparativos del prototipo, la realidad y el analisis numérico.

El angulo no cambia, el cambio de la longitud es practicamente lineal respecto al tiempo, después
de un cierto tiempo de relajacion, las velocidades angulares no se mantienen constantes ni sus
derivadas, lo cual es un resultado representativo: el momento angular del sistema no se conserva.
Desde luego esto es consecuencia de tener una longitud variable, por supuesto que para el caso
de masa variable esperamos que tal propiedad dinamica tampoco se conserve, pues la derivada

de la componente angular depende del angulo € segun lo indica la ecuacion 17.
Resta realizar la correspondiente simulacién para el caso de masa variable, y comparar con los

resultados experimentales obtenidos, encontrar la relacion de la coordenada € con respecto a los
cambios con otras variables, con el propdsito de obtener un mejor entendimiento de ésta clase de
movimiento de longitud y masa variables. Asi de este modo, tener una comprension mucho mas
clara sobre el efecto de la masa variable en el comportamiento de las érbitas que describe este
problema de campo central.
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RESUMEN

El autoensamblaje es un fendbmeno comuin en quimica y nanotecnologia. En éste trabajo, se
presenta el autoensamblaje de nanorods de Carbono a micro y nanoestructuras mas complejas
poco comunes en forma toroidal. Dicha nanoparticula es conocida como Nanotori, y existen pocos
estudios de sus propiedades en nuestros dias. Los nanotori pueden ser obtenidos por diferentes
meétodos. En nuestro caso, éstos se han obtenido por tratamiento quimico de Nanotubos de
Carbono multicapa funcionalizados en una mezcla de acidos minerales a temperatura cercana a
los 100°C. Los Nanotori presentan una unién hexagonal con tendencia angular de 120°, con una
anchura promedio de 320nm. Estos mismos presentan una alta area superficial debido a la
porosidad interna del material (tamafio del poro de 21 a 148 nm). Esto permite considerarlos como
un candidato excelente para nandfiltracion (purificacion de agua de virus, bacterias y metales
pesados), asi como para fines médicos. Se ha realizado en ésta ocasidon su analisis en
Microscopia electrénica de barrido, asi como el estudio de sus propiedades tribolégicas en la
prueba de 4 balines.

Palabras Clave: Auto ensamblaje, Nanotori, Tratamiento Acido, Propiedades triboldgicas.
INTRODUCCION

El autoensamblaje esta presente en la nanotecnologia en la formacién de estructuras sin ayuda de
agentes externos. Se muestran algunas de las nanoestructuras de carbono mas conocida a
continuacion (Ver Figura 1) [1]. Las mas conocidos son Fullerenos, Nanotubos de Carbono y

Grafeno. Algunas de las mas recientes observadas en sintesis son los Nanotori, estructuras
toroidales formadas a partir de tratamiento quimico de nonatos de Carbono. La metodologia

2-D

R
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consiste en saturar de radicales los nanotubos de carbono en la superficie para obtener defectos
estructurales. Dichos defectos nos permiten dar forma a nuestros nanotubos, permitiendo su
enrollamiento para lograr la forma toroidal. El nanotori es un material semiconductor con
propiedades optoelectrénicas, las cuales dependen del tamarfio del mismo.

El objetivo de éste trabajo ha sido la sintesis de nanotori de Carbono mediante el uso de un
tratamiento quimico de Nanotubos de Carbono Multicapa (MWCNT's por sus siglas en inglés)
funcionalizados con grupos radicales. El tamafio de los nanotori se encuentra entre 100 y 800 nm,
de acuerdo a los resultados obtenidos.

METODOLOGIA

Los productos finales han sido obtenidos por tratamiento quimico sin el uso de agentes
adicionales. El proceso consiste en disolver los Nanotubos de Carbono Multicapa en una solucién
acida. Hemos usado los Nanotubos de Carbono funconalizados con el propdsito de obtener una
reaccion mas rapida, tomando ventaja de la presencia de los defectos en la superficie del material
para obtener el enrollamiendo de los Nanotubos. Se utilizaron Nanotubos de Carbono de 1-2
micras de longitud, funcionalizados con grupos radicales COOH. En la solucién acida se mezclaron
Acido Sulfurico, Acido Nitrico, Acido Clorhidrico, Permanganato de Potasio y Agua Destilada para
su tratamiento. Este fue mantenido por aproximadamente 60 horas. Durante la dispersion de los
Nanotubos de Carbono en la solucién acida se coloco el matraz en un recipiente con hielo, con la
solucion en agitacién, para posteriormente aplicar Permanganato de Potasio a la reaccion.
Después, el matraz fue removido del hielo, manteniéndolo bajo agitacién magnética a temperatura
de 35° y elevando gradualmente a 55°. Posterior a esto, se agreg6 Peroxido de Hidrégeno a la
solucion.

Una vez concluido este paso, se afiadié Acido Clorhidrico y se dejé reaccionar la mezcla por unos
minutos. Terminado, el matraz fue removido de la plancha para vaciar su contenido a un vaso de
precipitado de 500ml, llenando el faltante con agua destilada. El vaso de precipitado fue colocado
en agitacion nuevamente alrededor de 6 horas, y se dejo precipitar por 24 horas. Concluido el paso

Figura 1. Alétropos 0D-3Ddel Carbono. Fullereno (a), Nanocebolla (b), Nanocono (c), Nanotoroide (d),
Nanohojuela de Grafeno (e), Nanotubo de Carbono (f), Nanoribbon de Grafeno (g), Nanotubo de Carbono
helicoidal (h), Grafeno (i), Red Haeckelite (j), red de nanoribbons 2D (k), Grafito (I), Schwarzita (m),
nanoesponja de carbono (estructura tridimensional comprendida de interconexiones de nanoribbons de
grafeno) (n) y red 3D de nanotubos de carbono (o).

final, el material fue dividido en 2 diferentes contenedores, y el material con mayor densidad fue
centrifugado como un proceso de “limpieza” de las nanoparticulas.
El material obtenido se ha caracterizado por Microscopia de Barrido, Microscopia de Transmision,
Andlisis Infrarrojo y Prueba triboldgica de 4 balines. (ver Figura 2)
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Figura 2: De izquierda a derecha: Imagen tomada en Microscopia de Transmision, donde
podemos observar un nanotori de aproximadamente 200 nm de diametro. La figura central es la
simulacién estructural del nanotori. La figura de la izquierda muestra la tendencia de union de los
nanotori, tomada en Microscopia electrénica de Barrido.

RESULTADOS Y DISCUSION
Como fue mencionado en la metodologia, se aplicé el tratamiento quimico de Nanotubos de
Carbono para la obtencién del Nanotori:

El método acido a temperatura baja: donde el proceso consiste en disolver el MWCNT en una
solucion acida. Para el tratamiento de MWCNTSs fue usado: acido sulfurico, acido nitrico, acido
clorhidrico pero fue aplicado solamente temperatura baja de 35-55 °C, normalmente para
funcionalizar los nanotubos de carbono (obtener los grupos funcionales —-OH o —COOH) usando las

temperaturas de 100-140 °C.
o4
v .

Figura 3. Imagenes de SEM de MWCNT’s durante la funcionalizacion por métodos acidos a bajas
temperaturas: a) después de 5 minutos de tratamiento de calentamiento se presenta enrollamiento
en los nanotubos; b) después de 30 minutos de ftratamiento de calentamiento se presenta
obtencién de nanotori de carbono.

b

Se realiz6 el analisis de Espectroscopia IR (Equipo FTIR Thermo-Nicolet) para los Nanotubos de
Carbono multicapa suspendidos en agua destilada y para cada paso consecutivo de formacion.
Dicho analisis se presenta en la figura 4d). La muestra NNR M1-1 corresponde a la figura 4a),
cuyos picos indican la presencia de grupos COOH (3000-4000 cm-1). Los picos a 1100 cm-1 y los
picos en 1600-1700 cm-1 se atribuyen a enlaces C-N y N-H, respectivamente. Podemos afirmar
que el autoensamblaje se debe a la presencia de los grupos radicales COOH, asi como la
relativamente alta dispersion del producto, observada en la figura 4c). La Homogeneidad
presentada se mantiene sin precipitacion.
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Figura 4 Nanoestructura de 3D (Nanotori de carbono) después de 45 minutos de calentamiento:
a) Iméagenes de SEM después de la funcionalizacion de MWCNT por métodos acidos a bajas
temperaturas (55°C), b) andlisis elemental de los nanotori obtenido; ¢) las muestras dispersadas en
el agua destilada permanecieron sin cambios (imagen tomada después de 6 meses); d) Imagen de
espectroscopia de Infrarrojo de diferentes 5 muestras de nanotori(NTC) variando el tiempo.

Para verificar la las energias de curvatura por atomo fue utilizada la Ec.( 1) los resultados de la cual
estan presentados en Figura 5.

AE.~ AyD Y _[2k; — (1 — a)G;]
: (1)
La dispersién homogénea mencionada anteriormente nos permite realizar su estudio en tribologia,
proponiendo dicha nanoestructura como lubricante a base agua, probada con diferentes
concentraciones.

Test de 4 balines

Los resultados de aplicacion de nanoestructuras de carbono para propiedades tribologicos se
presenta en las Figuras 6 - 8. Estas imagenes permiten ver el tamafio de desgaste en la superficie
de balines después de la aplicacion de una carga de 7200N (ver Figura 7) y verificar la eficiencia
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de los diferentes lubricantes a base de agua destilada con nanoparticulas de carbono de 3D (ver
Figura 8).

i
g
* i T SR,

H(A)
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£ -, y
: : % o~
-
£ . ] [ . =
. g n:--;_ -t
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Figura 5. Las energias de curvatura por atomo basadas en la Ec. (1) para nanotoris optimizados
con Keating de diferentes formas: a) las mediciones de nanotori, b) relacion con tamafio de lado; c)
relacién con altura; d)relacién con diferente namero de n.

Grafica tiempo vs carga aplicada

P, = Carga en donde ocurre la ruptura D

P, = Carga en donde comienza el scuffing
(primer desgaste medible)

Si no hay falla entonces
(Py;) = 7200 N
C =% [Piekoszewski ot 81 2001] d

Figura 6. Vista de materiales usados en la prueba de propiedades tribolégicas: a) agua destilada;
b) nanotubos de carbono de multicapa (MWCNT); c) nanoestructura de 3D de carbono ( nanotori o
NTC), d) explicacién como se calcula la maxima presién que soporta un lubricante antes de romper
la capa de lubricacion(p,;).

2514



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

Figura 7. Tamafio de desgaste en la superficie de los balines: a) aplicacion agua destilada;
b)MWCNT con grupos —COOH; ¢) Nanoestructuras de carbono de 3D nanotori”( NTC).
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MWNT-COOH + Distilled water
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Figura 8. Resultados de tribologia (p.;) de agua destilada con nanotubos de carbono
funcionalizados y nanotori de carbono.

CONCLUSIONES

Se obtuvo de manera exitosa la estructura conocida como Nanotori de Carbono y el
autoensamblaje de los productos de este material en forma de puzzles. Este tipo de
nano/microestructuras pueden ser consideradas como poco comunes [5].

Se obtuvo la estructura con un porcentaje de 95% de forma exitosa en la sintesis por tratamiento
quimico acido de los MWCNT con grupos funcionales COOH.

La estructura interna puede permitir a este nanomaterial su uso como nanoesponja y nanofiltro
para tratamiento de agua por su alta area superficial [6]. Ademas, éste material puede ser aplicado
en materiales electrénicos y dispositivos, como nano-transistores, pinturas electrénicas, entre otras
aplicaciones.

Mostré un excelente comportamiento como lubricante a base agua en la prueba de 4 balines en
concentraciones de 0.5 a 4%, siendo considerado como uno de los mejores lubricantes en su tipo
debido a su alta resistencia.
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PRINCIPALES DIFERENCIAS ENTRE LOS MODELOS NMSSM Y MSSM

M. del R. Aparicio Méndez, J. E. Barradas Guevara, O. G. Félix Beltran, A. M. Sanchez Tomay

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

RESUMEN

Hoy en dia Supersimetria es uno de los principales candidatos para desarrollar la fisica de
particulas mas alla del Modelo Estandar. La busqueda de diversas manifestaciones
supersimétricas en la naturaleza es una de las tareas fundamentales de numerosos experimentos
en colisionadores como el LHC (Large Hadron Collider). En este trabajo se presentan las
principales diferencias entre el Modelo Minimo Supersimétrico (MSSM, del inglés Minimal
Supersymmetric Standard Model) y el Modelo Siguiente al Minimo Supersimétrico (NMSSM del
inglés Next-To MSSM) siendo una de las diferencias basicas entre estos modelos la inclusion de
un singlete complejo de Higgs adicional. Esto incide en que los acoplamientos del NMSSM difieren
explicitamente del MSSM en las funciones de vértice, ya que ellos dependen de las componentes
del bosoén de Higgs singlete, en particular para los neutralinos. Las diferencias entre las funciones
de vértice del NMSSM y MSSM pueden surgir por dos razones: la primera es que las reglas de
Feynman pueden ser formalmente idénticas pero las mezclas de Higgs pueden ser diferentes; la
segunda es que las reglas de Feynman pueden ser diferentes si es que ellas contienen términos
con las componentes singletes o ciertos téminos proporcionales a A o k. Esto se muestra a
través de los resultados obtenidos en el calculo de los anchos parciales de decaimiento de los
acoplamientos de los bosones de Higgs neutros en neutralinos, asi como las regiones
cinematicamente permitidas para los modelos antes mencionados (Refs. [1,2]).

INTRODUCCION

Existen muchos argumentos a favor de extensiones supersimetricas del Modelo Estandar (SM, por
sus siglas en inglés) de las interacciones fundamentales. Una de las razones por las que la
supersimetria (habitualmente abreviada SUSY) es una teoria interesante, es que no contienen
divergencias cuadraticas a todos los 6rdenes en teoria de perturbaciones, ademas de que en esta
clase de teorias se lleva a cabo la unificacion de los acoplamientos de norma (Ref. [3]). Las teorias
supersimétricas son trascendentes porque resuelven los problemas de naturalidad y jerarquia,
conservando al mismo tiempo la estructura del bosén de Higgs como una particula elemental de
espin cero. Supersimetria también es la Unica base tedrica que proporciona modelos definidos que
puede que no encuentren ninguna dificultad fenomenoldgica. Supersimetria es una simetria
espacio tiempo que transforma fermiones en bosones y viceversa. En este trabajo se consideran
dos modelos supersimétricos basicos: el Modelo Minimo Supersimétrico (MSSM, por sus siglas en
inglés) y el Modelo Siguiente al Minimo Supersimétrico (NMSSM, por sus siglas en inglés). El
MSSM contiene cuatro neutralinos, denotados como %’ (i =1,2,3,4) los cuales son eigenestados de

~

masa fermidnicos compuestos del fotino 7, zino (Z) y dos higgsinos neutros (A°AY). También

contiene dos charginos, denotados como 7* (i =1,2), que son mezclas de higgsinos cargados

(HH;) y de winos cargados (W*,w"). EIl NMSSM es la extension mas simple del MSSM y esto
se debe a la adicion de un campo escalar singlete de Higgs (Ref.[4]).

CONCEPTOS BASICOS DE LOS MODELOS MSSM Y NMSSM
El candidato mas econdmico para un modelo supersimétrico realista con un grupo de norma

minimo SU(3).xSU(2), xU(1), y con el contenido minimo de particulas, es la “Extension

Minima Supersimétrica del Modelo Estandar” (Ref. [5]). ComUnmente esta extension es conocida
como Modelo Minimo Supersimétrico (MSSM) Este modelo consiste en tomar al SM y agregar los
correspondientes companeros supersimétricos. Una caracteristica esencial de este modelo, es la
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conservacion de un nuevo nimero cuantico llamado Paridad- R , lo cual indica que las particulas
SUSY solamente pueden ser producidas en pares y que la particula supersimétrica mas ligera
(LSP, por sus siglas en inglés) sea estable y escape a la deteccion. E| MSSM es el modelo
supersimétrico realista mas estudiado (Ref. [6]). Su popularidad se debe entre otros aspectos a
que se encuentra caracterizado por un contenido minimo de particulas, por el rompimiento explicito
de la simetria, porque en él cada particula tiene un compafero supersimétrico, por la conservacion

de una simetria exacta llamada paridad R (que en la practica toma el valor de P, = +1 para todas
las particulas ordinarias, es decir las particulas del SM y P, =-1 para los compafieros
supersimétricos), la cual garantiza la conservacion de los nimeros barionicos y leptonicos (Ref.

[7D).

Dentro del MSSM, u es un parametro de masa del bosédn de Higgs libre e independiente, y no es

muy claro por qué debiera de ser del mismo orden de magnitud que las masas de las esparticulas.
Este es el llamado “problema - 11 7 (Ref. [8]). Este problema es evitado con habilidad al introducir en

el superpotencial mas general de un modelo supersimétrico un singlete de norma N con
hipercarga cero extra (Ref. [9])

ooe 1, )
W = M HoN — pH Hy = 5k N* 4 5/ N* 4 "N

Lo anterior conduce a un nuevo modelo, el Next-To Minimal Supersymmetric Standard Model
(NMSSM). La idea basica del MSSM es reemplazar el término & en el superpotencial del MSSM

por un superpotencial que contenga unicamente términos trilineales, por lo que el superpotencial
adquiere la forma

Wiarssar = AHyHaN — %“3

De esta manera el problema que se tiene en el MSSM con el parametro de masa higgsino u
queda eliminado en el NMSSM.

DESTACADAS DIFERENCIAS QUE SE PRESENTAN EN LOS SECTORES NEUTRALINO Y
HIGGSINO

Como se dijo anteriormente, en el NMSSM se agregd6 un singlete extra al superpotencial, lo cual
trae como consecuencia que los sectores neutralino y Higgs queden desacoplados. Estas
consecuencias se muestran a continuacion.

a) SECTOR NEUTRALINO
El término de masa en el lagrangiano dentro del MSSM esta dado por

C, = —%{\IJ”)TYlDO +he.

donde Y es la correspondiente matriz de masa de los neutralinos (Ref.[9]), que en general es
una matriz simétrica compleja de 4 x 4 expresada por

M’ 0 —myz senfy cos 3 myz senfy sen 3
v 0 M mycosby cos 3 —myg cos by sen 3
o —imgz senby cos 3 mz cos by cos 3 0 — i
my senfy sen3  —my cos By sen 3 — 0

Lo siguiente es definir los eigenestados de masa de dos componentes, los cuales se encuentran
expresados en la forma

Y0 =N, Y, ij=1,..,4

donde N es una matriz unitaria que diagonaliza la matriz de masa Y y que satisface
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Mo 0 0 0
0 mzo 0 0
TR N1 Xz ™
NYNT=1 9 My 0 =Nop
0 0 0 Mgo

siendo N, la matriz de masa diagonal cuyas entradas son reales positivas. Estas masas que

aparecen en la diagonal son las masas de los cuatro neutralinos. La expresién del término de masa
del lagrangiano en el NMSSM es

1
Loy =—=@)TYU + hc.

X

donde Y es la matriz simétrica de masa de los neutralinos de 5x5 (Ref. [10]):

~Msy — M'e, (M — M)syew 0 0 0
(M' — M)swew —Mci, — M'sh, my 0 0
Y = 0 my —Arsen23 Arcos2i 0
0 0 Arcos23  Arsen20 Av
0 0 0 Av —2kx

m, es la masa del bosén de norma Zy HW el angulo de Weinberg. También se han introducido

las abreviaturas
sw =senfy, oy =cosby v v= /v + 03

En el limite cuando ky A tienden a cero con Ax y kx fijos, la matriz de masa se desacopla y la
matriz Y se quedaria como una matriz de 4 x4, que es la que corresponde a los neutralinos en el
MSSM con = Ax.

La matriz de masa Y se puede diagonalizar por una matriz N unitaria de 5 x5 que satisface

mgy 0 0 0 0
0 mgp O 0 0

NYN = 0 0 mg 0 0 |=myg
0 0 Mo 0

0
0 0 0 0 ms
donde myo son los eigenvalores de masa reales y positivos de los estados neutralino, de manera
1A
que si se toma el valor absoluto de m,o se tienen las masas de los cinco neutralinos fisicos. Por
1A

tanto, el agregar un singlete extra al superpotencial trajo como consecuencia que el sector
neutralino se vea incrementado al contener cinco neutralinos, uno mas que en el MSSM, esto
cambia de una manera significativa la fenomenologia que se tenia respecto del MSSM.

b) HIGGSINO

La supersimetria impone nuevos requerimientos sobre la teoria respecto a la estructura del boson
de Higgs. En teorias supersimétricas se necesitan dos dobletes de Higgs para que no se presenten
anomalias y asi la teoria sea renormalizable. Se sabe que dentro del modelo estandar solamente
se requiere de un doblete de Higgs para dar masa a los quarks y a los leptones, en cambio en el
MSSM son necesarios dos dobletes de Higgs complejos (H?,Hy) y (HF,HY) para proporcionar
masa a los quarks tipo up y tipo down y sus correspondientes leptones. Por lo tanto, el MSSM es
un modelo de dos dobletes de Higgs (Ref. [11]).

Dentro del MSSM se consideran cinco particulas de Higgs fisicas: un par de bosones de Higgs

escalares cargados H*, dos bosones de Higgs escalares neutros H° y %° con CP par (por

convencion se toma myo > myo , por Ultimo un boson de Higgs pseudoescalar neutro 4° con CP
impar. Los tres bosones de Higgs neutros son determinados por la diagonalizaciéon de la matriz de
masa de los bosones de Higgs neutros, los cuales dependen del potencial de Higgs.
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El sector de Higgs en el NMSSM consiste de los dobletes de Higgs y un singlete de Higgs extra. Al
campo singlete extra, le es permitido que se acople solamente a los dobletes de Higgs del modelo,
siendo mas especificos Unicamente los campos singlete son los que se acoplan a los dobletes
higgsino. En consecuencia, los acoplamientos del singlete .S a bosones de norma y fermiones
serdn manifestados solamente a través de las mezclas con los campos dobletes de Higgs.
Después de que los campos de Higgs toman los valores de expectacion del vacio y girando los
modos Goldstone, queda un par de bosones de Higgs cargados, tres campos escalares reales y
dos campos pseudoescalares (Ref. [12]). Por tanto, el sector de Higgs en el NMSSM contiene

cinco bosones de Higgs neutros fisicos, tres de ellos son escalares %, =S (a=1,2,3) y dos
pseudoescalares s, = P,
(¢ =1,2) mas dos bosones de Higgs cargados H* =C" . El sector de Higgs ahora contendra cinco

bosones de Higgs neutros fisicos, y dos particulas de Higgs fisicas cargadas H* degeneradas;
esto se debe al hecho de que al agregar un singlete al superpotencial del MSSM (dando como
resultado el NMSSM), el sector higgsino queda desacoplado. El resto del espectro de particulas en
el NMSSM es el mismo que se habia considerado en el MSSM (Ref. [13]).

LAGRANGIANOS DE INTERACCION

Es primordial el reconocer que por el estudio de las propiedades del bosén de Higgs en marcos
supersimétricos, pueden surgir nuevas posibilidades de modos de decaimiento (Ref. [14]), en el
sentido de buscar nuevas y mejores técnicas que permitan contar con pruebas experimentales que
muestren la existencia de una de las principales particulas, el bosén de Higgs.

Cuando se considera la interaccién de bosones de Higgs neutros (tomando A’ como uno de los
bosén de Higgs neutros) con dos neutralinos en el MSSM, el lagrangiano de interaccion (Ref. [15])
tiene la forma

= 7Q(H]n cosov — HY sena) f? [Q;‘PL + Q;;PR} e

[_‘.H'*'Ei} i 7

+3(HO sena + HY cosa) 3 (S P+ S0Py 0
2 1= 2 COS Xi It ij 1L + git R .\3
i =0 ", ;

+§H§ R 1(Qr sen B — /¥ cos ) Py

—(QU sen 3 — S',; cos 3) Pl {2
siendo (Ref. [16])

n J.
Q=73 [Zig(zj2 — Ztanly) + Zyy(Ziy — Ziytan 9”_-)]6,

{Zi (ng — Zjl tan@u») + 2}4{2"12 — Zj tan 811')}61'

<
(SR

las expresiones de los acoplamientos que aparecen en el lagrangiano anterior.
Dentro del MSSM, el lagrangiano de interaccion para los bosones de Higgs neutros en un par de
charginos es (Ref. [17]) es el siguiente:

Lugry: = —g(H{ cosa — Hy sena) \; [Q5 P, + Q;:Pr] X}
—g(H? sena + Hcosa) X, (S5 P + S;iPr] X
+igH{ sen 3 Y, Q1P — Q;iPr] X
+igHS cos B X; [S5PL— S;iPr] XF

donde Uy V' son las matrices que diagonalizan la matriz de masa de los charginos, en tanto que
O, y S, se encuentran definidas en términos de las matrices Uy } como
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1.,
Qi = \g 11Uz
. -
Sy = \gmgb "

La interaccién de los bosones de Higgs neutros con un par de neutralinos en el NMSSM surge del
lagrangiano de interaccion (Ref.[16])

] -0 L

EH"%‘;"Q? = -5 ﬂ‘\;'(( ﬂ;i_pPL =+ sz_)PR) _,1

— P X (R, Py, + RE Pp)RY
donde las constantes de acoplamiento que aparecen en el anterior lagrangiano son
" 11/, .
i o= = [(Lfl cos 34 U5, sen_ﬁ) (c (Ni2NZy + NjaNjy) + V2A(Ns N7,
+N;sNz) ) + (U sem B — Uy cos ) (f(;\‘igﬁﬂ + NoN;y)
~VEN(NsNjy + NisN3))| = VERUS(NisNjs + NisNi)

54 _;g JJ 5
R" _ L'+
Qaz’j - Qm’j

" 1 N . - . [/ S — ; .
RL. = — 5{ UF cos B+ UP, sen,d) (a(ﬁ-ﬂj\jg + NjaNj) — VAN N,
—5—.-"\"};,;\";)) + (L‘fl sen 3 — UX, cos ,Li‘) (%(N?'Q.‘?\'}-Hg + NiaNjy)
VENNGN + NaNi))| ~ VRGN < o) (3
% L
‘RC\?J = R:u_] (3

TP P Ire H i
y Uat, Us ¥ Uss son las componentes singlete de los bosones de Higgs neutros pseudoescalares.

= s
U, Uy vy Uy son las componentes singlete de los bosones de Higgs neutros escalares y N

denota las componentes de mezcla de los neutralinos.
Si se tiene el caso de la interaccidon de bosones de Higgs neutros a charginos en el NMSSM, su
lagrangiado de interaccién se encuentra expresado por

I_H~+~— = - aT:_[QZijPL-"‘QGJ?PR:S\T
—iP, \2 [R;;Pr — Raji PrIXT

i
tiene las expresiones

A s v
Qaz_; Laltzzlﬂ. + L [‘211_)2) \/g(i‘lﬁbj{':ﬂvj?)

en donde los acoplamientos Q.

au

RD‘?j - - ({-"‘Icibﬂvjl + L'ICIZ}Dzle?) - ﬁ([’:;}["‘zﬁp_jﬁ)

-~
Sl

REGLAS, DIAGRAMAS DE FEYNMAN Y FORMULAS PARA EL ANCHO PARCIAL DE
DECAIMIENTO

Para los acoplamientos de bosones de Higgs neutros en neutralinos, las reglas y los diagramas de
Feynman se presentan a continuacion.

MODELO: MSSM Ancho parcial de decaimiento

2521



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

Para el decaimiento
1A= X0 |

gt . , . 1 (M3, — (mgo +mg)?) (M5, — (mgo —mgo)?)]2
0l [(Qﬂ sena + S cosa)(Pp) + (Q;; sena + S;; cos a(PR}] = E+967) V)0
( {[UZ ﬂ’l 0~ m»n] [ (Qiz’;Qi;’L* + sz:QaJ: H — {QWQ?W)@}
L/ 1o AR AR AL
X {?( aij Yaji aij Vaji )] }) (A
Para el decaimiento
S|
_i (QFcosa— 57 sena)(Py) + (@) cosa — S, sena)(P, )] T — X)) = $ [(COS?C”[(Q”')E +(Q)] — 2cosa
p) ji ji L ij ij R i Xj 167 U;Iu(l +6(i, 1) ij i
xsen (@), + Q57 + sem*a(S[)? + (S7))
70 x (ﬂ-JHU - mgu - m.gc) 4m,(nm,(n(cos a (Q )(QJL)
_He > — Ccos (v sen a(QUSJ1 + S Q 1) + sen %o )]
%

Para el decaimiento

P 1 [[(Uju (g +meg)) Mo (W?mi;])?)]j
Ba(1+00i. ) M) (305

x| = ] (ko — iy — i) (sem®BUQ3 Q1+ @3050) + o B(S),

+SS[7) — cos B sem QLS + 851l + Q55 + 545))

~(2mggmsg ) ( - senBIQ} ) + Q1)) +cost IS + (5,

eosBsen QST + Q) +Q”S”+S”Q”))H (A
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MODELO: NMSSM Ancho parcial de decaimiento

Diagrama y regla de Feynman para el acoplamiento [| h, — XX} |

, § o lﬁ v (M3 = (mg w0 + g u) (M — (mg *m%‘j)z)]%
_i Qiy.jPL + injpg] 8m(1+0(1, 7)) (2M o) (MZ,)
X [ _ 2{ (Miu - m%; - m%?) (sen ZS(Q;;Q;; n Q;’JQ'J':) + cos? ‘J(S;;’S;;
+8553) — cos § sen B(Q57 Sy + S35 @y + QS + 5 Q;f))
*(2%‘;"2%;’) ( —sen*B[(Qy ) + Q)] +cos” BI(S ) +
o sen A(Q )T + SQl + QST+ 5,0)) H (A
Diagrama y regla de Feynman para el acoplamiento || _ o
- h 1 [(M2 (nm +m; u) )(U - (mygo _mi‘j)“)]E
—i [RLPL+ Rff;Pa} T 814 06,9) M) ()

ﬁ(Qi’]Qg? + QuiiQui )] })

241
~0~0y goAz i
I'(ha XiX;) = IBTTAF!IS(I(lJrCF(?‘ N [(92

. {% (es) (Qéj H

CONCLUSIONES

El trabajo realizado sobre las diferencias mas significativas de los modelos MSSM y NMSSM nos
conduce a concluir que: la diferencia basica entre el MSSM y el NMSSM surge por las
componentes que son singletes de neutralinos y bosones de Higgs, las cuales no se acoplan a
fermiones, bosones de norma y sus respectivos compaferos supersimétricos. A lo anterior
podemos agregar que los acoplamientos del NMSSM difieren explicitamente del MSSM en las
funciones de vértice y que el contenido de particulas en el NMSM es aumentado en el sector
neutralino y higgsino respecto del MSSM. En el MSSM se tiene el problema de jerarquia y
naturalidad, situacién que queda resuelta en el NMSSM, sin embargo al incluir un singlete mas que
en el MSSM aumenta considerablemente el nimero de parametros respecto del MSSM. La
busqueda de particulas supersimétricas sigue siendo uno de los objetivos primordiales de los
grandes proyectos como el Future Circular Collider (FCC), un acelerador de particulas que
sustituird al LHC, pues el FCC sera siete veces mas potente y contard con 100 km de perimetro.
Se prevé que un disefio conceptual sea entregado antes de finalizar el 2018 y que esté
funcionando en 2028 (Ref [18]).
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RESUMEN

Las plantas son sistemas bioldgicos fotosintéticos por su capacidad de transformar la materia
inorganica en materia organica, a través de la energia que aporta la luz. Esta capacidad se debe a
los fotorreceptores, los cuales son sistemas encargados de transformar la informacién luminica en
procesos biolégicos importantes para ellas y los seres vivos, como por ejemplo, fototropismo,
etiolacion, ritmo circadiano, etc. Los fotoreceptores se clasifican de acuerdo al espectro de
absorcién de la radiacién, de tal forma que los fitocromos absorben el espectro en el rojo y rojo
lejano, los criptocromos absorben en el azul y las fototropinas absorben en el ultravioleta, ademas
que tanto los criptocromos, como los fitocromos, pueden llegar a absorber parte del espectro en la
frecuencia de luz verde [1,2]. El objetivo de este trabajo es describir los diferentes tipos de
fotorreceptores y sus efectos en el desarrollo de las plantas

INTRODUCCION

El método de absorcién de energia luminica de las plantas consiste en mecanismos que les
permiten detectar el espectro, la intensidad, direccion y duraciéon de la radiacién, con el fin de
minimizar un eventual dafo por exceso o falta de radiacion. Estos mecanismos se conocen como
foto-receptores, los cuales incluyen fitocromos para la absorcion del espectro en el rojo y rojo
lejano, criptocromos para la absorciéon en azul y fototropinas para la absorcién en la UV-A, entre
otros que pueden llegar a absorber el espectro en regiones de la luz verde [1, 2], figura 1.

Fototripina Criptocromos Fitocromos

LS o

Fotoperiodismo

Fototromismo Etiolacion

Figura 1. Tipos de fotoreceptores de las plantas para la absorcién del espectro electromagnético
con algunas de sus respectivas funciones [3]

La luz solar contiene en su totalidad el espectro electromagnético proveniente del sol, ademas es
considerada la fuente de luz mas econdmica existente en el planeta tierra. Para la horticultura esta
fuente luminica genera una gran problematica, pues no siempre son alcanzables las cantidades
requeridas, ademas de que su calidad e intensidad es variable.

En los ultimos afos, la agrotecnologia se ha dado a la tarea de estudiar las fotorespuestas en

plantas, esto debido a la gran viabilidad que existe en el control y manejo de espectros luminosos
artificiales. En primer lugar, porque un espectro de iluminacion seleccionado adecuadamente
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asegura el crecimiento normal de la planta, y por otra parte, el uso espectros de iluminacién
disefiados para propdsitos especificos permite regular el tiempo de floracién, el equilibrio entre los
procesos de crecimiento y desarrollo, la acumulacion de biomasa, o la elongacion del tallo [2, 4].De
igual forma, la agrotecnologia ha examinado la oportunidad de utilizar materiales plasticos para la
cubierta de invernaderos con el fin de que estos permitan una mayor productividad, a partir de la
manipulacion de las propiedades opticas de los plasticos protectores, eliminando de esta amanera
longitudes de onda menos eficientes para la produccién horticola, ciencia que hoy en dia es
conocida como Agroplasticultura. Por otra parte 2002, Nippon Keiki Kagoshima Works, Ltd., una
compafiia fabricante de ledes (del acronimo en inglés LED, light-emitting diode o diodo emisor de
luz) en Japén ha venido experimentando con el cultivo de crisantemos con iluminacion mediante
ledes emisores en color rojo. En enero de 2007 publicé que para un pequefio invernadero, la
utilizacion de dos ledes rojos de 75 W (un total de 150 W) tenia el mismo efecto que 50 lamparas
incandescentes de 75 W (un total de 3750 W). El resultado fue una disminucién en el costo de la
energia eléctrica consumida en 25 veces.

Pero el estudio del comportamiento de plantas incididas con luz artificial data ya de varios afios,
algunos andlisis realizados en hojas de col cultivadas en un invernadero en la Universidad de
Minnesota en el invierno de 1920 muestran ausencia de azucares en las hojas, ademas de un
crecimiento insuficiente bajo condiciones naturales; las plantas son débiles y facilmente atacadas
por hongos. Una vez instaladas bajo reflectores, estas lograron crecer saludablemente mostrando
ademas una resistencia a hongos [5].

Debido a este interés, empresas internacionales como Philips u Osram han apostado en el
desarrollo de tecnologias para el uso de iluminacién artificial en la produccion de vegetales,
disponiendo ya desde hace algun tiempo con aplicaciones comerciales en base led para la
irradiacion de plantas, en color rojo, azul y rojo-lejano.

SISTEMAS FOTORECEPTORES
A) Foto-receptores de radiacion rojo / rojo lejano: Fitocromos

Los fitocromos (Phys) son un conjunto de foto-receptores foto-cromaticos para la deteccion de luz
roja (R) que va de 600-700nm, y luz roja lejana (FR), que va de 700-800nm. Son considerados
como los fotoreceptores encargados de traducir la informacion para el crecimiento y desarrollo de
las plantas en respuesta a la longitud de onda de la luz visible [6, 7]. Recientemente se han
encontrado en numerosas proteobacterias, actinobacteria, cianobacterias y hongos, jugando en
ellos un papel importante para la pigmentacion, la adaptacién cromatica, y reproduccion sexual.
Son unicos entre los fotoreceptores por ser capaces de asumir dos estados estables, uno para la
absorciéon R llamado Pr que tipicamente representa el estado inicial, y otra forma llamada PFr que
absorbe FR también llamado estado foto-activado. [7, 8]. Descubiertos en plantas en 1959, en el
marco de una investigacién para conocer el efecto de la luz en la germinacion de semillas de
lechuga, se observd entonces que aquellas semillas que germinaban en obscuridad no llegaban al
20 %, por el contrario las semillas que eran irradiadas con luz roja alcanzaban un mayor porcentaje
de germinacion, por otro lado se encontré que la radiacion subsiguiente con luz roja lejana anulaba
el efecto de crecimiento inducido por la luz roja, evitando asi la germinacién. Para entender este
comportamiento se realizaron irradiaciones alternadas con luz roja y roja lejano (R, R + RL, R +
RL+ R, R + RL + R + RL, etcétera) (Tabla 1) poniendo asi de manifiesto que la ultima radiacion
aplicada determinaba la germinacién de la semilla, y que la luz roja constituia como el factor mas
estimulante del proceso de germinacion, por otro lado la luz roja lejana contribuia como su
inhibidor, [9-11].
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IRRADIACION GERMINACION %
Sin luz 8.5%

R 98.0%

R+RL 54%

R+RL+R 100%
R+RL+R+RL 43%
R+RL+R+RL+R 99%
R+RL+R+RL+R+RL 54%
R+RL+R+RL+R+RL+R 98%

Tabla 1. Semillas de lechuga germinadas en poblaciones de 200, con una radiacion secuencial de
Rojo (R) y Rojo Lejano (RL).

Para los Pr la longitud de onda maxima es 660 nm, estos se encuentran dentro del citoplasma,
mientras que los PFr se encuentran dentro del nucleo celular y aceptan una longitud de onda
maxima de 730 nm. Debido a su propiedad fotocromatica, los pigmentos cambian su propiedad
espectral de absorbancia tras la absorcion de alguna luz especifica. En este caso, el estado
fundamental es Pr( absorbe luz roja), pero una vez absorbido el foton rojo, el pigmento sufre una
cambio conformacional rapido para poder formar asi el estado PFr, (absorbe luz roja lejana), en
otras palabras el fitocromo actia como un interruptor de luz para un desarrollo controlado [12].

B) Foto-receptores de luz UV-A/Azul : Criptocromos y Fototropinas

Las plantas son capaces de sentir y generar respuestas frente a la luz azul debido a la existencia
de fotoreceptores capaces de captar este tipo radiacién y transformarla en una sefial que las
células vegetales son capaces de interpretar. La luz azul influye en procesos como morfogénesis
de la planta, o sea diferenciacion de 6rganos. En presencia de luz azul, la planta puede expandir
sus hojas, realizar el movimiento de cloroplastos y realizar la apertura de estomas. También, la luz
azul participa en la regulacién del crecimiento celular, lo que le permite crecer en funcién o
direccion de la fuente luminosa, proceso conocido como fototropismo. Todas estas respuestas
estan pensadas para optimizar la fotosintesis, ayudando a capturar energia de la luz de manera
eficiente, reducir el dafo solar , y adquirir CO2. [13-15]. Durante varios afos, los estudios de
genética molecular han utilizado la Arabidopsis (Arabidopsis thaliana) como modelo para el estudio
del comportamiento de sistemas vegetales influenciados por radiacién de luz azul. El genoma de
Arabidopsis codifica para 2 tipos de proteinas que son influenciadas bajo la radiacién de luz azul,
los criptocromos (CRY) y las fototropinas (PHOT), ambas familias de proteinas se asocian a la
absorcién de luz de longitudes de onda entre 320 a 500 nm. Los sistemas biolégicos y algunos
animales dependen de este tipo proteinas y otros fotoreceptores para detectar sefales
ambientales, como la radiacién solar, foto-periodo y calidad de la luz, con el fin de obtener un
crecimiento dptimo. [16, 17]

Después de afios de investigacion se ha descubierto que los criptocromos (CRY), pertenecen a
una familia de flavoproteinas que actian como de foto-receptores a partir de la estimulacion de luz
Azul-ultravioleta (UV-B), la luz captada a través de estas proteinas es transformada en la energia
quimica encargada de promover un cambios conformacionales como lo es el proceso de la
fosforilacion in vivo, el cual es un proceso esencial para la actividad biolégica de las plantas pues
ayuda trasportar energia de los lugares donde se produce o transduce hasta aquellos lugares
donde se necesita, ademas son capaces de intervenir en los ritmos circadianos, los cuales son un
proceso asociado a los cambios ambientales, que muestran variaciones fisiolégica como la tasa
metabdlica, la produccion de calor, floracidon y germinacion, ademas se conoce que estas proteinas
actuan principalmente dentro del ndcleo de las células [14, 18, 19]. En la planta modelo
Arabidopsis thaliana se han caracterizado dos criptocromos (CRY1 y CRY2) que participan en
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distintos procesos regulados por luz azul. En plantas jévenes, CRY2 se expresa en altos niveles en
los primordios de la raiz y el tallo y presenta baja expresién en hipocotilo, raiz y cotiledones. Por
otro lado, CRY1 manifiesta una fuerte expresion en practicamente todos los tejidos aéreos y esta
ausente en raices [19-21].

Las fototropinas son proteinas fotoreceptoras que actuan bajo los efectos de la luz UV-A/azul,
forman parte del sistema sensorial fototrépico de las plantas, el cual provoca variadas respuestas
al medio ambiente. Las fototropinas provocan especificamente que los tallos se desarrollen en
direccion ha la luz o direccion opuesta, tambien son importantes en el movimiento de
los cloroplastos en el interior de la célula. En Arabidopsis thaliana se han caracterizado dos tipos
de fototropinas, PHOT1 y PHOT2 [3, 16, 20]. Estas fototropinas son los receptores de luz azul mas
recientemente caracterizados en plantas, sus propiedades espectrales coinciden con la absorcion
en azul y en el UV-A, figura 3. El receptor PHOT1 y su contraparte PHOT2 regulan una serie de
procesos de la planta, que van desde cambios morfolégicos como expansion de las hojas [22],
fototropismo [23] caracteristica bajo el cual fueron nombrados, y el alargamiento del tallo temprano
[24], hasta el control de migracion de cloroplasto y la apertura de los estomas [25].
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Figura 3 Espectro de absorcion para el funcionamiento de las fototropinas, que son fotoreceptores
responsable de realizar actividades como la apertura de los estomas y la acumulacién de
cloroplastos [25].

Ambas fototropinas regulan y realizan actividades diferentes en el desarrollo de la planta. Se dice
que PHOT1 se expresa uniformemente en hojas y se acumula en la membrana plasmatica de
células de la epidermis, mesdfilo y células guardianas. A alta intensidad luminosa PHOT1
disminuye su expresion, mientras que PHOT2 disminuye su expresién en oscuridad. A su vez,
ambas fototropinas se acumulan en la membrana plasmatica [3, 20, 26]. En ausencia de PHOT1 la
planta es incapaz de generar una respuesta fototropica frente a bajas intensidades luminosas,
mientras que en ausencia de PHOT2, la planta presenta una respuesta fototrépica normal. Sin
embargo, en ausencia de ambas fototropinas, la planta es incapaz de generar respuesta
fototropica bajo cualquier intensidad luminosa. Estos resultados permitieron concluir que PHOT1
participa en respuesta frente a baja intensidad luminosa, mientras PHOT2 participa en la respuesta
a altas intensidades luminosas [14, 15, 25].

C) Fitocromos y criptocromos ambos foto-sensores de la luz verde
En general se dice que la Biologia tiene la costumbre de emplear sistemas opuestos con el fin de

controlar, ajustar y restringir procesos en los sistemas bioldgicos, por lo que una influencia negativa
en un sistema de fotosensores sensibles a la luz verde seria intuitivamente afectable para la
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mayoria las plantas. Simples pero elegantes experimentos de [27]) lo demuestran, estos ilustran la
posibilidad de contrarrestar efectos positivos generados por la irradiacion de una longitud de onda.
En general, la luz Roja lejana contrarresta los procesos de desarrollo iniciados por la luz roja, caso
contrario ocurre cuando se irradia con misma proporcion de luz rojo y rojo lejano, pues esta
iluminacién impone el desarrollo de actividades en procesos moleculares, bioquimicos y
morfolégicos [28, 29]

Estudios recientes muestran que la luz verde también tiene efectos discretos sobre la biologia de
las plantas, los mecanismos que detectan esta calidad de la luz actualmente estan siendo
estudiados pues hasta ahora no se tiene mucha informacién al respecto, esto debido a la dificultad
de realizar una caracterizacion de respuestas especificas a la luz verde, ya que tanto fitocromos y
criptocromos pueden fungir como fotoreceptores dé luz verde[2, 16, 29]. En el libro "Experimental
control of plant growth" (Frits Went 1957) se describe un experimento que probd los efectos de la
calidad espectral en plantulas de tomate (Lycopersicum esculentum). Las plantas fueron cultivadas
bajo diferentes calidades de luz y diferentes tasas de fluencia Jiem? por un periodo de 6 dias. La
luz fue abastecida por lamparas fluorescentes, y las porciones especificas del espectro fueron
excluidas mediante el uso de filtros. Los resultados indicaron que las plantulas cultivadas en luz
roja y azul de baja tasa de fluencia poseen mas tejido vegetal que las cultivadas en la misma tasa
de fluencia de luz blanca (Luz roja, azul, y verde claro). Este resultado se debe a que las bandas
de ondas azules y rojas son eficientes en la promocién del desarrollo y la conduccién de la
fotosintesis. En cambio la luz blanca contiene luz verde, por lo que se observa un menor
incremento de area foliar de la planta. En otras palabras las plantas que crecen bajo un espectro
completo (RGB) ganaron un porcentaje de masa foliar, no importa cuanto se incremento la tasa de
fluencia, la masa foliar se mantuvo igual, lo que indica que el potencial de crecimiento vegetativo
estaba saturado. Sin embargo, las plantulas cultivadas en los filtros de lavanda (donde el
componente verde se redujo significativamente) lograron mayor masa foliar que las plantulas
cultivadas bajo luz blanca. A partir de estos datos se pudo concluir que hubo un 'efecto inhibidor de
luz verde' en la radiacion de espectro RGB [2, 30]. Para 1960 Klein y su grupo publica que los
fenotipos visibles se pueden observar en plantas cultivadas en ambientes con luz verde ya sea
empobrecida o suplementaria, probé ademas que el espectro de accion inhibitoria del crecimiento y
mas perjudicial era la luz verde, alcanzando un maximo de 550 nm [31]. La luz azul, guia la
colocacién de los 6rganos de la planta, la posicion de los organulos de las plantas y la expresion
del gen asociado con la captura de la luz [16, 25]. Este conjunto de respuestas estan mediadas por
los fototropinas, sin embargo, también se han observado respuestas fototropicas en respuesta a la
luz verde en la Arabidopsis y plantulas de lechuga, sin embargo, se requiere mucho mas tiempo y
unas diez veces mayor dosis para generar una respuesta equivalente a un efecto dado por la luz
azul [32, 33].

En 1997, Takuma Tanada estudi6é las respuestas fotobiolégicos en las plantas, sus resultados
pretendian la existencia de un fotoreceptor verde/rojo lejano. La evidencia surgi6 de estudios en los
que las respuestas inducidas por la luz roja lejana (> 710 nm) fueron completamente negados por
la aplicacion de pequefas cantidades de luz verde (550 nm) [34, 35]. En el afio 2000 [36]
demostraron que un breve pulso de luz verde podria impedir la apertura de los estomas influida por
la luz azul en cascaras de Vicia faba (Aba). Una evaluacion mas detallada acerca de este
fenémeno reveld la dicromaticidad reversible azul-verde, es decir como la calidad del ultimo pulso
de luz dictaba la respuesta fisiologica, si la irradiacién de luz verde era seguida de azul, a
continuacion era posible observar los estomas abiertos, mientras que si la secuencia de pulsos era
verde, azul, verde los estomas permanecieron cerrados. Un espectro de accion reveld también que
540 nm es la longitud de onda mas eficaz para la reversién de estimulos provocados por la luz
azul. Resultados similares habian sido obtenidos por [37] cuando descubrieron que el espectro de
accion para la apertura de los estomas impulsada por la fotosintesis muestra una sensibilidad
menor a la luz verde.

Todos los efectos de las plantas en ambiente artificial han sido estudiados y tratados por la NASA
pues el Crecimiento de las plantas en ambientes artificiales sigue siendo una disposicion clave de
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la colonizacién espacial a largo plazo. Por lo tanto, los cientificos de la NASA han explorado los
efectos de combinacion de diversas condiciones de iluminacién artificial en plantas. Sin embargo la
gran mayoria de estos estudios se han centrado en los efectos de las fuentes de iluminacién rojo y
azul [38, 39]. Resultados raros y poco convencionales surgieron cuando los investigadores se
percataron que cuando las plantas fueron cultivadas bajo algunas condiciones de ledes rojos y
azules aparecieron plantas en color negro o purpura, que hace también dificil controlar el
crecimiento de plantas y la salud en el estado artificial, esto sin contar que las plantas sin color son
menos atractivas visualmente [40]. Con el objetivo de hacer las plantas verdes algunos cientificos
de la NASA evaluaron los efectos de la suplementacion de la luz verde en un fondo de color rojo y
azul, y descubrieron que la adicidon de esta calidad de la luz supuestamente benigna genera
efectos visibles favorables. Los autores descubrieron que las plantas de lechuga cultivadas en
tratamientos RB + G mostraban hojas con mayor area foliar y menor grosor en comparacion con
RB [40]. Ademas, las plantas cultivadas bajo tratamientos RB mostraron una mayor conductancia
estomatica en comparacion con los irradiados con RB + G. De igual forma la masa seca de la
planta fue mayor bajo el tratamiento RB + G (donde la banda ancha del espectro de la luz verde
estaba a un 24%) cuando se compara con la irradiacion RB observados por [30, 40].

Todos estos experimentos demuestran que el verde suplementario afecta a la fisiologia vegetal en
condiciones donde los sistemas de rojo y azul estan saturados.

CONCLUSION

Las plantas son considerados mecanismos bioldgicos fotosintéticos por su capacidad de
transformar materia inorganica en materia organica a través de la energia que aporta la luz. Esta
capacidad se debe a los fitocromos, fototropinas y cryptocromos, los cuales son sistemas
fotoreceptores encargados de transformar la informacién luminica en procesos bioldgicos
importantes para las plantas y los seres vivos. Estudios a lo largo del tiempo han demostrado las
diversas funcionalidades en las que cada uno de los fotoreceptores estan involucrados, tal es el
caso de los efectos que generan los criptocromos en la radiacién de luz roja lejana y roja cercana
en el proceso de germinacion de la semilla de lechuga, o las afecciones morfoldgicas que controlan
los cryptocromos y las fototropinas en la arabidopsis thaliana tales como el ritmo circadiano vy el
fototropismo respectivamente, asi como la importancia de la luz verde como complemento para
que las plantas cumplan con las condiciones fisiologicas necesarias. Estos resultados demuestran
la importancia que cada uno de los fotoreceptores tiende en el crecimiento, desarrollo y procesos
quimicos de la planta. Durante afios estos estudios han sido de gran interés para aéreas de
desarrollo de tecnologias agroindustriales pues se pretende que una vez caracterizado el
funcionamiento de cada foto-receptor sea posible el cultivo de plantas en invernaderos con
iluminacién artificial selectiva, generando de esta manera una mejor produccion y reproduccion de
ejemplares vegetales.
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RESUMEN

En este trabajo se presenta una propuesta para generar melodias a partir de soluciones de EDOs
lineales y no lineales; y se relacionan los conceptos de dindmica de fluidos, distribuciéon de calor,
crecimiento poblacional y musica. Adicionalmente, el producto final brinda una sensacién auditiva
de la relacion entre una ecuacion y sus posibles soluciones. Diversos modelos matematicos fueron
resueltos mediante dos técnicas computacionales: el método iterativo Runge-Kutta de cuarto orden
y el método de diferencias finitas con condiciones de frontera Dirichlet. Asimismo, se proponen tres
estrategias formales para transformar las soluciones obtenidas en una secuencia lineal, y
coherente, de sonidos. El resultado auditivo, a partir de los métodos desarrollados, puede
interpretarse como el sonido caracteristico de una ecuacion diferencial. La ensefianza en personas
con diversidad funcional y la divulgacién cientifica son algunas de las aplicaciones de las ideas
presentadas.

INTRODUCCION

Por lo general la relacién entre la musica y las matematicas suele verse como la representacion
matematica de una nota musical; una busqueda de patrones con una relacién numérica. Pese a
que

se han hecho descubrimientos sorprendentes sobre la estructura de la musica y se han
conceptualizado matematicamente sus componentes, rara vez se busca la manera de representar
una ecuacion en términos musicales.

Musicos y matematicos han estudiado a fondo las sinfonias de Beethoven y han descubierto que
las notas de los acordes guardan una distancia constante entre ellas, cuando son puestas en una
gréfica se puede apreciar que las notas se unen en un punto especifico dando lugar a la propiedad
de la consonancia. Si escuchamos el acorde, oiremos una agradable harmonia musical. Si
tenemos en cuenta que Beethoven fue capaz de crear obras maestras pese a su discapacidad
auditiva, entonces podemos buscar alguna forma de generar un conjunto de sefiales que al ser
reproducidas suenan similar a la musica, partiendo Unicamente de las soluciones a ecuaciones
diferenciales ordinarias, lo cual es el propésito de esta investigacion.

En términos generales, el desarrollo de esta investigacion toma en cuenta los siguientes puntos: se
expondran los métodos utilizados para las soluciones a Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias(EDOs) lineales y no lineales, asi como modelos presa-depredador y caos; la relacion
que hay entre la musica y las matematicas a través de la ecuacion del sonido; los métodos
desarrollados para generar sonidos usando los conceptos antes mencionados; el ajuste de
frecuencias y reduccion de alisado; los resultados obtenidos y finalmente las consecuencias de
generar sonidos usando los métodos aqui presentados.

TEORIA

Ya que el sonido y la musica son sistemas dinamicos, una de las maneras mas precisas de
representarlas es a través de ecuaciones diferenciales. Las soluciones de éstas y su modelo
grafico suelen ir desde lo mas comun hasta comportamientos complejos, y es debido a este factor
que se seleccionaron las EDO como las ecuaciones con las que trabajara esta investigacion.

Se expondran de manera breve los métodos para la solucién de EDO lineales y no lineales usados.

SOLUCIONES DE EDO LINEALES

Una de las EDO lineales mas comunes es la ecuacién que representa la propagacién del calor a lo
largo de una barra hecha de un material conductor de calor [1]. En este tipo de sistema, esperamos
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que el calor en cada punto x de la barra sea variable con respecto del tiempo t, dondea<x <ba
lo largo de una seccién finita de la barra. Esto lo podemos denotar como u(x,t), dandonos la
ecuacion de calor:

u(x, 1) = (kEux(x, )y + @(x, ) (2.1)

Donde k(x) es el coeficiente de conduccion de calor y ¢(x, t) es la fuente de calor.

Se espera que el calor en la barra incremente con respecto al tiempo y llegue a un estado estable
en el cual su temperatura ya no incremente. Si consideramos lo anterior, la expresion ¢(x,t) se
vuelve independiente del tiempo, y si a su vez el coeficiente de calor k(x) es constante a lo largo
de toda la barra, podemos reducir (2.1) y obtener la siguiente ecuacion:

u”’(x) = f(x) (2.2)

Especificaremos condiciones iniciales Dirichlet para obtener una solucién Unica a esta ecuacion,
denotamos dichos valores como:

u(x) =, uxm) =P (2.3)

donde
0<x,x, <1

Una vez definida la ecuacién a utilizar y sus valores iniciales, podemos usar el método de
diferencias finitas para dar solucion al problema.

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Deseamos calcular el valor de u(x) en el intervalo 0 < x < 1, como se indica en [2], obtendremos
un conjunto de valores Uy, Uy, ... ,Up, Unyq donde U; es la aproximacion a la solucion de u(x;),
x; = jh y h es la distancia entre cada punto x. Usando (2.3) como valores iniciales, tenemos que

Uy=ay U, =B, esto nos deja con m incégnitas para calcular Uy, ..., U,,. Si remplazamos u'’(x)
en (2.2) por la ecuacion de la aproximacion centralizada:

1
2 —
D*U; = F(Uj'l = 2U; + Uj4q)
obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones lineales:

j=12,..,m

Esto nos lleva a un sistema de ecuaciones lineales al que podemos expresar como:

AU=F (2.5)
Donde U es el vector de incognitas U = [U;, U,, ..., Uy, 17,

-2 1 1 [f&)—:3] (2.6)

|1 -2 1 || fx) |

A=l 1 -2 1 o | : I

h2 . ’ f(x_1)
1 -2 1 | Mme |
| 1 _2J | f(xm) — FJ
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Usamos el siguiente algoritmo para dar solucién a U:

Diferencias-Finitas (u", A, Xiniciat» Xfinar» @ B, M)
1. he (xfinal - xinicial)/(m + 1)
L < vector de tamaiio m
F < vector de tamaiio m
fori=2tom—1
Liexy+ixh
F; « evaluar(u' (L;))
end for
Fy « (Fy — a)/h?
D B (B _ﬂ)/hz
10: U « A”F
11: return U

NI RWN

m + 1 representa la cantidad de puntos a evaluar en el intervalo , h es el espacio entre dichos
puntos y U es un vector de tamafio m con la solucién.

Este método sdlo funciona si la ecuacién u'’ es lineal, de lo contrario se debe recurrir a otro tipo de
métodos como el que se describe en el siguiente apartado.

SOLUCION DE EDO NO LINEALES

Dada la naturaleza de las EDO no lineales, no es posible obtener un sistema de ecuaciones
lineales y aplicar el método de diferencias finitas. Es necesario recurrir a otros métodos para
obtener una aproximacion a la solucion. Es por ello que decidimos utilizar el método mas comun en
la practica para resolver EDOs no lineales.

METODO RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN
Una EDO no lineal tiene la forma:

Dyy = f(x,y)

El método mas popular para resolver estas ecuaciones, es el método de Runge-Kutta de cuarto
orden [1], definido de la siguiente manera:

Visr1 = Vi + % (ky + 2k, + 2k; + ky)h 2.7
donde
ky = f(x, y1) (2.8)
k, =f(x; + h/2,y; + k{h/2) (2.9)
ks = f(x; + h/2,y; + k,h/2) (2.10)
k, = f(x; + h,y; + k3h) (2.11)

Se muestran dos algoritmos para representar el método Runge-Kutta, el primero resuelve las
ecuaciones (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) y devuelve la solucién a (2.7) en un punto especifico i + 1. El
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segundo utiliza el algoritmo anterior para encontrar todos los valores de (2.7) en un intervalo
determinado [Xiniciar, Xfinatl-

Runge-KuttaPaso (f, h, x, y) Runge-Kutta (f, h, Xipicial, Xfinal» Yinicial)

1: ky « evaluar(f(x,y)) 1: U « vector de soluciones
2: k, « evaluar(f(x + =, y + 2+ k;)) 2: fori=110 Xfpa/h

h n 3: t < Xinicial T1*h
31 k3 < evaluar(f(x +5, y +7+kp)) 4 Vsalida < Runge-KuttaPaso (f, h, t,
4: k, < evaluar(x+h, y+h*kj) Vinicial)
5: salidacy+x(ky +2%k, +25k; + 5. U < Ysalida

k4) 6: Yinicial < Ysalida
6: return salida 7: end for
8: returnU

El algoritmo Runge-KuttaPaso toma como entrada una funcion f que denota el lado derecho de la
EDO no lineal, un valor h que representa la cantidad de puntos a evaluar en el intervalo, y
finalmente las variables x, y las cuales son usadas para evaluar f. El valor de retorno salida, es la
aproximacion a la EDO en los puntos especificos x,y, es decir salida « Dy, y; = f (x;, y;)-

Con este método se puede dar solucion a EDOs no lineales e incluso a sistemas de ecuaciones
como los modelos presa-depredador, caos y fluidos atmosféricos.

MODELOS PRESA-DEPREDADOR Y CAOS

Esta seccion mostrara dos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. El primero se enfoca
en determinar el incremento y decremento ciclico de una variable con respecto de otra, este
modelo es conocido como presa-depredador. El segundo es un sistema que modela el
comportamiento de los fluidos atmosféricos y es utilizado en la prediccién del clima.

ECUACIONES LOTKA-VOLTERRA
Uno de los sistemas presa-depredador mas simples, es el que constituye las ecuaciones de Lotka-
Volterra [1], las cuales son representadas de la siguiente manera:

Dix = ax — bxy (2.12)
Dy = —cy + dxy (2.13)
Donde x = numero de presas, y = numero de depredadores, a = factor de crecimiento de las
presas, ¢ = factor de mortalidad de los depredadores, b = el factor que caracteriza el efecto de la
interaccién presa-depredador sobre la muerte de la presa, y d = el factor de crecimiento del
depredador.
ECUACIONES DE LORENZ
Un ejemplo simple de un sistema basado en la dinamica de fluidos atmosféricos son las
ecuaciones de Lorenz [1], desarrolladas por el meteorélogo americano Edward Lorenz:

Dix = —ox + oy (2.14)

Dy =rx—y—xz (2.15)
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Diz = —bz + xy (2.16)

Estos sistemas de ecuaciones pueden ser resueltos usando el método Runge-Kutta descrito
anteriormente. El algoritmo para la solucion es similar al ya mencionado, la diferencia principal
radica en que resolveremos varias ecuaciones en vez de sélo una y cada sistema requiere de
variables especificas definidas.
Lotka-VoIterraRK(h, Xinicial» Xfinals yfinal)

1: F « conjunto de ecuaciones de Lotka — Volterra con variables a,b,c y d definidas

2: U < matriz de soluciones

3 ie1

4: for each ecuacion in F

5: U; < Runge-Kutta (ecuacion, h, Xiniciat» Xfinat» Yinat)

6 i=i+1

7: end for each

8: returnU

Recordemos que el algoritmo Runge-Kutta devuelve un vector de tamafo n, de tal manera que U
se convierte en una matriz que almacenara las soluciones a cada una de las ecuaciones en F.
Durante la primera iteracion del paso 4, U, guardara la solucion a (2.12), mientras que en la
segunda iteracion U, tendra la solucion a (2.13).

Podemos resolver las ecuaciones de Lorenz usando el mismo algoritmo, en este caso F sera el
conjunto de ecuaciones de Lorenz con variables g, r, b definidas.

Con los métodos descritos en esta seccion, podemos dar solucién a EDO lineales y no lineales,
incluso a sistemas dinamicos. Esto nos permitird buscar una manera adecuada para mapear la
ecuacion del sonido a dicha solucién.

EL SONIDO Y SU REPRESENTACION MATEMATICA
En este apartado, se presentan definiciones y argumentos que describen el sonido y sus
caracteristicas, asi como su modelo matematico tal y como se describen en [3].

El sonido se define como la variacion en la presion del aire, ésta es una medida cuantitativa que
mide cuantas particulas en el aire estan siendo presionadas unas con otras. Si una particula es
perturbada por una onda, ésta se transmitira a las particulas que estén alrededor causando el
mismo efecto. La onda pierde energia conforme se va transmitiendo y dependiendo de la superficie
puede incluso rebotar, lo cual provoca una pérdida de energia notable. Debido a esto, la presiéon no
se mantiene constante en un punto especifico a no ser que sea perturbada de nuevo. A la
variacion que sufre la presién en un determinado tiempo se le conoce como frecuencia.

ECUACION DEL SONIDO

Lo que distingue a una nota musical de otros sonidos es la repeticion regular de las mismas
variaciones en la presion. La mas simple de todas las formas cuya representacion grafica se repite
con regularidad es la onda del seno con respecto de un tiempo t:

y =asin(bt) (2.17)
$upongamos que el tiempo esta en segundos; entonces esta forma se repite cada 2m/b segundos.
Este es el periodo del sonido; la frecuencia es su reciproco: f = b/(2m). Asi que una onda

sinusoidal de frecuencia f tiene la siguiente ecuacion:

y = asin(2nft) (2.18)
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Esta ecuacion sera el modelo matematico del sonido con el cual se realizara la parte experimental,
se expondran diversas maneras en las cuales podemos mapear las soluciones de las EDO a la
ecuacioén del sonido.

PARTE EXPERIMENTAL
Una vez expuesto los métodos para la soluciéon de EDOs y mostrado algunas de sus aplicaciones,
se utilizaran varios métodos para generar sefales similares a las de la musica.

MAPEO TIPO 1
Para el mapeo tipo 1 utilizaremos una frecuencia maxima y una minima, las cuales denotaremos
como:

fax = 2300

foin = 130

Este rango de frecuencias es utilizado comunmente en dispositivos de reproduccién movil.
Redefiniremos la ecuacion (2.18) como:

y =Asin(2m fa ) + (1 —A) sin(21 fipin ©) (3.1)

Donde A es el volumen de la sefial con mayor frecuencia y (1 — 1) es el volumen de la sefal con
menor frecuencia en un tiempo determinado t.

Denotaremos la solucién a una EDO lineal o no lineal como U y obtendremos el vector A con la
siguiente ecuacion:

2 = U; — min(U) (3.2)
1™ max(U) — min(U)

El resultado sera la suma de dos sefiales con frecuencia diferente cuyo volumen incrementara y
disminuira respectivamente sobre un lapso de tiempo especifico. Podemos ver la ecuacion (3.2)
como una normalizacién de U.

Mapeo1 (U, f a5 fmin, T, 1) Mapeo2 (P, D, f, T, n)
1: A < normalizar(U) 1: normalizar(P)
2: Y « vector de tamafio n 2: normalizar(D)
3: fori=1ton 3: S « vector de tamafio n
4: Y « A xsin(2*m*Ty) 4: fori=1ton
5: end for 5: S; =P sin(2nfT) + D;sin(2nfT)
6: returny 6: end for
7: normalizar(S)
8: returnS

MAPEO DEL TIPO 2
Denotaremos P como la normalizacion de la solucién a una EDO U. Usaremos P como la funcién

envolvente superior a la ecuacién de sonido y usaremos -P como la envolvente inferior.
Sustituyendo a por P en (2.18) obtenemos:

y = Psin(2nft) (3.3)

Debemos normalizar y para garantizar que los valores de la funciéon estén dentro de las
envolventes.
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Para las ecuaciones de Lotka-Volterra definimos a la envolvente superior P como la solucién a la
ecuacion (2.12) y denotamos la envolvente inferior D como la solucion a la ecuacion (2.13).
Sustituyendo P y D en (2.18) respectivamente y sumandolas entre si obtenemos:

y = Psin(2nft) + D sin(2nft) (3.4)

El algoritmo utiliza dos soluciones a una EDO: P y D, una sirve como funcién envolvente superior y
la otra como envolvente inferior, si sélo se tiene P, entonces D = —P. Aunque este algoritmo
asume una frecuencia f constante, es posible variar este valor como se hizo en el mapeo de tipo 1.

MAPEO DEL TIPO 3

Basandose en el método de aceptacion y rechazo, este mapeo genera un vector de frecuencias
aleatorias asignadas a segmentos de tiempo especificos las cuales son sustituidas en la ecuacion
de sonido generando una sensacién de armonia.

Primero definimos dos variables aleatorias ranx y rany, las cuales se encuentran en el intervalo
[0,1] y [0,n] respectivamente. Donde n es el tamafio del vector de tiempo T y rany es
explicitamente entera. Usando la solucién a una EDO U, examinaremos si la condicion U, ,, <
rany es verdadera. En caso afirmativo ranx sera la frecuencia a utilizar durante los proximos k
segundos, de esta manera obtenemos un nuevo vector de frecuencias F al que definimos como:

F =[x € [0,n]|Upanx < rany] (3.5)
Finalmente sustituimos F en (2.18) obteniendo:
y=asin(2nFt) (3.6)
Si la condicion U,.,,, < rany es falsa, se recalculan los valores de ranx y rany.
Los siguientes algoritmos muestran como calcular el vector F y como realizar el mapeo de tipo 3

respectivamente.

Generar-Frecuencias (U, fin, fmax & 1) Mapeo3 (U, T, n)

1: normalizar(U) 1: a < rand

2: F « vector de tamafio n 2: f,n < frecuencia minima usar

3 ie1 3: fpax < frecuencia maxima a usar

4: whilei<n-1 4: Kk « tiempo asignado a cada frecuencia
5: ranx < rand 5: S < matriz de tamafio 2 x n

6: rany < randi(n — 1) 6: F « Generar-Frecuencias (U, fnin, fmax k»
7 if Upany < rany n)

8 fort=1tok 7: fori=1ton

9: F; < ranx 8: Sij < asin(2nF; Ty

10: i=i+1 9: S,i < (1—a)sin2nF;Ty)

11: end for 10: end for

12:  end if 11: normalizar(S)

13: end while 12: return S

14: normalizar(F) en rango [fnin, fmax]

15: return F

En el paso 13 del algoritmo Generar-Frecuencias es necesario realizar esta normalizaciéon ya que F
se encuentra en el rango [0, 1] y deseamos usar frecuencias en el rango |[fin, fmax]-
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Para aplicar el algoritmo Mapeo3 a las ecuaciones de Lotka-Volterra y Lorenz, U es sustituida por
G, donde G es el conjunto de ecuaciones de cada sistema, y se aplica el paso 6 a cada una de
ellas.

RESULTADOS

Cada tipo de mapeo fue aplicado usando las ecuaciones de Lorenz, Lotka-Volterra y una EDO
comun.

En el primer mapeo se observé una variacion en el volumen de cada
una de las sefales reproducidas, un valor alto en una de las senales
implicaba que ésta se escucharia mas que su contraparte, igualmente
entre mas cercana a 0 fuera una senal, su

volumen seria minimo.

Figura 1. Mapeo de tipo 1 aplicado a
las ecuaciones de Lotka-Volterra.

Una de las aplicaciones del mapeo tipo 1 fue en las ecuaciones de
Lotka-Volterra, en la figura 1 se observan a las presas (azul) y a los
depredadores (amarillo). Conforme las presas incrementaban en
numero, su sonido era mas fuerte. En el momento en que los
depredadores llegaban a su poblaciéon mas alta, el volumen de la
sefal de las presas disminuia drasticamente dejando solo el sonido de los depredadores

Usando el mapeo de tipo 2, el volumen de la sefal final estaba acotado por las sefiales
envolventes. El sonido era tan alto como llegara la envolvente superior y tan bajo como la
envolvente inferior.

Figura 2. Mapeo tipo 2 usando la ecuacién y'' = sin(x).

En la figura 2, se muestra la sefial obtenida por la ecuacion del sonido, las funciones envolventes
(azul y rojo) cubren completamente a la sefal final (amarillo). El volumen de la sefal resultante
disminuia conforme las envolventes se aproximaban a 0 e incrementaban conforme se extendian
hacia 1.

El mapeo de tipo 3 logro tener los resultados mas cercanos a los esperados. Independientemente
del niumero de senales reproducidas a la vez, se lograron escuchar sonidos con una frecuencia
consistente durante unos segundos, posteriormente la frecuencia cambiaba junto con su duracion,
éste efecto dio la sensacién de estar escuchando una melodia.

Figura 3. Mapeo tipo 3 usando las ecuaciones de Lorenz.

Al usar las ecuaciones de Lorenz se obtuvieron tres sefales diferentes (azul, rojo, negro), usando
el mapeo tipo 3 se le asignd una frecuencia y un tiempo determinado a cada una para finalmente
combinarla en sefial final (magenta) que al ser reproducida lograba la propiedad de la consonancia,
lo cual permitia que sonara como una melodia

CONCLUSIONES

Es posible crear sonidos similares a los de la musica si se usa un mapeo adecuado. Mapeos que
no son dinamicos al momento de asignar una frecuencia y volumen suelen generar sonidos vagos
y parecer monotonos. Para crear una armonia, la propiedad de la consonancia se debe cumplir en
lapsos especificos de tiempo, esto implica encontrar sefiales de frecuencia variada que puedan
converger mas de una vez en momentos determinados, volviendo la tarea de generar musica algo
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lo suficientemente dinamico como para modelarlo a través de un sistema de EDOs. Con el
cumplimiento de este objetivo, se abririan nuevas puertas a la creacién de musica digital.
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RESUMEN

Se presenta la construccion de haces Bessel vectoriales para su uso en una nueva técnica de
cristalografia, aplicable para cristales no-lineales de segundo orden basada en la generacion de
parejas de fotones con SPDC. Por medio del uso de una lente coénica y una placa generadora de
vortices Opticos se generaron estos haces de orden /=0, los cuales estan formados por una
superposicion de dos haces Bessel escalares de orden uno (con cargas topoldgicas de 1y -1),
cada uno con una polarizacion circular opuesta. También se presentan los perfiles de intensidad de
los haces obtenidos del analisis de polarizacion.

INTRODUCCION

Recientemente, ha sido propuesta una nueva técnica de cristalografia para caracterizar el grupo de
simetria de medios cristalinos [1]. Esta técnica esta basada en el uso de haces Bessel vectoriales
(VBB's) no paraxiales que iluminan un cristal no lineal de segundo orden para producir parejas de
fotones por medio del proceso de Conversién Paramétrica Espontanea Descendente (SPDC, por
sus siglas en inglés). La informacion de la estructura del cristal esta codificada dentro de la
distribucion transversal de intensidades de los fotones en cuentas individuales y en coincidencia
que son emitidos por el cristal. Esto ocurre por medio de la interaccion entre el haz de bombeo con
las diferentes componentes del tensor de susceptibilidad eléctrica del medio. Para cumplir con el
objetivo es necesaria la generaciéon de un haz de bombeo Bessel vectorial de orden / en un modo
transversal electromagnético (TEM) [2].

TEORIA

Los haces Bessel son una solucién exacta a la ecuaciéon de Helmholtz que, desde su
descubrimiento en 1987 por Durnin et al. [3], han sido de gran utilidad en multiples areas de la
Optica y la fisica. Los haces Bessel no son fisicamente realizables, pero una buena aproximacién
se puede lograr al utilizar una lente axicon; estos haces son llamados Bessel-Gaus. Un VBB esta
caracterizado por tener tanto momento angular orbital (OAM) como momento angular de espin
(SAM). El primero esté asociado con vortices 6pticos, y el segundo con la polarizacién del haz. El
campo eléctrico asociado a un VBB de 6rden / esta descrito por:

K . K .
El — I:(iSTM + _STE)]l_lel(l—l)(pu+ + (_iSTM + _STE)]I+1el(l+1)(pu_ (1)
K, K,
+2 ESTM]leil(puz] eikzz—iwt
Kz

La ecuacion (1) representa una superposicion de dos haces Bessel escalares cuyos indices
azimutales (/) difieren por dos unidades y que tienen polarizacion circular opuesta. Aqui, £™ vy £TE
son las amplitudes del modo transversal magnético y transversal eléctrico, respectivamente; u, y
u_son los vectores de la base de polarizacion circular, y u, el vector unitario en direccion z
asociado a las coordenadas circulares cilindricas; k, y k; son las componentes axial y transversal
del vector de onda «k, y el argumento (omitido) de las funciones Bessel es «p.
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Una propiedad interesante y util de estos haces es que son no difractivos durante cierta distancia
de propagacion después de que el haz es formado. Esta distancia esta dada por [4]:

2nw (2)

Zmax = 1K
t

donde w es el radio del spot central del haz que incide en el axicén.
El parametro a ser modificado para observar la simetria es k;, que representa al radio del haz
Bessel en el espacio de momentos y esta dado por:

2m

A

)

K; = —cos(n — 1)y tan(n — 1)y

donde n es el indice de refraccion del axicon y y el angulo del axicén. La relacién entre el radio del
spot central del haz Bessel y su transformada de Fourier esta dada por r, = 2.405/x;.

PARTE EXPERIMENTAL
El arreglo experimental para obtener un VBB se muestra en la Figura 1.

Mlz SMZ

M4 Computer

L1 P2

N

Laser
A=405nm

CCD

M7 Ax L3 L4 Paya PL

Figura 1. Arreglo experimental. M1-M7 son espejos; L1-L4 son lentes; P, , ¥ Py, son placas de
media y un cuarto de onda, respectivamente; PBS es un divisor de haz polarizado; VPP es una
placa generadora de vortices Opticos; Ax es una lente de axicén de 5°, y PL es un polarizador
lineal.

Se construyd un interferémetro Sagnac en el cual dos haces Laguerre-Gauss escalares de primer
orden son creados (por medio de una placa generadora de vortices opticos (VPP)), uno con
polarizacion horizontal (flecha roja) y otro con polarizacion vertical (punto rojo). Los haces son
superpuestos en el divisor de haz polarizado (PBS) y son enviados a la lente axicon (Ax) para
producir asi un haz Bessel de primer orden. Se usé un telescopio (L3 y L4) para cambiar el radio
del spot central del haz, pues se requiere de una k; especifica y por este medio controlamos este
parametro. Entonces, se usé una placa de cuarto de onda (P,,,) que le da polarizacion circular a
los haces, obteniendo de esta manera un VBB de orden /=0.
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RESULTADOS
Utilizando un polarizador lineal (PL) se hizo el analisis de polarizacion del VBB obtenido, esto con
la intencion de verificar su caracter vectorial y que efectivamente se obtuvo un modo TM.

En la Figura 2 se presentan fotografias tomadas con una camara CCD, esto utilizando un
telescopio (L3 + L4) que amplifica el haz 5 veces. Se utilizé un modo TM (polarizacién radial). En a)
se muestra un VBB de cero o6rden, tomada justo después de P, ,. Si después de P, ,, se hace pasar
al haz por una lente (en este caso se us6 una lente con una distancia focal de f = 35mm), podemos
captar la transformada de Fourier del VBB, que es la fotografia en b). Las fotografias c) y d) fueron
tomadas después de PL para cuando su eje Optico se coloca en horizontal y en vertical,
respectivamente.

a

Figura 2. Fotografias de a) un VBB de orden cero, b) su transformada de Fourier, y sus
componentes c) horizontal y d) vertical del modo TM.

CONCLUSIONES

Se generaron VBB's de orden cero al superponer dos haces Bessel escalares de primer orden.
Tales haces fueron analizados con un polarizador lineal, obteniendo las componentes de los
modos transversal magnéticos al poner el eje de polarizacién en direccién horizontal y vertical. Los
haces polarizados tanto radial como azimutalmente son vectoriales con simetria cilindrica, por lo
que si seleccionamos el haz TM (radialmente polarizado) y lo analizamos con el PL, la teoria nos
dice que vamos a ver los maximos de intensidad centrados en el eje horizontal cuando colocamos
el eje de PL en direccion horizontal, y que los vamos a ver centrados en la vertical cuando el eje
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esta en direcciéon vertical. Esto fue lo que obtuvimos, por lo que confirmamos la correcta
generacion de haces Bessel vectoriales de orden cero.

En la Figura 2 se presentaron imagenes producidas con un telescopio de 5X, con un radio del spot
central de r, = 20.6um, una distancia maxima de propagacién de z,,, = 0.26m, y un radio
transversal de la transformada de Fourier de k., = 0.11um™. Nuestro préximo propdsito es verificar
el grupo de simetria al que pertenecen diferentes cristales, comenzando con un BBO y un LiNbO3.
Esto dependera del tamafo de k, del haz, requiriendo asi el uso de diferentes telescopios.
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RESUMEN

Las placas isoespectrales son placas que tienen formas geométricas diferentes pero mantienen
espectros similares. En este trabajo se presenta un estudio experimental de la vibracion de dos
placas isoespectrales construidas con cartéon. Se miden los espectros de Fourier de las placas en
un rango de frecuencias de 100 a 1500 Hz, y sus patrones de vibraciéon son visualizados y
cuantificados mediante la técnica de Chaldni. Se usé un vibrador de bocina sobre la cual se fij6 la
placa isoespectral. Un generador de funciones se conecté al vibrador para variar la frecuencia. Un
sensor de sonido colocado arriba de la placa registro la sefal de vibracion, la cual se proceso
mediante un dispositivo de adquisicién de datos y, mediante un software apropiado, se desplegé
en pantalla en tiempo real el espectro de Fourier. Los resultados experimentales muestran que a
pesar de que los espectros de Fourier son similares, si es posible diferenciar la geometria de las
placas mediante la cuantificacion de sus patrones de Chaldni. Se agradece el apoyo a través del
proyecto CIC-UMSNH 2017.

INTRODUCCION

La técnica de Chladni es un procedimiento simple y visualmente atractivo para observar los
patrones de vibracion de placas. fue inventada por Ernst Chladni (Stockmann, 2007).
Originalmente el método consistia en hacer vibrar una placa sujeta a una base por medio de un
arco de violin. En la actualidad, la placa a analizar se monta sobre un vibrador y se esparce
material granular ligero sobre su superficie. Cuando el vibrador se pone a oscilar a una frecuencia
especifica, el material granular empezara a agregarse sobre las lineas nodales del patron vibratorio
correspondiente a una de las frecuencias de resonancia de la placa. En principio, es posible
obtener informacién de las propiedades mecanicas de la placa a partir de sus patrones de Chladni.
A pesar de que el cartén es un material dificil de trabajar en los estudios de vibracion, en un trabajo
reciente (Arroyo Correa et al., 2015) demostramos que es posible estudiar el efecto de un solo
corte sobre placas de carton. En este trabajo se extiende este estudio para estudiar
experimentalmente los patrones de Chladni de placas isoespectrales de carton.

PARTE EXPERIMENTAL

El arreglo experimental es similar al indicado en la ref. 2. En el presente trabajo se cortaron dos
placas isoespectrles de cartén del mismo material (Fig. 1), siguiendo las geometrias reportadas en
la ref. 3. Las placas se montaron al vibrador por sus centros de masa. Los patrones de Chladni de
ambas placas se obtuvieron espolvoreando sal sobre las placas y variando la frecuencia hasta
obtener patrones definidos. Para identificar el modo de resonancia de la placa, se observé
simultaneamente el patron de Chladni y su espectro de Fourier. Se tomo una fotografia del patrén y
se registro su espectro de Fourier. Posteriormente se obtuvieron, secuencialmente, los patrones de
Chladni y los espectros de Fourier de las dos placas consideradas. En el caso de los espectros de
Fourier razén de muestro fue de 5000 muestras por segundo. Otro aspecto que se cuiddé fue tener
la misma amplitud de vibracién alimentada al vibrador; esto permite seguir la razén entre las
amplitudes espectrales a las frecuencias de resonancia de las placas. El analisis se hizo en el
rango de frecuencia de 100 a 1500 Hz. Excepto la PC, la instrumentacion utilizada fue de la marca
PASCO. La placa tiene una cuadricula para la mediciéon cuantitativa de las lineas nodales de los
diferentes patrones.
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PLACA 1 PLACA 2

Figura 1. Placas isoespectrales analizadas en este trabajo.

RESULTADOS

Las Figs. 2 y 3 muestran las fotografias de los patrones de Chladni para las placas 1 y 2,
respectivamente. Los patrones mostrados corresponden a tres rangos de frecuencias
consideradas: bajas (de 100 a 310 Hz), medias (de 350 a 550 Hz) y altas (de 600 a 1000 Hz).
Evidentemente se puede entender que isoespectralidad no significa que los patrones de Chladni
sean idénticos. Por ejemplo, nétense los patrones alrededor de los 370 Hz. Esto es una
consecuencia de las geometrias de las placas. Sin embargo, teniendo en cuenta que la
incertidumbre en la mediciéon de las frecuencias es del orden de los 5 Hz, se puede decir que las
frecuencias de resonancia son similares entre si. Para entender mejor el concepto de
isoespectralidad desde el punto de vista de los espectros de Fourier, en la tabla 1 se muestran las
amplitudes de Fourier, en unidades arbitrarias, medidas a las frecuencias de resonancia
especificadas en las Figs. 2 y 3. En la Fig. 4 se muestran algunos espectros de Fourier medidos
para las placas estudiadas.

-

i
o

H l 'I.-:_'i
=185.29 f=301.77

=524.39

=645.96 =928.47
Figura 2. Patrones de Chladni para la placa 1; las frecuencias estan en Hz.
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f=183.72 f=300.28

f=372.00 =525.03

=648.90 =927.63
Figura 3. Patrones de Chladni para la placa 2; las frecuencias estan en Hz.

Tabla 1. Amplitudes de Fourier en las frecuencias de resonancia de las placas.

PLACA Frecuencias bajas Frecuencias medias Frecuencias altas
(100 a 310 Hz) (350 a 550 Hz) (600 a 1000 Hz)
1 0.550 1.150 1.520 0.470 0.480 0.158
0.840 0.225 0.600 3.500 4.200 0.425
PLACA 1
PLACA 2

Figura 4. Espectros de Fourier para algunas frecuencias indicadas en las Figs. 2 y 3.
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CONCLUSIONES

Los resultados experimentales demuestran que el uso de la técnica de Chaldni y el analisis del
espectro de Fourier permiten entender el concepto de isoespectralidad en el problema de vibracién
de placas. Aun cuando el material usado fue cartén, con la dificultad técnica que esto implica, fue
posible alcanzar los objetivos planteados en el presente estudio. Este trabajo puede ser de utilidad
en el disefio de cavidades y es una extension de un trabajo reciente (Arroyo Correa et al., 2015).
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RESUMEN

A partir de la construccion es presentado el analisis de una solucion de las ecuaciones
de Einstein en una variedad estatica y esféricamente simétrico de dimensioén n con fuente
de materia descrita por un fluido con presiones anisotrépicas descritas por una ecuaciones de
estado no lineales P. = P.(p) yP; = P;(p). La solucion construida admite dos

regiones asintéticamente planas conectadas por una garganta regular, violandose la condicion nula
de energia en todo el espacio tiempo, mientras que en las regiones asintéticas las presiones se
comportan como P. = c?py P = —c?p. Para ciertos valores de
los parametros la geometria representa una generalizacion en N dimensiones del agujero de
gusano de Thorne.

INTRODUCCION

Todo lo relacionado con los agujeros de gusano son una formulacion inicialmente relacionada con
la relatividad y tal vez tan vieja como esta misma, casi un par de décadas después, cuando el
concepto de tunel, llegaron Einstein y Rosen y comenzaron a hablar de una posible soluciéon que
proponia una especie de puente que conectaba dos regiones separadas de un mismo espacio,
idea que pasara a la posteridad como el puente de Einstein-Rosen [1], afios mas tarde, y después
de estudiar el campo de este ente e introducir la geometria Riemanniana, Misner y Wheeler [2],
aunque no hablaban ya tal cual de un agujero de gusano, hacian propuestas que tenian a bien
explicar la fisica envuelta en la relatividad general [3]. A finales de 1980 esta idea de agujeros de
gusano tomé un repunte gracias a Morris y Thorne [4], pues ahora estos dos nuevos personajes
analizaban un elemento de la misma familia, pero que era estatico y esféricamente simétrico,
después de un analisis exhaustivo a esta nueva idea se encontr6 que estos pueden ser
transitables y que poseian una propiedad que era un tensor de energia que violaba las condiciones
de energia nula [5], tendencia que denotd la pauta para la existencia de materia no comun, materia
exotica, que tenia como principal caracteristica el no ser atractiva, propiedad perfecta para que se
conjeturara los viajes a través del agujero de gusano y que este conectara, como Einstein lo decia,
un par de regiones alejadas dentro de un mismo plano [4]. Si bien la Unica materia conocida era
ordinaria, era atractiva, la idea de materia exdtica revolucionaba esta concepcién, pero con
posterioridad nos dimos cuenta de efectos fisicos de repulsién de materia uno de ellos es el efecto
Casimir, este a pequena escala [4]. Mientras que por observaciones astrondmicas se sabe que el
universo se expande aceleradamente y por ello que de alguna manera estd compuesto por materia
no atractiva, materia exdética [4]. Ahora bien la cantidad suficiente para permear la garganta (la
parte mas estrecha) de un agujero de gusano de esta materia y poder entonces hablar de un viaje
intrauniversal es un tema muy importante a tratar ya que el minimizar el uso de esta es una
cuestion de analisis y de diferentes ideas [5], que van desde un campo inflacionario [1], teoria de
branas [5], la supergravedad de Kaluza-Klein [1], en teorias generales de gravitacion como la f(R)
[6] o espacios de dimensiones extras [5]. En este trabajo presentamos el analisis de un espacio
tiempo de dimension N que es estatico y asintéticamente plano, en la siguiente seccion
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estableceremos las ecuaciones de Einstein para el espacio n dimensional, la parte tensorial asi
como las ecuaciones que definen las funciones fundamentales, densidad, presion radial y presion
tangencial. En la seccién 3 propondremos las funciones de masa y corrimiento al rojo gravitacional
asi como su analisis, en la ultima parte daremos la conclusién.

TEORIA
Como se comenté en la introduccion, la sensatez de esta investigacion tiene como principal
cimiento la existencia de la materia exética y con ello la posibilidad de que los agujeros de gusano
sean transitables. La forma en como se puede llegar a uno de estos tan renombrados entes, es un
abanico que permite muchas vertientes, se pueden resolver las ecuaciones de Einstein por medio
del tensor de momento-energia, estableciendo algunas condiciones o partiendo de algun elemento
de linea. Existen un par de requisitos para que esto conduzca a la posibilidad de que sea
transitable, el primero establece, que la region de la garganta (donde el radio es minimo) sea
regular, pues esta conecta dos regiones del espacio-tiempo. La segunda consiste en que la
geometria debe estar ausente de horizonte de eventos y conectar dos regiones asintéticamente
planas.
En las construccion de soluciones es importante la consideracién de simetrias, en nuestro aso
proponemos una geometria descrita por un espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico. Por
otro lado supondremos que la dinamica entre la geometria y la materia es descrita por la ecuacion
de EinsteinG,, = kT,, donde T, es el tensor de momento-energia,y en nuestro caso este es
asociado a un fluido anisotrépico [7] en el que la densidad y presiones asociadas al tensor de
momento-energia con respecto a un sistema ortonormal sonp = —T¢,, B, = =TT y P, = —T¢.
Para un espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico de dimension n, la forma de la métrica
que tomaremos es [6]:

ds? = eldr? + r2dQ3_, — eVdt? (84)
donded( es el elemento de linea de la (N-2) esfera unidad y v, [ son funciones de r, eV la funcion
de corrimiento al rojo y e! es la funcion de masa.Ahora, en base a las ecuaciones de Einstein
obtendremos el tensor de Ricci:

po _ (V0 @) v N-2v s
L N 4 2 7 (85)
v’ )2 v N-=-2
Rl —— - _ _ -
1 e(z 4+4+2r> (86)
N-3 I v~ N-3
2 _p3 — .. — pW-1) _ - _ - _
R2=R5= Rew-1y 72 te <2r 2r 2 ) (87)

Donde v’, " son las derivadas de primer orden y v""y " son lassegundasderivadas, con el tensor
de tensién-energia dado para un fluido anisotrépico:

(Typ) = (_pQOO'Prgllprgaﬁ) (88)

cona,f =2,3,4,..,N—1.Y a su vez p es la densidad, B. es la presion radial y P; es la presion

tangencial. De la forma del tensor de momento energia, las componentes de las ecuaciones de
Einstein son:
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1I(N=-2)(N-3 I'(N=-2) 1(N-2)(N-3
oy = DW= (LD 103 89
1(N-2)(N-3 “(N-2 1W-2)(N-3
B.(r) = ——( )2( ) + el <v_( ) + —( )2( )> (90)
2 r r 2 2 r

1(N-3)(N—-4
PR R TR
+e_l(v"+(v')2 lv: I'(N-23)

v’
—_— + —
r

2 4 4 r 2

(N—3)+(N—3)(N—4) (91)
2 212

LA SOLUCION Y SU ANALISIS

La métrica que analizaremos fue obtenida mediante el método planteado en (articulo en
preparacion) y en coordenadas de Schwarschild en (8) esta dada por [8]:

2
2
T
ds? = lA—B /1—%
T

Esta métrica es asintéticamente plana, y en r =1, se identifica la garganta, el comportamiento
depende de la constante A y B, aqui analizaremos solo el caso en el que ambas son diferentes de
cero y A—B > 0. Ahora, es facil observar que podemos identificar miembro a miembro, lo
siguiente, la funcién que relaciona la masa como:

2
2 2
2 +7r°df (92)

0
1_7'_2

dt? +

e_l(r) = 1 — ﬁ
r2 (93)

Despejando para I(r), obtenemos que:

_ r2 —r
() -——ln< 2 ) (94)

Ahora, renombraremos la funcién de corrimiento al rojo gravitacional como:
2

oslas 17
—v(r
e =5|4- [1-5 (95)

despejando, al igual que para I(r), ahora tenemos que:

2
(422 =241 =102 472 - 3
T

r2

v(r) =—In (96)

Por lo que estas ecuaciones ya pueden ser sustituidas en las obtenidas del tensor de momento-
energia, lo que nos dice que densidad luce de la siguiente manera:
_1(=5+ N)r¢(N —2)
P =3 r4 (97)

Del mismo modo encontramos las expresiones para la presion radial y la presion tangencial
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2
1(N =2)(N =3)(2r* = 1§) 1 _%TOZ(N —2)

2 r4 72
(i)
2
Pr(r) =— I ’1 ——=712(3r24% = 2r%) — 612 (r? — @) A3

(A - )4(1

Pr(r) =-

T2 1(N —3)(N — 4)r¢
+ (? —r$)(-r¢ +3r9) | 24— 1—1% ‘roz——( ) )"

2 r4

¢ AN

(A - J1- :é) r2(r2 —1f)

+

(98)

(99)

De las formas obtenidas para la densidad y la presién tenemos que a grandes distancias la
densidad y las presiones se anulan, mientras que en el limite cuando r — r, la densidad y las

presiones son:
1(=5+N)(N -2)

p(r) =35 2
1-N?2+5N -6
Pr(r)ZET

Po() 1—184% + 9NA%? — N?A? + 4
r\r) =75
A?r?

(100)

(101)

(102)

Lo que nos genera una solucién de un agujero de gusano con garganta regular. Otro punto
importante es la determinacion de ecuaciones de estado para las presiones. De la densidad

20—
invertimos p y si renombramos x = /"’(7"+10+NZ) obtenemos
N = 3N — 2)(VZx — 12) 2(N —2) /4—27‘02\/7x ,
- - -
0 —24 + /4 — 2r2\2x

—7N + 10 + N?

B.(r) =

(103)
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N-3)(N-4 212ANV?2
Pr(r) =~ (—7N Jg(w T 1\?5 * s
’ 2
A- |1 —Tof x(V2x — 212)
1
- 3 3 (N — 2)(=5 + N)(A? — 1) (42
(1 rgzﬁ)i . 7’02 2
X (104)

P x
1
+1)——p(A2—2)x\/_—§r02p ,

A (—(—5 + N)(N — 2)(4%2 — 1) + px (A2 - g) V2 + grozp)> ¢

Esto nos permite ver que cerca de la garganta las presiones son funciones lineales de la densidad.
CONCLUSIONES

Presentamos el anadlisis de la geometria de una métrica estatica y esféricamente simétrica N
dimensional, el analisis de esta nos mostré quela geometria asociada corresponde a un agujero de
gusano, puesto que el espacio tiempo es asintéticamente plano y la garganta es regular. Ademas
hemos logrado encontrar ecuaciones de estado para las presiones.
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RESUMEN

Uno de los rasgos mas caracteristicos de la sociedad moderna es el uso de nuevas tecnologias.
Una nueva tecnologia esta acompafiada casi invariablemente por el descubrimiento de nuevos
materiales. Por ejemplo, la fabricacion de estructuras bien definidas con materiales en la
nanoescala es una de las claves de la nanotecnologia. Un nanomaterial que atrae la atencién en
diversos campos de investigacion son los nanotubos de carbono de multicapa (MWCNT). Las
propiedades quimicas, mecanicas, la alta conductividad eléctrica y térmica de los nanotubos de
carbono (CNT) y la preparacion de estructuras tridimensionales (3D) a partir de ellos dan un
interés por que se abre nuevos horizontes para la produccién materiales con propiedades
novedosas y aplicaciones mas utiles. En presente investigacion fue desarrollada la sintesis de
nanotubos de carbono tridimensionales (3D) (nanobosques) y funcionalizados con nanoparticulas
de plata con una estructura porosa en forma de microcanales alineados por unos métodos mas
eficientes y econémicos. También fue realizado los estudios de la funcionalizaciéon de nanotubos
de carbono por los métodos: a) agresivos a temperaturas bajas (con el usos de los acidos), b)
meétodo de quimica verde a temperatura baja (sin el uso de los acidos) con el propésito de ser
menos agresivos para el medio ambiente y ¢) hacer la funcionalizacion con nanoparticulas de plata
directa durante el proceso de sintesis de nanotubos de carbono mediante pirolisis. Durante
investigacion ha obtenido una nueva estructuras de carbono de 3D con la organizacion en la
escala nanométrica. Fue encontrado las nuevas aplicaciones de nanoestructura de carbono de 3D.
En el investigacion fue observado las propiedades de los nanoestructuras de 3D de MWCNT/Ag
antimicrobianas de transferencia directa gracias a su estructura 3D en forma de microcanales.

INTRODUCCION

Como resultado de 20 afos de investigaciones intensivas en un tema mas candente en la
nanotecnologia-estudio de la estructura y propiedades de los nanotubos de carbono pristinos y
funcionalizados (CNTs), se han ofrecido una serie de aplicaciones CNT, en particular las
relacionadas con las células de combustible, quimioterapia / biosensores, células solares,
suministro de farmacos, catalisis y almacenamiento de hidrogeno. En este sentido, los CNT,
funcionalizados con nanoparticulas de metal elementales (NPs), han revelado una actividad
extraordinaria o elevada en estos y otros usos de CNTs, como se demostrara posteriormente.

Un desafio significativo es cdmo depositar nanoparticulas de metal uniformemente en la superficie
de los nanotubos de carbono debido a la inercia inherente de las paredes de nanotubos de
carbono. Algunas generalizaciones anteriores se dedicaron a la descripcion de este problema en
su conjunto [1] o sus aspectos particulares (nanocompuestos de CNTs con oro [2] o Pd y
nanoparticulas bimetalicas,[3] llenan CNTs con NPs metalicos,[4] y funcionalizacion endoedical
estrechamente relacionada con CNTs [5]). De acuerdo con una excelente revision [6], la
decoracién de CNTs puede llevarse a cabo directamente sobre la superficie de CNTs o conectando
atomos metalicos con CNTs mediante (a) enlace covalente, (b) interacciones hidréfobas e
hidrégeno enlaces, (c) n-apilamiento, y (d) interacciones electrostaticas. Los CNTs de nanoforest
pertenecen al segundo grupo, donde los CNTs estan perpendicularmente alineados con la corteza
del sustrato. En este sentido, los CNT, funcionalizados con nanoparticulas de metal elementales
se han revelado como resultado de CNTs largos que interactian con las particulas metélicas que
forman un nanoforest de segundo orden. En el presente trabajo presenta el desarrollo de un
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método de sintesis por el pirdlisis y el mecanismo de evolucion morfolégica encontrado durante el
crecimiento activo del bosque de CNT con nanoparticulas de Fe y Ag a partir de hetanol. Los
estudios de SEM y TEM revelaron que el carburo brota de los tallos de los CNT individuales y su
fijacion en el interior y el exterior de los CNT.

PARTE EXPERIMENTAL

Se utilizd como fuente de hidrocarburos etanol y disolvente en el método de pirdlisis por
pulverizacion. Se uso ferroceno como catalizador. Se aplicaron en solucion el nitrado de plata de
(0,5%wt). El sistema de suministro de solucion (hidrocarburo y catalizador) se programé
dosificando con jeringa, con un flujo de 1 mL/min y el tiempo de sintesis fue de 20 min. Se utilizo
una mescla de. Después de la manipulacion de la carga de suministro de impulsos de nitrégeno en
el método piro litico en el sistema de precalentado, se llevé a la estufa la descomposicidon
termoquimica del material organico (etanol y ferroceno). La temperatura de precalentamiento se
selecciond a 180°C y las temperaturas del horno fueron de 760 °C. Una mezcla de precursores y
catalizador paso a un tubo de cuarzo colocado en el horno. Se estudiaron las morfologias de todos
los productos de reaccion a base de CNTs con la Microscopia Electrénica de Transmision (TEM) y
el Microscopio Electrénico de Barrido (SEM)

RESULTADOS

Se obtuvo un nanoforest largo con una longitud de 350-400 pm y un diametro de medio de 110 nm
(véase la figura 1) usando este método. Ambas muestras, 0,5% de catalizador, mostraron tener
particulas de hierro en el interior de las CNT (ver Fig. 1 y Fig. 2c, d). En la Figura 1c muestra la
imagen de TEM cual corresponde a los MWCNT que estan funcionalizados con nitrato de plata (I)
y permite ver las nanoparticulas de plata cuales tienen tamafos alrededor de 2,5-10 nm y las mas
grandes observadas en el histograma son 20-60 nm.

Counts

Particles{%)

20 nm

Size (nm} c
Fig.1. Difractograma de muestras de MWCNT (a) con nitrato de plata (I), b) las MWCNT sin nitrato
de plata, (¢) TEM de MWCNTSs con nanoparticulas de plata y grafica de la distribucién de tamafios
de nanoparticulas de plata utilizando nitrato de plata ().
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El crecimiento activo del bosque CNT se debid al mecanismo siguiente: las particulas de hierro del
ferroceno descompuesto se depositaron de la superficie mientras se formaban CNTs individuales
en el horno a lo largo del método de pirdlisis. Debido a que los hidrocarburos aromaticos
suspendidos en la solucién, se formaron enlaces sigma entre los CNT individuales (Fig. 2a).
Suponemos que también se formaron T -enlaces entre los grupos aromaticos de la CNT vy el
benceno (este ultimo de la descomposicion de los componentes iniciales de la solucion en el pre-
calentador y su formacién en el horno) en la etapa de primer orden. La morfologia evolucioné a
estructuras de segundo orden con tallos ramificados. Los resultados en la superficie de los
nanotubos (Fig. 2b) se formaron a partir de particulas de hierro incrustado en los tallos CNT. El
nucleo oscuro de forma circular corresponde a un compuesto metalico de hierro, mientras que la
capa grisacea circundante es la matriz de carbono de la CNT (Fig. 2e).
SR pan=e st R — ——— —
A [ A\ [ i
) i f § i i

i ! ) [ )

————40pm——

Strata

Fig.2 (a) Un esquema de crecimiento sucesivo de bosque CNT ramificado de CNT de primer
orden; (b) Un esquema de crecimiento sucesivo de bosque CNT ramificado de segundo orden; (c)
Crecimiento de CNT imagen hecho por el SEM; (d) Crecimiento de CNT con nanoparticulas de
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plata imagen hecho por el SEM; (e) crecimiento sucesivo de bosque CNT ramificado de segundo
orden

CONCLUSIONES

A partir de nuestros resultados, se puede concluir que la formacién del bosque de CNT con
nanoparticulas de plata tiene una fuerte correlacion con las condiciones de crecimiento. La
evolucién de la morfologia puede resumirse de la siguiente manera: CNTs largos que interaccionan
con las particulas de hierro que constituyen enlaces sigma debidos formados entre los CNT
individuales en los hidrocarburos aromaticos suspendidos en la solucién. Los nacimientos de CNT
crecen a partir de las nanoparticulas metalicas incrustadas y forman un nanoforest ramificado de
segundo orden. Imagenes SEM y TEM revelan excrecencias en los tallos de los CNT individuales y
su fijacion en el interior y exterior de los CNTs.

La CNT nanoforest tiende a crecer en una direccion (normalmente normal a la superficie) debido a
las interacciones de van der Waals entre los CNTs. Esto da una particula magnética tridimensional
de baja densidad con la propiedad de rigidez ventajosa de una dimension CNT convencional. Un
desafio significativo es como depositar nanoparticulas de metal uniformemente en la superficie de
los nanotubos de carbono debido a la inercia inherente de las paredes de nanotubos de carbono.
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SIMULACION COMPUTACIONAL DE LA DISTRIBUCION VEGETACIONAL EN
ZONAS SEMI-ARIDAS CON VARIABILIDAD DE RECURSOS
Maria Guadalupe Trejo-Arellano, Beatriz Marcela Millan-Malo

Centro de Fisica Aplicada y Tecnologia Avanzada, UNAM

RESUMEN

La formacién de patrones de vegetacion se puede interpretar como un proceso de auto
organizacion en la busqueda de alcanzar el equilibrio del sistema con los recursos disponibles. En
este trabajo se presenta un modelo por el método de simulacién Monte Carlo, de la distribucién de
individuos en una region semiarida estrecha cercanas a una linea rica en recursos que simula una
ladera cercana a un rio.

INTRODUCCION

Patrones de vegetacion regulares han sido observados en ciertas regiones de Africa,
Australia, Asia y América, en donde los recursos del suelo, como el agua, son limitados. La primera
observacion de la que se tiene registro de estos patrones fue una fotografia aérea tomada durante
la Segunda Guerra Mundial de la entonces Somalia Britaninca y fue descrita por Macfadyen en
1950, quién dejo por manifiesto que estos patrones deberian ser estudiados por medio de modelos
fisicos y matematicos [1].

Fig. Patron t|’pic de bandas de vegetacion,
Nigeria [3]

‘f=l'$ﬁ" v i, . ‘
Fig. 1 Patron de manchas al Sur Este de
Nigeria. [2]
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En este proyecto se reproduce el modelo propuesto por Meyra et al. basado en la
maximizacion de la entropia de Shannon, usando un simil de simulaciones moleculares Monte
Carlo, en donde los individuos son los arboles. El potencial propuesto considera dos términos de
interaccion, uno de cooperacién-atraccion entre los follajes de los individuos que permite evitar la
evaporacion del agua del suelo y otro de competencia-repulsiéon entre la obtencion de recursos del
subsuelo por medio de las raices [4].

Siguiendo este enfoque en este trabajo se propone un modelo de simulacion Monte-
Carlo para estudiar la distribucion de la vegetacion en una ladera cercana a una linea rica en
recursos simulando un rio con interacciones dependientes de la distancia, en un ensamble
canénico (NVT) y de esta manera reproducir las agrupaciones en manchas, franjas y laberintos,
similares a los observados en la naturaleza. Para lo cual realizamos una simulacién bidimensional
para diferentes densidades y se observa que principalmente se forman agrupaciones a lo largo de
la linea, y crecen manchas predominantemente de manera paralela a ella, aunque a densidades
altas se observan indiciosde la formacionde un patrén de laberinto.

TEORIA

El estudio de sistemas con interacciones que compiten y la formaciéon espontanea de
patrones en sistemas moleculares a través de simulaciones Monte Carlo fue propuesta por Sear et
al. en 1999 [4] y reformulada por Imperio y Reatto en 2004 [5]. Con esta idea se propuso un
modelo para estudiar la formacién de patrones de vegetacién en ensamble Grand Candnico por
Meyra et al. en 2012 [6].

Modelo

Similar al modelo propuesto por Meyra et al. [6] se considera un area geografica ocupada
por una especie de individuos (arboles) que consumen recursos del suelo (basicamente agua) de
tal manera que la poblacion se distribuye en la regién aprovechando los recursos de la manera
mas eficiente posible. Meyra et al. muestran que por medio de una simulacién Monte Carlo en el
ensamble Grand Canodnico se pueden formar los distintos patrones dependiendo de la
disponibilidad de recursos.

De manera similar, pero en el ensamble candnico y con una linea rica en recursos, en este
trabajo se muestran las distribuciones de vegetacion encontradas a diferentes densidades. El
sistema se confina a un area estrecha y el potencial entre un individuo y la linea rica en recursos
se considera como funcién de la distancia entre ellos dos.

Modelo del potencial

En este modelo los individuos se representan por discos de radio L, considerandose como
el follaje promedio, y se supone una interaccion de esferas duras para evitar ocupar el mismo lugar
por dos de ellos. De la misma manera, el alcance de sus raices y el de sus follajes también se
suponen circulares de radios L. y Lg, respectivamente.

De acuerdo al modelo propuesto el potencial de interaccién se divide en el potencial de
esferas duras, U,,, mas un potencial de facilitacion-competencia, U;., que considera las
interacciones de facilitacién de corto alcance y las de competencia de largo alcance por cada par
de individuos separados por una distancia ;;, de la siguiente forma:

U(rij) = Uns(rij) + Upe(ri)) (1)
El potencial de esferas duras es:
0, r> 2L
UGi) = {7 2 21" @)

En el potencial de facilitacién-competencia ambos términos, los de corto y largo alcance tienen la
forma del potencial de Kac [4]:
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) = () e (~32) e (2)" oo (-12) ®

donde ¢ y &, son los valores de la fuerza de facilitacion y de competencia respectivamente.

En este modelo donde los individuos representan arboles, la energia interna del sistema
representa los recursos disponibles totales R, los cuales son la suma de los recursos consumidos
en promedio R¢, mas los recursos redistribuidos o ganados localmente debido a las interacciones
de facilitacién-competencia R™™¢:

R =R +R™ (4)
Y los recursos consumidos por individuo son:
r=%=rc+r"m (5)
donde: ‘
Rmt — (Ufc) (6)

Y por comparacion con un sistema de particulas:

r =%C=— (7)

Método Monte Carlo

El método de simulacién que se usa en este trabajo es exactamente el mismo que se usa
en simulacion molecular Monte Carlo. Este método se basa en el concepto de promedio por
ensamble de la Mecanica Estadistica, en donde se supone que de todas las posibles distribuciones
de particulas en un area cerrada A, con un numero de individuos N, y considerando el sistema a
una temperatura T constante, la probabilidad p;, de que la distribucién se encuentre en un valor de
la energia E;, esta dada por la distribucion de Boltzmann para el ensamblaje Candnico:

Ei

b= e )z (8)

donde Z es la funcion de particion del ensambla Canénico y kg, es la constante de Boltzmann [3].
En simulacién molecular se buscan las configuraciones del sistema en equilibrio, esto
ocurre en aquellas que minimicen la energia y maximicen la entropia [4]. El método Monte Carlo
propone una configuracion inicial donde las N particulas tienen coordenadas al azar en una caja de
simulacion, intenta una nueva configuraciéon al mover una particula a una nueva posiciéon donde no
se traslape con sus vecinas y si la energia de la nueva configuracion es menor que la energia de la
configuracién anterior, se acepta el cambio, si no, se sigue el algoritmo de Metropolis. Este

consiste en calcular el factor de Boltzmann:
AE
e kBT

donde AE es la diferencia de energias entre las dos configuraciones, antes de mover la particula y
después de moverla; si este factor es mayor que un numero aleatorio ¢ € [0,1] se acepta la nueva
configuracién [5]. El proceso se repite intentando mover cada particula y se termina cuando el
sistema alcance el equilibrio, en la practica se obtiene con un niumero de pasos muy grande y con
una aceptacion entre el 20 y 30%.

Simulacién de la vegetacion

Para empezar este trabajo, se reprodujeron los patrones reportados [4-5] con la finalidad
de corroborar nuestro programa de simulaciéon. Una vez obtenidos los mismos valores y patrones,
modelamos el sistema propuesto en un area bidimensional con L,/L, = 100, donde L, y L,; son
los valores de los lados de la caja de simulacidon y o es el diametro de los individuos (2L,). En
nuestro estudio se buscd la configuracion de equilibrio a diferentes densidades utilizando los
valores de los parametros reportados por Sear et al. en 1999 [4]:

T* =0.143,¢ = &, = 1.0,L, = 1.0, L, = 0.5,L; = 0.25
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y N, el numero de individuos, varia de acuerdo a la densidad. El nUmero de pasos para alcanzar el
equilibrio depende de N, en nuestro trabajo se obtuvo entre 4 x 105y 2 x 10°.

Sistema confinado.

El mismo sistema, pero sin condiciones periddicas en la direccion y, se utilizé para modelar
un sistema confinado. La linea rica en recursos se model6 en la mitad de la caja de simulacion, a lo
largo del eje x. Para la interaccion entre las particulas y esta linea se utilizé un potencial similar de
la forma de Kac:

0000 = e (2 o0 (- 2) 0 (1) 0 (-2) @

Los valores utilizados para este potencial fueron: ¢, = ¢,,. = 1.0, L, = 0.33,L,,r = 0.11.

RESULTADOS

La linea rica en recursos modelada con el potencial de la ecuacion (9) y colocada a
la mitad de la caja de simulacién a lo largo del eje x, dio como resultado los patrones que se
muestran en la Fig. 3 con densidades entre 0.1 y 0.6. Podemos observar como los individuos
aprovechan la linea rica en recursos como era de esperarse; también se observa que a baja
densidad se forman agrupaciones distanciadas y distribuidas equilibradamente a sus costados; al
elevar la densidad aumenta el numero de agrupaciones y la cantidad de individuos que las
conforman; de igual manera empiezan a aumentar los individuos a lo largo de la linea rica en
recursos. A una densidad de 0.4 las manchas empiezan a interconectarse. Finalmente, en la
densidad 0.6 se puede observar que las agrupaciones tienen a orientarse paralelas a la linea rica
en recursos, aunque también se interconectan entre si las manchas superiores e inferiores con la
linea rica en recursos.

< -3 & 4 ™ .

3 & * Py ¥ w2 . Lagi N a B ° ¥ -
seaggare cee oo weee o figpeseass e se o sscsemgpneethe aape o see  oessefle ¢ cee se g seapees oo afeee e see o
q w ¥ :

2 % & ¢ % g, - % < ¢ . . ol 5 ¢ & * -1.* ¢

Fig. 3 Patrones de vegetacion de un sistema con una linea rica en recursos a la mitad de la caja
alo largo del eje y para (a) p = 0.1, (b) p = 0.2, (c)p = 0.4, (d) p = 0.5, (e) p = 0.6
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CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd un modelo de la distribucion de la vegetacidon en una regién
semiarida en las inmediaciones de una linea rica en recursos como propuesta de una ladera
cercana a un rio. EL modelo sigue una similitud con el esquema de las simulaciones moleculares
Monte Carlo. EI modelo propone que una distribucién esta organizada para sacar mayor provecho
de los nutrientes del suelo, de esta manera el potencial consiste de interacciones entre los mismos
individuos, de cooperacion a corto alcance, para que follajes cercanos eviten la evaporacién del
agua, y de competencia a largo alcance, pues por medio de sus raices toman nutrientes del suelo.
De manera similar la interaccién entre los individuos y la linea rica en recursos es de facilitacién de
corto alcance para aprovechar los recursos otorgados, y de repulsion de largo alcance para
distribuir mejor los recursos.

El sistema se estudié bajo el esquema ensamble Canodnico, esto es, numero de individuos,
area y consumo promedio por individuo, constantes. Los patrones obtenidos muestran que los
individuos se distribuyen tanto a lo largo de la linea rica en recursos como en pequefas
agrupaciones alrededor de ella. A altas densidades se muestra el mismo comportamiento, pero el
numero de individuos por agrupacién aumenta tanto alrededor de la linea rica en recursos como en
las que se distribuyen a los costados, aunque en este caso se observan predominantemente
paralelas a ella y una formacion incipiente de laberinto.
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RESUMEN

El objetivo fue realizar la descripcién morfolégica de un suelo en una zona urbana. Se realizé una
descripcion del medio fisico en donde se hizo un corte del suelo para describir su morfologia por
horizontes a una profundidad de 1.70 m. El sitio se localiza a 1907 m de altitud en una zona baja
con pendiente de 3% y microrelieve ligeramente ondulado. El suelo varia en color de gris fuerte a
café grisaceo; la textura es arcillo arenosa; la estructura es de bloques subangulares de fuerte
desarrollo, consistencia de extremada a ligeramente dura, en los horizontes mas superficiales las
raices favorecen la agregacion del suelo. La morfologia descrita parece ser la de un suelo natural,
sin embargo, entre los 25 cm y 1.70 m de profundidad se encontraron diversos materiales de
relleno. El cambio de uso del suelo por el hombre trae beneficios a la poblacién, pero altera de
manera negativa su proceso de formacion natural.

INTRODUCCION

La morfologia de los suelos son las caracteristicas observables en campo en cada uno de los
horizontes y determinan en gran parte los diferentes usos del suelo (Porta et al, 2003). Es
importante conocer las propiedades de los suelos para entender en qué medida y cémo influye en
el crecimiento de las plantas o como las actividades humanas los modifican. El desarrollo de las
areas urbanas y la construccién de infraestructura como las viviendas, carreteras, puentes vy
estacionamientos contribuyen en el desequilibrio del ecosistema (Ibafiez, 2006), modificando el
habitat del suelo por compactacion, por pérdida de microorganismos y mesofauna, por
contaminarse y por la reduccion en la infiltracion de agua (Garcia y Pérez, 2011; Gonzalez-Moran
et al., 1999).

A partir de esta situacion se ha generado informacion sobre el manejo sostenible de los suelos
urbanos al presentar cambios profundos en su morfologia. Este proceso ha llevado en gran parte a
la degradacion fisica del suelo, por lo que resulta necesario comprender la importancia de
mantener las mejores condiciones fisicas del recurso.

El objetivo de este trabajo fue realizar la descripcion morfolégica de un suelo en una zona urbana
en donde el proceso de construccion ha sido extenso y constante. La morfologia de un suelo se
obtiene a partir de su descripcion por horizontes (Cuanalo, 1990). El suelo varia en color de gris
fuerte a café grisaceo; la textura es arcillo arenosa; la estructura es de bloques subangulares de
fuerte desarrollo, consistencia de extremada a ligeramente dura, en los horizontes mas
superficiales las raices favorecen la agregacion del suelo. Entre los 25 cm y 1.70 m de profundidad
se encontraron diversos materiales de relleno.

MATERIALES Y METODOS

El sitio de estudio se localiza en las instalaciones de Ciudad Universitaria de la Universidad
Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, al suroeste de la ciudad de Morelia, Michoacan (Figura 1);
forma parte del Cinturén Volcanico Mexicano. La altitud promedio es de 1913 m (INEGI, 1998) con
un relieve que varia de plano a ondulado.
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Figura 1. Localizacion del perfil de suelo estudiado.

El clima es templado subhiumedo (Cwbg) con lluvias en verano y temperatura entre 10 y 22 °C y en
el mes mas frio entre -3 y 18 °C. La precipitacion media anual es de 780 mm (Garcia, 1988). El
suelo reportado por INEGI (1985) es Vertisol pélico/3, que se caracteriza por ser obscuro, arcilloso
y presentar el proceso de expansion-contraccion.

El sitio seleccionado (Figura 1) se encuentra en un area verde donde se realiz6 tanto la descripcion
del medio fisico como un perfil de suelo a una profundidad de 1.70 m para describir la morfologia
por horizontes de acuerdo con Cuanalo (1990).

Las propiedades descritas fueron color, por comparacién con la tabla de colores Munsell; textura al
tacto, forma y desarrollo de la estructura, consistencia y raices. Se prestd especial atencion a
depodsitos de materiales hechos por el hombre en el suelo.

RESULTADOS Y DISCUSION

a) Descripcion del area de estudio

El sitio se localiza en una altitud de 1907 m en una zona conocida como paraje-gastronémico en
una zona baja y plana, y microrelieve ligeramente ondulado. La pendiente en promedio es de 3%,
el drenaje superficial es de un sitio receptor el cual, segun Cuanalo (1990) éste recibe mayor
cantidad de agua que la que pierde por escurrimiento; la cobertura vegetal dominante es de
pastizal y herbaceas, hay presencia de arboles como eucaliptos y casuarinas. Debido a la
proximidad de las construcciones de edificios, el uso del suelo se considera urbano.

b) Descripcion morfolégica
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El suelo varia en color de gris fuerte a café grisaceo conforme aumenta la profundidad; la clase de
textura en el suelo es arcillo arenosa; el alto contenido de arcilla (35.6%) influye en que la
permeabilidad del suelo sea de moderada a lenta; la forma de la estructura es de bloques
subangulares de fuerte desarrollo; la consistencia varia de extremada a ligeramente dura conforme
la profundidad; las raices son abundantes en los primeros 25 cm y participan en la formacion de la
estructura (Ibarra et al., 2006) (Cuadro 1):

Cuadro 1. Morfologia del suelo estudiado.

Espesor Color de Clase Estructura Consistencia Raices'
campo textural
cm
0-8 10YR 4/1 RA BS Extremadamente dura Abundantes
8-25 10YR 4/1 RA BS Extremadamente firme Abundantes
25-50 7.5YR 3/1 RA BS Muy friable Comunes
50 - 80 7.5YR 3/1 RA BS Muy firme Comunes
80-110 10YR 5/2 RA BS Ligeramente dura Raras
110 - 155 10YR 4/1 RA BS Ligeramente dura Raras
155-170 10YR 4/3 RA BS Ligeramente dura Sin raices

RA = textura arcillo arenosa; BS = estructura en bloques subangulares.
Raices en 3 dm?: raras (3 a 5); comunes (10 a 100); abundantes (100 a 500).

La morfologia del suelo descrita parece la de un suelo natural, sin embargo, entre los 25 cm y 1.70
m de profundidad se encontraron artefactos que son fragmentos de concreto de 1.0 a 5.0 cm de
diametro, fichas oxidadas, tabiques y grava mezclada con suelo adicionada por el hombre como
material de relleno, este ultimo material es conocido como “grefia” (Cuadro 2).

Cuadro 2. Materiales de diferente composicion en suelo debido al cambio de uso.

Espesor Artefactos Material de relleno
cm
0-8 NP NP
8-25 NP NP
25-50 Concreto entre 1 y 5 cm de diametro Grava mezclada con suelo
50 - 80 Fragmentos de fichas oxidadas Grava mezclada con suelo
80-110 NP Grava mezclada con suelo
110 - 155 Fragmentos de tabique Grava mezclada con suelo
155-170 NP Grava mezclada con suelo

NP = No presenta.

CONCLUSION

La naturaleza de estos materiales indica que el hombre al cambiar el uso del suelo, deposita en
éste, desechos derivados del proceso de construccion cambiando la morfologia del suelo, lo cual
trae beneficios a la poblacion, pero altera los procesos de formacion natural del suelo
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RESUMEN

Un levitador acustico consiste de un transductor ultrasénico acoplado a un amplificador mecanico y
un reflector, en donde se genera un potencial acustico producido por la onda estacionaria y sus
multiples reflexiones. El potencial acustico puede simularse numéricamente a través de técnica
convencionales como elemento finito y recientemente se ha implementado un método matricial que
da resultados similares a los obtenidos mediante el calculo de elemento finito. Una de las ventajas
del método matricial es que no requiere grandes recursos computacionales para llevar a cabo las
simulaciones numéricas y el tiempo de célculo es menor. Sin embargo, el método diverge al ser
aplicado a geometrias concavas. Una forma de evitar la divergencia del calculo es incluir un
absorbedor en las fronteras, el cual elimina aquellas ondas que se propagan fuera de los limites
del levitador. Este modelo matricial determina la distancia de resonancia entre transductor y
reflector para una frecuencia dada; es decir, la distancia donde se genera una onda estacionaria en
la cavidad del levitador con distribucion de potencial acustico capaz de levitar particulas de
geometria esférica.

Los resultados obtenidos empleando el método matricial fueron comparados con los resultados
obtenidos en la literatura mediante el calculo de elemento finito'.

INTRODUCCION

Las técnicas de levitacién en combinacién con técnicas espectroscopicas son de gran interés en
areas de la quimica analitica y la biologia ya que se pueden estudiar muestras a escalas
micrométricas sin mantener contacto durante el analisis. Para esto existen diferentes técnicas de
levitacién, entre ellas, magnética, electrostatica y levitacion acustica. Sin embargo, al comparar las
técnicas, entre si, la levitacion acustica no requiere ninguna propiedad magnética y eléctrica del
material a levitar.

Transductor

:ﬁSDﬂOVDdD

Reflector

Figura 3. Diagrama de levitador acustico.

Un levitador acustico uniaxial, Figura 3, consiste de un transductor tipo Langevin conectado a un
sonotrodo que amplifica la onda mecanica que genera el transductor. Dicha onda acustica se
propaga hasta un reflector, el cual estd separado una distancia h igual a un multiplo de media
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longitud de onda; donde la onda acustica se refleja y genera una onda estacionaria entre
transductor y reflector capaz de levitar particulas.

Los métodos mas empleados para la simulacion del potencial acustico de un levitador acustico con
simetria axial son: elemento finito y modelo matricial El primer método implica realizar un modelado
complejo del levitador acustico y requiere recursos computacionales avanzados.

®  Puntos transductor N

®  Puntos reflector |
Apsarbedor

®  Sensores M

2 [mm]
S B
/

yrom 70

Figura 4. Diagrama esquematico del método matricial.

Por otra parte, el método matricial simplifica el modelado del sistema y reduce el tiempo
computacional; pero presenta cierta divergencia para geometrias no planas de reflector y
transductor. Este inconveniente se soluciona al incluir en el calculo un absorbedor acustico en las
fronteras del levitador acustico, Figura 4; el cual elimina aquellas ondas acusticas que se propagan
fuera de los limites de la geometria del levitador.

TEORIA

El método matricial se emplea para determinar el potencial acustico dentro de un levitador uniaxial,
compuesto por un solo transductor y un reflector. El primer paso en este método es calcular el
campo de presion acustica en la cavidad del levitado mediante el modelo de la integral de
Rayleigh, que considera multiples reflexiones de ondas entre el transductor y el reflector, en
combinacién con matrices de transferencia monocromatica®.

Para determinar la presion acustica en cada uno de los sensores m ubicados entre transductor y
reflector, es necesario considerar las multiples reflexiones que ocurren en la cavidad del levitador.
Esto se logra a través de la multiplicacién de las matrices de transferencia T, TEM) TTR) y
T®D): tal como, se expresa en la ecuacion (1),

p= (%) Ty 4 (%) (i) TEMTTR 4 (%) (%)2 TN TRDTTR Y 4

A A
.3
DPEN (1 (RM) T (RT) - (RT) (TR)
+(A)<A>T TEROTERDTTRY 4 : ™)

. 4
WP (1 #(@M)pRT) (TR T(RT)T(TR[f 4. ...
+(A)(A>T TRDTTROTERD TR 4

Las matrices T T®RM) TTR) y T(RT) representan las matrices de transferencia de transductor a
sensores de medicidn, reflector a sensores de medicion, transductor a reflector, y reflector a
transductor, respectivamente. P es una matriz cuyos componentes son la presion acustica en cada
sensor m, w es la frecuencia angular, p es la densidad del medio de propagacion, ¢ es la velocidad
de propagacion de la onda, 1 es la longitud de onda y U = [U;, U,, -, Uy]" es un vector que
contiene la amplitud de vibracion U,, de cada celda n del transductor y el transductor se discretiza
en N puntos de area s,,.
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En la ecuacion (1), la constante wpc/A que multiplica a las matrices de transferencia debe utilizarse
cuando el transductor emite la onda acustica. En cambio, cuando la onda acustica reflejada llega al
transductor, esta es reflejada, y la constante wpc/A se debe reemplazar por j/A. Las matrices de
transferencia estan determinadas por las siguientes expresiones,

T(Tm) -5 exp( _jkrnm) (2)
mn n rnm ’
exp(—jkr;
TingR) =5, p(r] m)’ (3)
in

exp(—jkry;)

T = 5 @)

Thi
” (=jkTimi)

(rRM) _ _ €XD L
Tmi = Sn 7"— (5)

mi
En las ecuaciones anteriores 1;,,,,, 7in, Tni, Tmi SON distancias euclidianas entre celdas de transductor
a celdas de los sensores de medicion, celdas del reflector a celdas del transductor, celdas del
transductor a celdas del reflector y celdas de sensores de medicién a celdas del reflector,
respectivamente. Asi como, s, y s; son el area de cada celda en las que se discretiza el transductor
y reflector.
De acuerdo a la teoria de Gor'kov®, el potencial acustico V que actua en una pequefa esfera de
radio R esta determinada por,

p2 puz)

- 6
3pc? 2 (6)
donde p? y u2 es la amplitud media cuadratica de presion y velocidad, respectivamente. EI campo

de velocidad se obtiene mediante las siguientes expresiones,

¢ =—— )

V= 21TR3<

u = Vo, (8)
El potencial acustico relativo esta definido por la ecuacion (9),

_ %4
= 9
2nR¥ ®)

esta expresion se emplea para obtener la fuerza acustica que no depende del radio de la particula,

la cual se determina por la ecuacion (10).
F, =—-VV (10)

1, ]

)

mpg
Figura 5. Diagrama de Cuerpo Libre de gota levitada.

Ahora bien, se ha considerado que la forma ideal de la particula levitada es esférica, Figura 5, en el
modelo matematico para determinar el tamafio de gota posible de levitar en los nodos del levitador
acustico. Por lo tanto, el tamafio de gota esta determinado por la siguiente expresion,

1/3
R{%%D. (11)

En la ecuacién (11), R es el radio de la particula, F, es la fuerza acustica, p es la densidad de la
particula levitada y g es la gravedad que actua sobre la masa de la particula.

RESULTADOS
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Al emplear el método matricial sin incluir en el calculo el absorbedor acustico en las fronteras, el
cual elimina aquellas ondas que se propagan mas alla de los limites de la geometria del levitador
acustico, se tiene un analisis cualitativo de la forma del campo de potencial acustico, esto se puede
observar en la Figura 6 (a). En cambio, al incluir el absorbedor en el calculo del potencial acustico
se obtiene un analisis tanto cualitativo como cuantitativo del campo de potencial acustico; esto se
observa en la Figura 6 (b).

o

-100

-200

-300

-400

-500

Potencial Acustico Relativo [N / m2]

-600

(a)

z [mm]

Potencial Acustico Relativo [N / mz]

-156 -10 -5 0 5 10 15

(b)

Figura 6. Potencial acustico relativo determinado por el método matricial para el levitador acustico (frecuencia de
resonancia f = 38.15 kHz, distancia entre reflector y transductor h = 19.9 mm, diametro de reflector dr =

30 mm, radio de curvatura de reflector Cr = 20. 3 mm, diametro de transductor dt = 22 mm y radio de curvatura
de reflector Ct = 35 mmy): (a) sin absorbedor, (b) considerando absorbedor acustico.

Al obtener un analisis cuantitativo del campo de potencial acustico entre transductor y reflector; se
puede estimar con una buena aproximacion la posicién de los nodos de levitacién y el tamafio de
particula posible a levitar en dicha posicién mediante la ecuacion (11). Un nodo de levitacién es
cuando el potencial acustico V tiene valor cero, o bien, cuando la onda tiene cruces por cero. Esto
es, cuando el valor de la onda va de alta a baja presién es posible atrapar la gota en dicha
posicion. En la Figura 7, se observa el diametro de gota de agua que se puede levitar en los nodos
de levitacion.
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Figura 7. Posicion de los nodos de levitacion del levitador cuando x = y = 0 mm, los cuales estan ubicados en: 1)
z=-2.75mm,2)z=-7.10mm,3)z=—-11.40 mmy4)z = —15.70 mm.

Nétese que en la grafica de la Figura 7 aparecen diametros negativos de gota lo cual significa
fisicamente, segun el modelo de la Figura 5, que la particula no se suspendera en dicha posicién
debido a que actia una fuerza negativa sobre la particula. Es decir, la fuerza actia en sentido
contrario al supuesto en el modelo matematico obtenido; por lo que, no se logra establecer el
equilibrio sobre la particula y no es posible levitar.

En la Figura 8 se observa que para una fuerza acustica negativa los valores de diametro son cero
indicando que en dichas posiciones no es posible levitar particulas de agua; a esta posicién se le
conoce como antinodo. Asi como, el diametro maximo gota que se puede levitar en los nodos de
levitacién cuando se tiene potencial acUstico relativo constante V =0 N/m? y fuerza acustica
maxima. Sin embargo, un didametro de gota de 0.5 mm puede ser levitado en las diferentes
posiciones cuando la fuerza acustica F, ~ 0.64 uN. En la grafica de diametro se observan rectas
con pendiente m = 0 para la region 0 < d < 0.5 mm, lo cual indica que la posicion de levitacion
para gotas de este tamafo sera aproximadamente la misma. Por lo tanto, al evaporarse una gota
de agua levitada de didmetro inicial d < 0.5 mm su posicion final después de un lapso de tiempo
sera aproximadamente su posicion inicial; de esta manera se tiene un sistema de levitacion estable
donde su posicion cambiara en el orden de micrémetros lo cual permite realizar un analisis
espectroscopico de la gota.
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Diametro de gota [mm]
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Figura 8. Fuerza acustica necesaria para levitar gotas de agua en los nodos del sistema; por ejemplo, en F,(z =
—2 mm) = 0.64 uN la cual es la fuerza para levitar una gota de d = 0.5 mm y corresponde a evaluar d(z =
—2 mm).

En la Figura 9, se puede observar la grafica de tamario de gota de agua que se puede levitar en la
parte central de un levitador acustico uniaxial con geometria céncava; asi como, la posicién de los
nodos de levitacion.

0
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6F - 1005 3
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©
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-14 F - <
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-16 F - o
0.2
-18} .
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Figura 9. Posicion de los nodos de levitacion en la parte central del levitador acustico.

Finalmente, en el mapa de la Figura 10 se muestra el tamafo de gota que se puede levitar en las
diferentes posiciones en la regién ubicada entre transductor y reflector. Con el mapa de didmetro
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de gota se obtiene la forma de los nodos de levitacidén y con esto se podria realizar un analisis de
estabilidad de la gota levitada en trabajos futuros. Es decir, estimar la regién en la cual se
encontrara la particula levitada conforme esta se evapora; de esta manera se puede predecir el
cambio de posicion de particula.

1
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10.7
10.6
10.5
10.4

Diametro de gota [mm]

0.3
0.2
0.1

0

Figura 10. Mapa de tamaio de gota que puede ser levitada en cada coordenada de la parte central del levitador a lo
largo del eje z.

CONCLUSIONES

El método matricial puede simular el potencial acustico para levitadores acusticos uniaxiales con
geometria coéncava. Se verifica que con el método matricial se obtiene cualitativamente y
cuantitativamente resultados similares a los obtenidos mediante el calculo con elemento finito. Sin
embargo, éste emplea un menor numero de recursos computacionales para llevar a cabo las
simulaciones y menores lapsos de tiempo.

Al obtener un analisis cuantitativo del potencial acustico, se puede estimar de una manera
aproximada, el tamafo de particula que se puede levitar y la posicién de los nodos de levitacion.
Aunque las posiciones de las gotas se encuentran ligeramente desplazadas, sobre el eje z, con
respecto a los nodos del levitador acustico debido a la fuerza de gravedad, ya que esta no es
considerada en el modelo.
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RESUMEN

La materia de Calculo Integral es, dentro del curriculum de las licenciaturas de la FCFM BUAP, una
de las que tiene, después de Calculo Diferencial, un alto indice de reprobacion. En este curso se
estudian, entre otros temas, el Teorema del Valor Medio para Integrales y el Teorema del Valor
Medio Generalizado. Metodologia: Implementamos una estrategia basada en la relacion que
existe entre estos dos teoremas y el Teorema del Valor Medio para derivadas, utilizamos algunas
interpretaciones geométricas, y presentamos diversas generalizaciones de este teorema, tales
como el Teorema del Valor Medio de Bonnet y el poco conocido Teorema del Valor Medio de
Sayrafiezadeh, elaboramos un cuestionario para que lo respondieran y presentamos aqui los
resultados. Resultados y Conclusiones: Haremos un analisis de como estudian este tema nuestros
estudiantes y donde encuentran las mayores dificultades. Esperamos que se obtenga una mejor
comprension de los teoremas, incrementando los resultados de aprendizaje.

INTRODUCCION

Dentro del programa de esta materia, teoremas como “El Teorema del Valor Medio para
integrales” (TVM-I) y el “Teorema del Valor Medio Generalizado (TVM-G) para integrales” son
muy importantes para lograr comprender los conceptos y los procedimientos que intervienen en la
solucion de problemas, pero muchos estudiantes, por diversos motivos, no logran comprenderlos vy,
lo mas importante, aplicarlos en diferentes contextos donde se requieren Veremos también su
relacion con el Teorema del Valor Medio para derivadas.

TEORIA

Empezaremos exponiendo los conceptos previos que se requieren para luego enunciar los
teoremas.

Sea f:[a,b] » R continua. Sabemos que toda funcion continua en un intervalo cerrado es acotada,
que alcanza su maximo y su minimo y desde luego es integrable. Ademas la interpretacion
geométrica de la integral de una funcién de este tipo es el célculo del area bajo la grafica de la
funcion, considerando area positiva, si la grafica esta arriba del eje X y negativa, si la grafica se
encuentra abajo de este eje. Con esta interpretacion geométrica, el TVM-l nos dice que podemos
encontrar ¢ € [a, b] tal que el area bajo la grafica de f es igual al area del rectangulo que tiene las
longitudes de los lados b —a 'y f(c). llustraremos con dos ejemplos este teorema, en la figura 1,
tenemos la grafica de la funcion f(x) = 3x% — 2x, en la figura 2, tenemos la grafica de la funcion

y=vVxZ+1

¥

e e e e e y=x +1
rg;;-312—21/

30

20 ~

i l, ) o

1 |
1 2 3 ¥ -1 2 4 5

Figura 1 Figura 2
Ahora enunciemos el teorema.

Teorema del Valor Medio para Integrales:
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Sea f:[a,b] » R continua, entonces existe c € [a, b], tal que

b
[ readx = f0 - o ©

Para su demostracion se utilizan el Teorema de los Valores Extremos, y el Teorema del Valor
Intermedio.

Una generalizacion de este teorema es el teorema de Bonnet (1849), también llamado el Teorema
del Valor Medio Generalizado:

Teorema del Valor Medio Generalizado para Integrales:

Sean f, g:[a, b] — R, funciones continuas, donde g no cambia de signo en todo el intervalo [a, b],
es decir, g(x) = o0 g(x) <0, paratoda x € [a, b], entonces existe c € [a, b] tal que

b b
| top@dx=£@© | gedx. @

Estos dos teoremas son esenciales en la demostracion de los Teoremas Fundamentales del
Calculo.
Otra generalizacién del TVM-l se debe a Wayment (1970).

Teorema del Valor Medio (Wayment (1970)):
Sea f:[a, b] —» R continua tal que f(a) = f(b), entonces existe n € [a, b] tal que

n
(- Qf () = f FGodx. 3)

llustramos la interpretacion geométrica de este teorema (figura 3)

N\
4 : " e

Figura 3

Veamos otra generalizacién mas del TVM-l debida a Sayrafiezadeh (1995).

Teorema del Valor Medio de Sayrafiezadeh.
Sea f:[a, b] » R continua. Sea B, = {a = xq, X1, X5, ... X, = b} una particion fija del intervalo [a, b].
Para cada t € [a, b], sean los puntos c;(t) = x;_; + tAx;, donde Ax; = x; — x;_4, (i =1,2,..n).
Entonces existe € [0,1] tal que

n

b
> i+ nxosn = | fGdx, )
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llustremos el teorema con un ejemplo. Sea f(x) = x? parax € [0,3] y sea
P; ={0,1,2,3}. Enestecaso, Ax; =1 luego, c; =t, c,=1+t, c3=2+t. Asique
3

Ry(®) = ) fe)dxi =2+ (1407 + 2 +0)7. (5)
i=1
Simplificamos y obtenemos R;(t) = 3t? + 6t + 5. Integramos f(x) = x? en el intervalo [0,3]:

fogxzdx = 9. Resolvemos la ecuacién 3t? + 6t +5 =9, obtenemos que t = ++/21/3. Asi que
n=+21/3. llustramos geométricamente este teorema con n = 3. (figura 4)

il

Figura 4

METODOLOGIA

En el cuestionario que los alumnos contestaron, la primera pregunta fue pedirles que enunciaran el
Teorema del Valor Medio para Derivadas (TVM-D), ya que guarda una fuerte relacién con el
TVM-l y enseguida como segunda pregunta que también enunciaran dicho teorema. Como tercera
pregunta les pedimos mencionaran la relacién que hay entre los dos teoremas.

Otra cuestion de interés era saber si podian utilizar los teoremas TVM-l y TVM-G para resolver
cierto tipo de problemas, los ejercicios fueron:

« Encuentra c € [a, b] que satisfaga la conclusién del TVM-I, para

b 3 1 28
J, \/az—xzdx=%a2, a>0y [ (x2+x—2)dx=?. (6)

7

« Demuestra que
0< [ senVxdx<my 0< foz sen (nz—x) dx < 2. (7)

De un total de 45 estudiantes, las dos primeras preguntas sobre los enunciados de TVM-D y TVM-
obtuvimos que 27 estudiantes enunciaron con exactitud los dos teoremas, 17 respondieron de
manera incompleta y s6lo uno nada contestd. La tabla correspondiente es (figura 5)
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TVM-D y TVM-I 45 estudiantes

1

B Correcto
B Incompleto

No contestd

Figura 5
Este resultado nos dice que los enunciados, al menos, estaban claros para la mayoria.

En cuanto a la tercera pregunta, parece ser que la mayoria no asimilé lo que se les dijo en clase
sobre la relacion entre TVM-D y TVM-. Contestaron las similitudes que existen entre los dos
teoremas, como que hablamos de una funciéon continua definida en un intervalo, que existe

€ [a,b] que cumple cierta condicion en ambos teoremas, pero la relacién principal entre los
teoremas solo tres estudiantes la anotaron.

Sobre los problemas a resolver:
(a) fab\/az —x2dx = %az, a>0, tenemos que de 24 estudiantes, 10 contestaron

correctamente el problema, es decir, 42%; 12 aplicaron correctamente el teorema, pero, tuvieron
diversos errores algebraicos como: no tienen un buen manejo de las raices, no saben despejar en
una ecuacion, constituyen el 50%; 2 nada contestaron, esto es, 8%.

(b) ff (x2 + xl—z) dx = ? de 21 estudiantes que debian responder el problema, 5 lo contestaron

correctamente, es decir, 24%; 11 aplicaron correctamente el teorema, pero, tuvieron diversos
errores algebraicos como: no saben resolver una ecuacion de segundo grado, no saben despejar
en una ecuacién, éstos constituyen el 52%; 5 nada contestaron, esto es, 24%. Las tablas
correspondientes (figura 6 y figura 7) son

(a) 24 estudiantes (b) 21 estudiantes

2 5 5

H Correcto H Correcto

m Con Errores H Con Errores

B No Contesté B No Contesto

Figura 6 Figura 7
(c) 0< fonsen\/de <m. De 21 estudiantes, sblo 2 contestaron correctamente, es decir,

10%; 2 no aplicaron correctamente el teorema y tampoco manejaron correctamente las
inecuaciones, es decir, 10%; 13 no manejaron correctamente las inecuaciones, es decir, 61%; 4
nada contestaron, esto es, 19%.

(d) 0< foz sen (”z—x) dx < 2. De 24 estudiantes, 6 contestaron correctamente, esto es, 25%;

2 no supieron aplicar el teorema, ni resolvieron el problema, 8%; 12 no manejaron correctamente
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las inecuaciones, es decir, 50%; 1 no utilizd el teorema, pero resolvio el problema, 1%; 3 nada
contestaron, 12%. Las tablas correspondientes (figura 8 y figura 9)

21 estudiantes (c) 24 estudiantes (d)
| Correcto | Correcto
2

- m Diversos m Diversos

Errores Errores

\ 13 / Errores Errores

B No Contesto B No Contesto
Figura 8 Figura 9

CONCLUSIONES

De los resultados del cuestionario aplicado, podemos deducir, que las mayores dificultades con las
que se topan los estudiantes son de tipo algebraico, como no saber despejar ecuaciones sencillas,
(mas del 50%) aun las de primer grado, menos saben despejar las de segundo grado, conocen la
férmula general de segundo grado tedricamente, pero si se cambia el orden de los sumandos se
pierden, a pesar de que este tema, lo ven desde secundaria y lo siguen viendo en el bachillerato y
en el primer semestre en todas las carreras que tenemos en la facultad. Tampoco manejan
correctamente inecuaciones, mas del 50% de los estudiantes tienen ese problema, las
inecuaciones estan como parte del temario del curso de Matematicas Basicas, aunque ellos
estudiaron ese tema en cursos del bachillerato.
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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla un sistema rotacional el cual esta compuesto por un anillo que puede
rotar libremente alrededor de un eje que pasa por su centro, en su interior hay una varilla, la cual
es perpendicular al eje de rotacién del anillo. En el centro de la varilla y centro del anillo, se
encuentra un sistema de dos masas que rotan alrededor del eje que forma la varilla. Este sistema
doblemente rotacional puede ser comparado al de un giréscopo. Se muestran resultados
experimentales del sistema doblemente rotacional, enfocando nuestra atencién en el efecto del
movimiento acoplado que existe entre los dos sistemas rotacionales. Se comparan los resultados
experimentales con resultados analiticos en distintas formulaciones, asi como con resultados de
simulacion, al resolver las ecuaciones de movimiento del sistema.

INTRODUCCION

El presente trabajo se refiere al tema del movimiento giroscépico, que se puede definir como un
dispositivo mecanico que sirve para medir, mantener o cambiar la orientacion en el espacio de
algun aparato o vehiculo. La principal caracteristica de este tipo de movimiento es que esta
formado esencialmente por un cuerpo con simetria de rotacion que gira alrededor del eje de dicha
simetria. Para analizar este problema es necesario conocer los conceptos de momentos de inercia,
formulacién Lagrangiana, ecuacion de Euler-Lagrange, asi como conocimientos basicos de
movimiento rotacional, el cual se presenta en el analisis de este tipo de movimiento. Ademas de
conocer métodos numéricos para la solucién de las ecuaciones de movimiento, necesarias para
realizar la simulacién numérica.

La investigacion y analisis de este problema se realizé por el interés de este tipo de movimientos,
el cual tiene diversas aplicaciones, por lo que se sigue estudiado este tipo de problemas por su
gran impacto en la tecnologia actual, por ejemplo: utilizados en sistemas de control [1].

Para lograr analizar el movimiento de este sistema, primero se obtuvo el sistema de ecuaciones de
movimientos que describe el sistema, las cuales se simularon en Mathematica®, y asi comparar los
resultados por ambos métodos, de este modo es posible también comparar con la parte
experimental, esto implementado el sistema doblemente rotacional.

Nuestros principales objetivos en este trabajo son los siguientes: Obtener las ecuaciones de
movimiento que describen al sistema doblemente rotacional, para ello, utilizar el método de Euler-
Lagrange para obtener las ecuaciones de movimiento. Realizar la simulacién del movimiento del
sistema, utilizando el método de Runge-Kutta en las ecuaciones obtenidas en la primera parte.
Implementar el sistema experimentalmente para estudiar y analizar el movimiento doblemente
rotacional, utilizando Traker®, para el analisis de los datos experimentales, el cual proporciona
informacion de las variables y parametros del movimiento. Compararemos los resultados obtenidos
en los tres métodos. Analizaremos los resultados obtenidos al estudiar el espacio fase del sistema
en las tres alternativas.

TEORIA
Momento de inercia
El momento de inercia (/) es una medida de la inercia rotacional de un objeto que rota alrededor de

un eje. Cuando el cuerpo gira en torno a uno de los ejes principales de inercia, la inercia rotacional
puede ser representada como una magnitud escalar llamada momento de inercia. Sin embargo, en
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el caso mas general posible, la inercia rotacional debe representarse por medio de un conjunto de
momentos de inercia y componentes que forman el llamado tensor de inercia. La descripcion
tensorial es necesaria para el analisis de sistemas complejos, por ejemplo, en movimientos
giroscépicos. EI momento de inercia refleja la distribucién de masa de un cuerpo o de un sistema
de particulas en rotacion, respecto al eje de giro. El momento de inercia depende de la geometria
del cuerpo y de la posiciéon del cuerpo respecto del eje de giro; pero no depende de las fuerzas que
intervienen en el movimiento.

Energia cinética rotacional

La energia rotacional es la energia cinética de un cuerpo rigido, que gira en torno a un eje fijo. Esta
energia depende del momento de inercia y de la velocidad angular del cuerpo. Mientras mas
alejada esté la masa del cuerpo respecto al eje de rotacion, se necesitara mas energia para que el
cuerpo adquiera una velocidad angular. La energia cinética de un cuerpo en rotacién con velocidad
angular w es

1, 2
5 I w (1
Energia potencial

La energia potencial es la energia mecanica asociada a la localizaciéon de un cuerpo dentro de un
campo de fuerzas, por ejemplo: gravitatoria, electrostatica, etc. o a existencia de un campo de
fuerzas en el interior de un cuerpo (energia elastica). La energia potencial de un cuerpo es una
consecuencia de la que el sistema de fuerzas que actla sobre un cuerpo sea conservativo.
Independientemente de la fuerza que la origine, la energia potencial que posee el sistema fisico
siempre representara la energia "almacenada" en virtud de su posicién y/o configuracién, por el
contrario la energia cinética que tiene un objeto, representa su energia debida al movimiento. Para
un sistema conservativo, la suma de las energias cinética y potencial es una constante del
movimiento, eso justifica el nombre de fuerzas conservativas, es decir, aquellas que hacen que la
energia "se conserve". El concepto de energia potencial también puede usarse para sistemas
fisicos en los que intervienen fuerzas disipativas, y que por tanto no conservan la energia, sélo que
en ese caso la energia mecanica total no sera constante de movimiento, y para aplicar el principio
de conservacion de la energia es necesario contabilizar la disipacion de energia. Para ello de
manera general se define U, como la energia potencial gravitacional,

Uy, = + mgh (2)

Donde m es la masa en kg del objeto, g es la aceleracion gravitacional (9.77m/s para la ciudad de
México) y 4 es la altura en la que se encuentra el objeto con respecto al punto de referencia donde
V=0, elsigno * es usado en virtud de la posicion de este sistema de referencia. En el caso de un
péndulo, cuyo movimiento puede alcanzar una altura 2 medida a partir de su posicién mas baja,
también se puede comprobar la ley de conservacion de la energia. En los puntos mas altos (altura
h), donde la energia potencial es maxima, la velocidad del péndulo es nula y el movimiento cambia
de sentido. Por otro lado, la posicién méas baja, que se pude llamar P, sera aquella con una mayor
energia cinética y velocidad maxima, pero con una energia potencial minima. La posicion P se
podra tomar como origen de la energia potencial (se le puede asociar una energia potencial nula).

Mecanica Lagrangiana

La mecanica de Lagrange o lagrangiana es una reformulacion de la mecanica newtoniana, es mas
flexible y a menudo mas util para resolver problemas. Se basa en un principio extremal, puede
obtenerse de la mecanica newtoniana, ya que ambas son totalmente equivalentes. La mecanica
lagrangiana es importante porque permite, de manera natural ampliar la mecanica para incluir
campos (por ejemplo, la electrodinamica, que incluye particulas cargadas junto con campos
electromagnéticos). La herramienta matemética de la mecénica de Lagrange es el célculo
variacional. En esta formulacién se define una funcién escalar: Lagrangiana, de la que se obtienen
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las ecuaciones diferenciales del movimiento, tantas como variables fisicamente significativas. Esto
permite escribir las ecuaciones de forma generalizada de manera que formalmente sean iguales.

Funcién lagrangiana y ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Newton generalizadas son:
doT T

. av NC
Q=55+ “@

Para Q; fuerzas conservativas y no conservativas. La lagrangiana se representa como:

L(a,45t) =T (q,4;t) = V(qpt) (5)

Por lo que las ecuaciones de Euer-Lagrange que son las ecuaciones de Newton generalizadas
para fuerzas conservativas se expresan como sigue:

ez )-2 )

Método Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta utilizan indirectamente el algoritmo de Taylor. En general estos
meétodos evallan f{x,y) en mas de un punto en la proximidad de (x, y.), en lugar de evaluar
derivadas en f{x,y), las cuales necesitarian para el uso directo del algoritmo por series de Tayor.

La derivacion de estos métodos se acompana de la suposicién de un algoritmo particular con
ciertos coeficientes, indeterminados. Los valores de estos términos constantes se encuentran
igualando la férmula de Runge-Kutta de orden P al algoritmo de Taylor de orden P.

SISTEMA

El esquema a estudiar y analizar se compone de dos partes, la primera constituye a un aro de
radio R que puede girar libremente alrededor de uno de sus diametros, esto con ayuda de unos
cojinetes que se encuentran en los extremos, la otra parte del sistema estd constituida por una
barra que se encuentra en el centro de aro, y que contiene dos esferas de masa m; y m, en sus
extremos, que también puede girar libremente. El esquema descrito se muestra en la figura 2a.
Con ayuda de la ecuacién 6 se construyo el lagrangiano del sistema, donde primero se realizé la
parte del sistema que corresponde a la varilla-masa, donde se consideré una masa reducida y
como se muestra en la figura 2, obteniendo su energia total (cinética y potencial). Después se
analizé la energia del aro, en este caso solo energia cinética rotacional.

Eje = “ z
e, y | » ;
7 Pip.6.¢
-

Figura 1. a) Esquema del sistema doblemente rotacional, b) sistema de coordenadas masa-varilla, c)

Parametros utilizados para obtener la energia cinética, d) Vector unitario en el aro para mostrar la velocidad
angular.

Para el sistema masa-varilla tenemos que la energia cinética rotacional (1) estara dada por:
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K= élwz (7)

donde el momento de inercia estara dado por:
I =2M,L% + pl? (8)
3

I es el momento de inercia de la varilla de masa M, que esta rotando en uno de sus extremos de la
longitud L mas el momento de inercia de la masa reducida p, que rota a una distancia L del eje de
rotacion,

w? = 126% + [?@?(sinh)? 9)

es la velocidad angular, tanto de la varilla como de la masa reducida. Sustituyendoen 8 y 9 en 7 al
desarrollar tenemos que:

1 1 . 1 1 Lo oe 2
K =(3M,+10)16% + CM, + 2 pLtp?sin®6 (10)

la energia potencial esta dada por la ecuacion 2. Con ayuda de la figura 2c se encontro el valor de
Ug.
Por ley de senos tenemos que:
L __p __p —
sinﬁ_siny_sina'ﬁ_n 0 (1)

De la expresion de arriba se encuentra que a =y. Por lo que | = L sinfisiny,t = —0+2y ~y =
6
E.

| = Lsin(mw — 8) sin (g) ,sin(r — 0) = sinf (12)
Por lo que

h l

(7] T 6 6
= =>h=lsin(£——),sin(———)=cos(—) 13
sin(g—g) sin(g) 2 2 2 2 2 (13)
Sustituyendo 11 en 10 tenemos que el valor de h es:

h = psind sin (g) cos (g) =Lsin%g (14)

2

y por lo tanto el valor de la energia potencial es:

U, = %,ugpsinze (15)

La energia potencial del sistema del aro es nula (Ug = 0), mientras que el valor de la energia
cinética se puede calcular con ayuda de la figura 4.

Ko = 2 Myw? = 2 MyR2? (16)
El lagrangiano (5) del sistema es por lo tanto:
1 1 1 : 1 1 Lo 1 ;
L= [(EM” + E”) L* + ;MaRZ] 0% + (EM” +2 u) L*¢?sin0 — E,ugpsmze (17)
Ecuaciones de movimiento del sistema

Para encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema se utilizaron las ecuaciones de Euler-
Lagrange (8), para la variable 6 tenemos:

Z—z = G M, + u) L*¢?sinfcosO — ugLsinHcosh (18)
d 6L _ 1 4 2 -
2= [(ng+u)L + M,R ]9 (19)

Obteniendo la siguiente ecuacién de movimiento:
[GM, + 1)L + MR 6 — (M, + ) L*¢sinfcos6 + pgl sind cosd =0 (20
My T H a s My + 1) L7¢"sinfcost + ugl sind cosd = (20)
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Para la variable ¢ tenemos:

oL _ g 49t _ (1 4655
P ’dt6¢_(3Mv+u)L @sind (21)
(3M, + ) LA¢sing = 0 (22)

PARTE ANALITICA

Con las ecuaciones (10, 15, 16) proporcionan la informacién de la energia cinética y potencial del
sistema se puede observar como son las propiedades que nos proporcionan la informacion
dinamica del sistema.

KI6.6.¢1+Ugl6] K[6.6.¢]+Ug[6] KI8.8.91+Ug[6]

8
1.0
5 9.‘0 uisw--'

: é
g 1.0
1.0 0.50.0-0.51.0 -1 -05 00 05

0.0015}

Figura 2. Energia cinética del sistema con: a) variacién de ¢, b) variacién de 6, c) variacion de 6

La figura 3a muestra la energia mecanica total para varios casos. En la primera imagen se
muestran dos graficas donde se ha variado el angulo —2m < 6 < 27 la velocidad angular polar se
esta graficando en el intervalo —2m < 6 < 2m y se muestran dos casos para la velocidad angular
azimutal: ¢ = 0 rad/s 'y ¢ = 200 rad/s.

La figura 3b muestra dos graficas donde se ha variado el angulo —27 < 8 < 2w la velocidad
angular polar se esta graficando en el intervalo —1 < ¢ <1 y se muestran dos casos para la
velocidad angular polar: § = 0 rad/s y 6 = 0.8 rad/s.

La figura 3¢ muestra dos graficas donde se ha variado las dos velocidades angulares —1 < 6; ¢ <
1 y se muestran dos casos para el angulo polar: 8 = 0 rad/s 'y 8 = 2 /4 rad. En todas las figuras el
valor cero, para cada variable corresponde a la grafica inferior.

L=K[6.8.¢]-Ug[8] KI8.6.81+Ugl6] KI6.8.¢1+Ugl6]

é
10 05 00 "D'_E:LD

g

8
10 -05 0.0 05 1.0

Figura 3. Funcién Lagrangiana del sistema con: a) variacién de ¢, b) variacién de 8, ¢) variacién de 8
La figura 4a muestra la funcién Lagrangiana para los mismos casos que en la figura 3. Se observa

un cambio en la concavidad de las superficies entre la Energia y la Lagrangiana, también para el
caso c) el valor de referencia cero esta por arriba del valor de 6 = 2 /4.
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1.0 1.0

| 0.5 0.5/2
0.0 0.0

71-0.5 -0.5

-1.0

1.0 s 1.0z
N o5 0.5(8
0.0 0.0
7 |-0.5 -0.5
= —
6-4-20 2 46 -6-4-202 4 6
d) <) f)

Figura 4. Funcion Lagrangiana del sistema a) ¢ = 0 rad/s, b) ¢ = 40 rad/s, c) ¢ = 70 rad/s, d) ¢ = 100 rad/s,
e) ¢ = 120 rad/s, f) ¢ = 150 rad/s.

PARTE EXPERIMENTAL

Para analizar la parte experimental del sistema se realizd un prototipo de éste, realizando el disefo
en el software Inventor (de Autodesk) como se muestra en la figura 5, donde se muestran las
dimensiones propuestas para después implementarlo. El valor correspondiente de las masas de
cada parte del sistema se muestra en la Tabla 1. Después de tener implementado el prototipo, se
monté en una base fija con el fin de que pudiera hacerse girar y asi analizar el movimiento del
sistema con ayuda del software Traker®.

La figura 6 muestra el arreglo que se implementé para realizar la parte experimental, donde se
coloco en una zona estable, después se montd una camara de video (Sony modelo HXR/NX30N)
para realizar un video del movimiento de giro del sistema. Con en el software Traker® se realizaron
tres tomas para garantizar la reproducibilidad, para posteriormente analizar los datos obtenidos y
realizar las graficas de interés que servirian después para comparar con las obtenidas por el
modelo y la simulacion. Las graficas obtenidas se muestran en las figuras 7 los espacios fases y 8
las dependencias en el tiempo de los angulos para las dos masas del sistema como para el aro.

i -3 mm;
Objeto [;/(;I(L)Jfgrenr;] Masa [x 10™°kg] Wi = o J+ 1lni’i’j =1,..5[x 10%kg]
Aro 8.30+0.66 0.06545.2 My =2.93£0.020 | pzs =16.140.017
Barra 2.37+0.48 0.020+3.8 U3 =6.8+£0.020 tas =15.62£0.19
Esferas 11,=8.8310.016
[d £ 0.05cm]
m; =1.35 1.30+0.14 0.010+1.1 U5 =6.8+£0.020
m, =1 0.52+0.08 0.004+0.63 Uz3 =3.4£0.020
m3; =0.8 0.27+0.05 0.0203+0.40 U4 =3.90£0.016
m, =2.55 8.70+0.51 0.068+4.0 Ups =3.4£0.018
ms =1.7 2.60+0.23 0.0202+1.8 K34 =15.62+0.014

Tabla 1. Valor de las masas de las piezas que constituyen al prototipo disefiado. Donde la densidad del
material utilizado es p = 7870kg/m3(1018 Coll Rolled). u es la masa reducida para las diferentes
combinaciones de las esferas.
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Figura 7. Graficas del espacio fase para a) masa 1, b) masa 2 y c) aro. 6 [%] vs O[rad] para los
tres casos.
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Figura 8. Graficas de la variacion con respecto al tiempo de la velocidad angular 6[rad]vs t[s]
para a) masa 1, b) masa 2 y c) aro.

RESULTADOS
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Se efectud la simulacion con las ecuaciones de movimiento dadas por las (20)- (22) obteniendo los
siguientes resultados:

En las figuras 9 se presentan los resultados para la variable @ y 6 con respecto al tiempo,
mostrando la grafica de la velocidad angular una forma arménica.

2] 6
200 @)
t
10
0 =1y
_10.
_20_
0 5 10 15

Figura. 9 variables 6 y & como funcién del tiempo.

@
Bb) B
1x108f 7 Ber——

500000

0

-500000

-1x10%

-10 0 10 20 ~10 0 10 20

Figura. 10 a) Espacio fase 6 vs 6 b) Relacion entre ¢ vs 8

En las figuras 11 muestra el espacio fase para la coordenada 6. El conjunto de datos obtenido por
medio de la simulacién fu generado para las siguientes condiciones iniciales: con respecto al
tiempo, mostrando la grafica de la velocidad angular una forma armonica. 6, = 0.0375; ¢, =
0.0549, 6, = 1; ¢, = 10, Sin embargo, al generar los datos se propuso que: —2m < 6, < 2,
—-1<6 <15 rad/s y —150 < ¢ < 170 rad/s, el intervalo de simulacién fue desde O hasta 15.78,
dividiendo el intervalo en 800 pasos de simulacion, generando 500 condiciones distintas en los
intervalos indicados.

Figura. 11 a) Espacio fase 0 vs @ b) Relacién entre ¢ vs 0
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La figura 11 muestra la comparaciéon del modelo analitico de las curvas de nivel de la funcién
Lagrangiana, con los resultados de la simulaciéon para el espacio fase, mostrando un excelente
acuerdo entre ambas, pues describe correctamente la forma del espacio fase.

En la parte experimental se observé que en el sistema masa-varilla tenia una restriccién en el
movimiento, el cual era; donde se tenia la barra fija a través de uno de los diametros del aro, por lo
que no se esperaba que éste describiera un movimiento completamente esférico, por lo que el
movimiento en la parte polar ¢ se restringia a solo moverse de 0 — 2m. Ademas, conforme la
velocidad en la parte azimutal 8 (que es lo mismo que la velocidad angular del aro) aumentaba, el
sistema masa-varilla describia su movimiento en un tipo de cono cada vez mas amplio, es decir el
angulo 8 aumentaba alejandose del eje z del sistema de coordenadas.

CONCLUSIONES

Se logro obtener las ecuaciones que describen el movimiento del sistema, graficar estos resultados
tanto los analiticos como los numéricos, ademas de obtener diferentes graficas, proponiendo
condiciones iniciales y asi obtener informacién mas clara de cémo es el comportamiento del
sistema. Como se muestra en la figura 9 al superponer el espacio fase de ambas soluciones, en
este caso analitica y numérica tienen una gran similitud ya que las dos muestran el mismo
comportamiento, por lo que los objetivos de comparar la parte analitica con la numérica se
cumplieron. Con respecto a la parte experimental, como se mencioné que con el prototipo
propuesto de sistema se identific6 que el movimiento de la masa-varilla estaba restringida a no
girar en una esfera y este tipo de restriccion no se tomé en cuenta en la construccion del
lagrangiano, por lo que no se esperaban resultados similares con los analiticos y/o nimeros, sin
embargo, al analizar los datos dados por Traker® y graficando el espacio fase se obtuvo un
comportamiento muy aproximado a los obtenidos por simulacion y por el analisis numérico del
modelo, tal como lo muestra la figura 7.

Es necesario continuar con el estudio de este sistema y mejorar la parte experimental para, asi
como considerar la restriccion en el modelo matematico a fin de que los resultados coincidan tanto
cualitativamente como cuantitativamente.
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UN ESTUDIO DE OSCILACIONES NO LINEALES EMPLEANDO MAPAS DE FASE

Silvia Carreén Miranda, Maria del Rosario Pastrana Sanchez, Carlos Ignacio Robledo Sanchez,
Gustavo Rodriguez Zurita

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

RESUMEN

En este trabajo se analiza un sistema de dos péndulos acoplados por medio de un resorte con
propiedades no lineales. El estudio de osciladores armoénicos bajo la accion de fuerzas no lineales',
conduce a ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales. Para conocer el
comportamiento del sistema es necesario pasar a un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden, de manera que las soluciones de éste se puedan representar en lo que se conoce
como mapas de fase. Un mapa de fase contiene la posicion y la velocidad del sistema en una
misma grafica. La soluciéon del sistema de ecuaciones es a menudo dificii de encontrar
analiticamente, pero mediante métodos numéricos, en particular el uso de Mathematica, tomando
en consideracion el modelo matematico y las condiciones iniciales, es posible obtener las graficas
de la posicién y la velocidad del sistema. La evaluacion de la posicion y la velocidad a lo largo del
tiempo permite describir el comportamiento del sistema fisico’.

INTRODUCCION
Dos péndulos simples unidos entre si mediante un resorte de forma horizontal y situados a la
misma altura, forman un sistema de péndulos acoplados. La inclusion de un resorte con constante
de elasticidad k, aplica una fuerza restauradora, descrita por

F = —kx. (1
El movimiento de cada péndulo no es independiente, porque el desplazamiento de uno de éstos
influye en el movimiento del otro y viceversa, dando como resultado un movimiento que se conoce

como oscilaciones acopladas.
: d |
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Figura 1: Montaje del sistema empleado.

Las ecuaciones de movimiento de cada masa también estan acopladas, por lo que se requiere
resolverlas simultineamente. Las soluciones de éste sistema constituyen lo que se conoce como
los modos normales de oscilacion.

Realmente en la practica se tienen resortes no lineales; es decir resortes cuya fuerza es de tipo no

lineal. Para describir la accion del resorte sobre los péndulos, se consideran resortes no lineales.
La respuesta del sistema se realiza teniendo en cuenta si el resorte es suave o duro y las

2590



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

condiciones iniciales, las cuales estaran en funcién de como se quiere que empiece a oscilar
nuestro sistema.

TEORIA

Fuerza no lineal

Antes de analizar las oscilaciones que produce un sistema de dos péndulos acoplados mediante
un resorte con propiedades no lineales, recordemos que el modelo matematico del movimiento de
un sistema masa-resorte,

Resorte estirado

[ T S e S

Pooa=t
Resorte no deformads .

I

B e S e S T
=0

Resorte comprimida
LF
[t 4'-:Ja£$-.=.‘;1=m:":~<—~e.a_> S
X==;
Figura 2: Masa sujeta a un resorte, oscilando sobre
una superficie horizontal sin rozamiento

esta descrito por una ecuacion diferencial lineal, dénde en un lado de la igualdad esta la fuerza
representada con la ley de Hooke; esto es, la fuerza que ejerce el resorte, que tiende a regresar a
la masa a su posicién de equilibrio. Un resorte que ejerce una fuerza lineal de restitucion se llama
resorte lineal; pero los resortes casi nunca son perfectamente lineales. Segun como se fabriquen
y el material que se use, un resorte puede ser flexible o suave, hasta rigido o duro, y su fuerza de
restituciéon puede variar de menor a mayor de la que determina la ley lineal. En el caso del
movimiento libre, si se supone un resorte en buen estado con caracteristicas no lineales, entonces
es razonable suponer que la fuerza restauradora de un resorte es proporcional al cubo del
desplazamiento de x, mas alla de su posicién de equilibrio o que la fuerza es una combinacion
lineal de potencias del desplazamiento, descrita mediante la funcién no lineal

F(x) = kx + k,x3 (24)
Un resorte cuyo modelo matematico incorpora una fuerza restauradora no lineal, como
d?x (25)
mF +kx3=0
o,
dzx (26)

3 —
d ——thkx+kx>=0
Se llama resorte no lineal. Se dice que el resorte es duro si k;>0, y suave si k;<0.
Ecuaciones diferenciales que describen al sistema

Considerando una fuerza no lineal del tipo de la ecuacién (26), las ecuaciones acopladas que
describen al sistema, tienen la forma

xAz_%xA_[% Xqg—T %xﬁ [ (xA—xB)—T%(xA—xB)] (27)
5C'B=—%x3 [E _ %xg] [ (xB—xA)—r%(xB—xA)] (28)

Con k,r, m, g y l constantes.
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RESULTADOS

La respuesta que tienen los osciladores a diferentes fuerzas, tanto lineales como no lineales, para
el caso de dos osciladores cuando se encuentran acoplados mediante un resorte con
caracteristicas no lineales, bajo ciertas condiciones iniciales, se estudia mediante los mapas de
fase, los cuales representan en una misma grafica la evolucién de la posicion y de la velocidad de
un péndulo del sistema.

Caso 1) Mapa de fase de dos péndulos acoplados mediante una fuerza no lineal con iguales
condiciones iniciales

Las ecuaciones que describen este sistema son las ecuaciones (27) y (28), con iguales
condiciones iniciales. El estudio se realiza para resortes suaves y duros

RESORTE DURO

Para este analisis, las condiciones iniciales para la posicion y la velocidad de cada masa son:
x4(0) = x5(0) =0y x,(0) = x5(0) = 1. Por métodos numéricos se resuelven las ecuaciones (27) y
(28) y se hallan las graficas de la variacion de la posicion y la velocidad en funcion del tiempo, para
posteriormente construir los mapas de fase del sistema

KA‘(]t)‘X‘A(t) xp(t) . Xp(t)

(a) (b)

\ \\J

Figura 3: (a,b) Posicién (azul) y velocidad (naranja) para
un péndulo A que se encuentra acoplado con otro
péndulo B mediante un resorte duro (y viceversa). (c,d)
Mapas de fase de los péndulos A y B, respectivamente.

Las gréficas de posicion y velocidad tienen comportamientos similares. En este caso el sistema no
es afectado por el resorte, pues ambos péndulos parten con la misma posicion y velocidad y se
mueven como un conjunto, es por eso que las graficas tanto de posicién, como de velocidad, asi
como el mapa de fase para ambos péndulos son similares. La forma de los mapas de fase es una
elipse alargada, el eje menor de ésta elipse lo define la amplitud de la posicion y el eje mayor la
amplitud de la velocidad, notamos que el mapa de fase siempre sigue la misma trayectoria, sin
salirse de ésta lo que nos permite concluir que es una solucién periodica.

RESORTE SUAVE, CON IGUALES CONDICIONES INICALES.
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Figura 4: (a,b) Posicion (azul) y velocidad (naranja) para
un péndulo A que se encuentra acoplado con otro
péndulo B mediante un resorte suave (y viceversa). (c,d)
Mapas de fase de los péndulos A y B, respectivamente.

Siguiendo el mismo analisis que para los resortes duros, se nota que la respuesta de este oscilador
es diferente, es decir, existen variaciones, pues la constante de elasticidad es menor (comparada
con un resorte duro) y ofrece mayor flexibilidad para el desplazamiento de la masa. Los mapas de
fase son al igual que para los resortes duros, elipses alargadas, y con una solucién periddica.

Caso 2) Mapa de fase de dos péndulos acoplados mediante una fuerza lineal con uno de los
péndulos desplazado una distancia positiva

En este caso el sistema esta sujeto a las siguientes condiciones iniciales x,(0) = 1,x,(0) = 0,
x5(0) = x5(0) = 0, lo que significa que se desplaza un péndulo cierta distancia, y el otro se
encuentra en reposo. Como existe una transmision de energia de un péndulo a otro, la amplitud de
las oscilaciones cambia para cada masa de manera periddica.

RESORTE DURO
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Hltheg(t)
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Figura 5: (a,b) Posicién (azul) y velocidad (naranja) para un
péndulo A que se encuentra acoplado con otro péndulo B
mediante un resorte duro (y viceversa). (c,d) Mapas de fase
de los péndulos Ay B, respectivamente.

La envolvente de las oscilaciones de cada masa tiene un comportamiento senoidal o cosenoidal.
Para el péndulo A se nota que la amplitud de las oscilaciones tanto para la posicion como para la
velocidad es maxima, a medida que ésta amplitud disminuye, la amplitud de la envolvente del
péndulo B va aumentando, esto se debe al intercambio de energia que hay de un péndulo a otro
de manera periddica. Al analizar los mapas de fase, como el que se muestra en la figura (7c), se
nota que se comporta como un repulsor, en éste caso la solucidon no es periédica, debido a que
éste cede energia al péndulo acoplado. Por eso se nota que la evolucién de la trayectoria en el
mapa de fase, avanza hacia adentro; sin embargo, para el mapa de fase que describe la figura (7d)
la solucién tampoco es periddica, pero en este caso el péndulo funciona como atractor, es decir, la
energia que disipa el péndulo contiguo, éste la absorbe, es por eso que se puede notar esa figura.

RESORTE SUAVE

{t) . =%t .
xfe .m0 = (8, x4}
5t 3

A
TR

T . Y TR -

(<) (d)
Figura 6: (a,b) Posiciéon (azul) y velocidad (naranja) para un péndulo A que se encuentra acoplado con otro
péndulo B mediante un resorte suave (y viceversa). (¢,d) Mapas de fase de los péndulos A y B, respectivamente.
Para el caso del resorte suave notamos una diferencia en las graficas de posicion y velocidad,
pues se puede ver que la frecuencia de oscilacion de la envolvente es menor que en el caso de los
resortes duros, es decir, éstos tienen mayor flexibilidad que en el caso anterior, pero en los mapas
de fase, como el tiempo no esta implicito, se comporta de la misma manera que en el caso
anterior, el mapa de fase del primer péndulo funciona como repulsor y el otro como atractor.
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Caso 3) Mapas de fase, de dos péndulos acoplados partiendo del reposo, con posiciones
diferentes

Para estos diagramas, las condiciones iniciales son de la forma x;(0) =1,%,(0) = 0,x,(0) =
2, x,(0) = 0; es decir, los dos péndulos parten de posiciones diferentes, pero en la misma
direccion, lo que implica que las posiciones seran diferentes para cada caso.

RESORTE DURO

wlELxE) FTOR ]

Figura 7: (a,b) Posicion (azul) y velocidad (naranja) para un
péndulo A que se encuentra acoplado con otro péndulo B
mediante un resorte duro (y viceversa). (c,d) Mapas de
fase de los péndulos A y B, respectivamente.

Las graficas que describen la posicién y la velocidad, al igual que en el caso anterior, estan
desfasadas, esto se debe a que las posiciones en las que empiezan a oscilar los péndulos no son
las mismas, sin embargo, notamos que hay un intercambio de energia, no tan grande como en el
anterior, pues la atraccion y repulsién no es la misma, debido a que cada uno lleva cierta energia,
es por eso que los mapas de fase se notan elipses con soluciones cuasiperiddicas, pues no siguen
la misma trayectoria, ademas de que no son elipses completamente cerradas, pues la energia no
se cede completamente de un péndulo a otro.

RESORTE SUAVE
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Figura 8: (a,b) Posicion (azul) y velocidad (naranja) para un
péndulo A que se encuentra acoplado con otro péndulo B
mediante un resorte suave (y viceversa). (c,d) Mapas de
fase de los péndulos A y B, respectivamente.

Estos graficos, en comparacion con los que se obtuvieron para el resorte duro, presentan una
diferencia muy grande, pues la velocidad en el primer péndulo decrece muy poco, y posterior a eso
aumenta rapidamente hasta alcanzar cierto valor, manteniéndose ahi y con el tiempo se vuelve
perioddico el movimiento, debido a que la contribucion del resorte suave permite que el sistema sea
mas flexible y los movimientos tienen menos pérdida de energia. Los mapas de fase se describen
nuevamente elipses alargadas con soluciones cuasiperioddicas, con la longitud de los ejes de las
mismas en funcion de la amplitud de la posicion y velocidad respectivamente.

CONCLUSIONES

Los resortes no lineales, sean duros o suaves, tienen contribuciones diferentes en el estudio de
oscilaciones acopladas, pues dadas las caracteristicas de la no linealidad en cada caso, el sistema
tiene resultados diferentes. En un resorte duro se mantienen periodos de oscilacion mas cortos,
ademas de que el sistema debido a las oscilaciones se comporta como atractor o repulsor.

Para un resorte suave se mantienen periodos de oscilacién mas prolongados, pues la contribucion
de éste con el sistema es menor, si hablamos de constantes de elasticidad que no varian con el
tiempo.
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RESUMEN

Se presenta la implementacién de un dispositivo 6ptico mévil para la medicién de la apertura
numérica de fibras Opticas tanto monomodo como multimodo, especificamente utilizando el
procesamiento de imagenes captadas desde un teléfono celular inteligente sensible al infrarrojo
cercano. En este sistema, la luz laser a la salida de la fibra optica bajo estudio es proyectada en
una pantalla que se desplaza milimétricamente por medio de un sistema mecanico de
posicionamiento. El teléfono celular inteligente captura, en imagenes, la distribucién transversal de
la intensidad de la luz que sale de la fibra 6ptica; y mediante el analisis, por procesamiento digital,
se logra obtener el perfil de intensidad que permite la medicion de la apertura numérica. En este
proceso se involucra el procesamiento digital de la intensidad de la luz proyectada sobre una
pantalla. Se presentan resultados experimentales del sistema desarrollado, asi como la precision
de estos comparados con los valores ofrecidos por los fabricantes de las fibras opticas en sus
hojas de especificaciones, en un rango de +10% de error.

Palabras clave: Apertura numeérica, fibras 6pticas mono-modo y multi-modo, procesamiento digital
de imagenes, infrarrojo cercano, laser de fibra 6ptica.

INTRODUCCION

La apertura numérica (NA) es uno de los mas importantes parametros de las fibras oOpticas, que
frecuentemente es usada para describir como la luz es aceptada en las fibras 6pticas y como se
expande al salir de estas. La NA denota el angulo maximo de incidencia, con el cual cualquier haz
de luz incidente se propaga a través del interior de la fibra sin refraccion [1]. En muchos de los
métodos usados para la medicion de la NA, el sistema de deteccion recibe directamente el patron
de salida de la fibra 6ptica [2], en campo cercano o lejano [3,4]. Si una cdmara o CCD es usado
para este propésito, es necesario atenuar o limitar la potencia que impacta sobre estas, siendo
esto un factor limitante cuando se requiere medir potencias elevadas de fibras o laseres de fibras.

Por otra parte, en el procesamiento digital de imagenes la informacion se extrae de imagenes y ser
procesa computacionalmente para obtener la informacién deseada, no importando el origen de
esta. Por ejemplo, la imagen puede ser el patrén de intensidad de salida de una fibra proyectada
sobre una pantalla, que de hecho es la técnica implementada en este trabajo. Dado que la imagen
adquirida se toma a partir de una pantalla, el riesgo de exceder la potencia permitida por la camara
o el sistema CCD de estas, se reduce considerablemente. En este sistema la camara de un
teléfono celular inteligente es usa do y puesto frente la pantalla.

En este trabajo, se presenta un sistema que se basa en la extraccion del perfil de intensidad y la
divergencia del haz de salida procedente del final de una fibra éptica, proyectado sobre una
pantalla. El procesamiento de imagenes digitales se aplica a imagenes adquiridas a una distancia
entre el extremo de salida de la fibra en analisis y una pantalla. La rectificacién de la distorsién de
la perspectiva en las imagenes se realiza utilizando homografia plana [5]. El rendimiento del
instrumento es demostrado con la medicion de la NA de cuatro diferentes fibras mono-modo y dos
fibras multi-modo de tres diferentes fabricantes. Los valores obtenidos de NA estan en un rango de
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error del 10% con respecto al valor nominal que ofrecen los fabricantes de las fibras en su hoja de
especificaciones.
METODOLOGIA
La NA es una medicion de como la luz puede ser colectada por una fibra 6ptica y como la luz es

propagada fuera de esta en su extremo final [6]. La NA estd relacionada con el angulo de
aceptacion 6,, el cual es crucial como parametro de disefio al acoplar la luz de salida de una fibra.

" |
Final de 1a Fibra
e
!
|
o
1/eA2 l
NA = sind 4
=8Nl = ————
7 V22 + d?
Figura1. Diagrama esquematico del principio de medicion del sistema.
El angulo de aceptacién 6, en una fibra optica es, por lo tanto:
6, = arcsin(NA), (1)
donde la apertura numérica, NA, de la fibra estada dada por
NA = \/n? —nZ, (2)

n, Y n, son el indice de refraccion del nucleo y del revestimiento, respectivamente. De acuerdo con
[7], dada la geometria del instrumento (figura 1), la NA se puede calcular por:

J% ()

donde z es la distancia entre la fibra y la pantalla, d es la posicion correspondiente al punto v que
es el 13.5 % y 5% del maximo de intensidad para fibras mono-modo [8,9] y fibras multi-modo [10],
respectivamente. El extremo final de la fibra 6ptica, es colocada en una montura xyz, y es movida y
controlada con precision micrométrica desde la PC.

NA = sinf, =

El instrumento desarrollado cuenta con un sistema de posicionamiento mecanico controlado por un
controlador electronico conectado a la PC. Con este sistema, es posible variar la distancia z entre
la fibra y la pantalla con incrementos de precision milimétrica desde 230 mm a 350 mm. Como
fuente de bombeo, para el analisis de fibras mono-modo, se utiliza un Laser de Fibra de Iterbio
(1060nm, 10W); en el caso de las fibras multi-modo se hace uso de un Diodo Laser de Fibra con
longitud de onda estable (976nm, 18W). Las imagenes son adquiridas dese un teléfono celular
inteligente comercial el cual es sensible al infrarrojo cercano, y es posicionado detras de la fibra
Optica, este es controlado desde la misma PC. Un disefio del instrumento es presentado en la
figura 2. Utilizando esta configuracion, podemos obtener el perfil de intensidad del haz de salida
proveniente del final de la fibra proyectado sobre la pantalla.
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Figura 2. Disefio del instrumento para la medicion de NA para fibras 6pticas: (a) Teléfono celular
inteligente, (b) soporte para fibra, (c) montura xyz, (d) pantalla y (e) sistema controlador de
posicionamiento mecanico.

El programa de la unidad de control y el procesamiento digital de las imagenes fue desarrollado en
lenguaje grafico de programaciéon de National Instrument LabVIEW [11]. Inicialmente, la imagen
real del spot es tomada con el teléfono celular inteligente. Después, se realiza una correccion
automatica de la perspectiva usando algoritmos de transformacion homografica, con esto, el
sistema puede rectificar la imagen capturada y tener la imagen corregida y real que se tiene sobre
la pantalla [5], un filtro espectral aplicado a la imagen se puede extraer bajas frecuencias [12]. El
procesamiento ser realiza al maximo de intensidad de luz. En este camino, es posible alinear el
centro 6ptico del teléfono celular inteligente con el centro de la pantalla [5].

La calibracion del teléfono celular inteligente se logra usando una cuadricula de dimensiones
conocidas, esto permite obtener las mediciones reales [13]. El perfil de intensidad extraido es un
vector de informacién que contiene valores en escala de grises. Con esto valores es posible
determinar la distancia d, y calcular la NA o el angulo de aceptacién de la fibra analizada usando
la ecuacion 3.

RESULTADOS Y DISCUSION

A las fibras opticas utilizadas para la medicidén de su NA, se le quita el recubrimiento en su extremo
final, para limpiarlas y cortarlas de tal manera que se obtenga una alta calidad en el haz de luz en
la salida. Una vez que el sistema esta calibrado, las imagenes son adquiridas y analizadas.
Usando la adquisicién de los perfiles de intensidad proveniente de las imagenes, el tamafio del haz
es determinado a partir de la distancia z. Con el valor d del tamafio del spot y la ecuacién 3, es
posible determinar la NA. Este proceso es repetido para el spot de luz a la salida de las fibras
mono-modo y multi-modo.
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a) b)

CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

D

c) d)

Figura 3. Imagenes adquiridas de la salida de luz de las fibras mono-modo analizadas con el
sistema de medicion, (a) 980HP, (b) 1060XP, (c) PS980 y (d) UHNAS.

Para la medicion de NA en fibras mono-modo se utilizaron cuatro fibras diferentes de 980HP,
1060XP, UHNAS3 del fabricante NUFERN; y la PS980 de FIBERCORE. El punto v de intensidad
para fibras mono-modo es aproximadamente el 13.5%. En la figura 3 se presenta las imagenes
adquiridas de estas fibras. El perfil de distribucion de intensidad obtenidos de estas fibras en
funcién al angulo de emision 6, se pueden observar en la figura 4. La distancia en el eje z entre el
final de la fibra y la pantalla es de 240 mm.

Intensidad Normalizada

Infensidad Normalizada

Medicion de NA en Fibra 980hp

e

04 J. V=1 = 135%
0~ T LS e S S T
20 15 A0 5 0 5 10 15 20
Angulo de Emision 6 °
a
Medicion de NA en Fibra PS980
038

RPA138%

15 10 5 0 5 10 15 20
Angulo de Emision Ba"

Intensidad Normalizada

Intensidad Normalizada

Medicion de NA en Fibra 1060xp

2 15 A0 5 0 5 10 15 2
Angulo de Emisién 6 °
a

Medicion de NA en Fibra UHNA3

5 0 5 10
Angulo de Emision GHO

Figura 4. Perfiles de intensidad de fibras mono-modo medidos con el sistema.
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Respecto a las fibras multi-modo, las mediciones fueron realizadas a fibras HCF-250-47 de
CORACTIVE y a la MM-S200/220-22A de NUFERN. Para este caso el porcentaje de intensidad en
el punto v es del 5% aproximadamente. En la figura 5 se presentan las imagenes del patrén de
intensidad captadas, y en la figura 6 se puede ver los perfiles de intensidad adquiridos de estas
fibras. Nuevamente, la distancia z es de 240mm.

Figura 3. Imagenes adquiridas de la salida de luz de las fibras multi-modo analizadas con el
sistema de medicioén, (a) HCF-250-47 y (b) MM-S200/220-22A.

Medicion en Fibra MM-S200/220-22A47 Medicién en Fibra HCF-250-47

1 { =+=+== MM-5200/220.22A NA = 0.22586 1 ——— HCF.25047 NA = 0.45841
2 o S T SR SR

Intensidad Normalizada
Intensidad Normalizada

0.1 v=-5%

0 T T T T T T T T T T 0——— L B e e I . R o L T
25 20 15 10 5 0 5 10 15 20 25 25 20 15 10 5 0 5 10 15 20 25
Angulo de Emisién (}a G Angulo de Emision Hﬂ 2

Figura 6. Perfiles de intensidad de fibras mono-modo medidos con el sistema.
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Con el fin de comprobar el rendimiento del instrumento, se midieron las NAs de cuatro diferentes
fibras mono-modo y dos diferentes fibras multi-modo. Las mediciones para las primeras fueron
usando una longitud de onda de 1060 nm, y para las segundas de 976 nm, con la misma potencia
laser de 1 W. Estos resultados se aprecian en la tabla 1. Los valores de las mediciones estan en
un rango de error del 10% comparadas con los valores nominales de sus respectivos fabricantes.
Demostrandose que el sistema tiene un buen y confiable desempefio para realizar las mediciones
en diferente tipo de fibras opticas.

Longitud
.. de onda . .
. Mediciones NA . Distancia
Fibra Tlpo NA fabricante de N Fabricante Z (mm)
operacion
(nm)
980HP 0.23977 0.20 980-1600 NUFERN 240
1060XP Single- 0.14626 0.140 980-1600 NUFERN 240
UHNA3 mode 0.38064 0.350 980-1600 NUFERN 240
PS980 0.14951 0.14 980-1310 FIBERCORE 240
HCF-250-47 . 0.45841 0.46 800-1100 CORACTIVE 240
MM-S200/220- | Multi-
29A mode 0.22586 0.22 800-1600 NUFERN 240

Asi, con este sistema es posible medir diferente tipo de fibras opticas. Automaticamente, los
usuarios pueden cambiar la distancia entre la salida de la fibra y la pantalla, si es necesario medir
alta potencia en fibras o laseres de fibras.

CONCLUSIONES

Un instrumento para medir la apertura numérica de fibras épticas fue demostrado. La mediciéon esta
basada en la adquisicidon y procesamiento en imagenes de la intensidad de la salida de luz
proveniente de la fibra dptica sobre una pantalla. Las imagenes son capturadas por un teléfono
celular inteligente comercial que es sensible al infrarrojo cercano. En particular, el método se basa
en la extraccion del perfil del haz de luz, el cual es procesado de forma digital, corrigiendo la
aberracion de la lente de la camara y compensando la desalineacion con respecto a la pantalla.
Utilizando el instrumento propuesto, la NA de cuatro distintas fibras épticas mono-modo y dos
distintas fibras multi-modo fueron medidas, los valores obtenidos fueron cercanos comparados con
los valores nominales que ofrecen los fabricantes de estas fibras en sus hojas de especificaciones.
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RESUMEN

Las neuronas muestran una variedad de comportamientos, desde estados inactivos hasta cadticos
y es asi que un modelo neuronal debe ser capaz de desarrollar tres tipos fundamentales de
actividad eléctrica presente en dichas células tales como: el reposo o inactividad, picos o “spiking”
y el “bursting” o réfaga de picos. El modelo de Hindmarsh-Rose es capaz de reproducir todos estos
comportamientos dinamicos al cambiar algunos parametros. En el presente trabajo se describen
las diferentes dinamicas, asi como su estabilidad, mediante el empleo de herramientas; como el
mapa de Poincaré para la construccién de diagramas de bifurcacién y los exponentes de
Lyapunov. El objetivo es caracterizar los parametros que estén dentro del régimen cadtico, ya que
existen estudios detallados de los electroencefalogramas (EEGs) de los humanos, los cuales
revelan la existencia de dinamica cadtica presentando atractores extrafos, por ejemplo, durante un
ataque epiléptico se presenta comportamiento periddico regular ritmico mientras que lo normal es
el caos.

Estos resultados pueden ser usados para la implementacion de acoplamientos de sistemas de
Hindmarsh-Rose que muestren algun tipo de sincronizacién. Es considerado que la sincronizacién
juega un papel importante en el procesamiento de la informacién en muchos sistemas neuronales.

INTRODUCCION

La neurona es la unidad estructural y funcional basica del sistema nervioso, que procesa vy
transmite la informacion del entorno a través de sinapsis quimicas y eléctricas’. Para comprender
los principios del procesamiento y transmisién de la informacion en el cerebro, ademas de
numerosos métodos experimentales, el modelado matematico a nivel de las neuronas también es
un enfoque adecuado para abordar cuestiones fundamentales como la codificacion neuronal o la
transmision de sefiales’. Desde la perspectiva de los sistemas dinamicos, una neurona puede ser
vista como tal, donde la variable dinamica relevante es el potencial eléctrico de membrana que se
propaga a lo largo del axén al ocurrir un potencial de accion’. Se pueden implementar modelos
matematicos tipicos de la actividad eléctrica de la neurona, por ejemplo, el modelo neuronal de
Hindmarsh-Rose entre otros.

El comportamiento dinamico no lineal del modelo de Hindmarsh-Rose® es uno de los modelos
neuronales de dimensién 3 mas popular y estudiado en las ciencias neuroldgicas. En este modelo,
el potencial de accién de una sola neurona se dispara debido a un estimulo suficiente (denominado
umbral), induce varios tipos de comportamiento que reflejan la actividad delicada de una auténtica
neurona: una sucesién de un estado de reposo, potencial de accién de disparo y periodo de
desactivacion®. Ademas, el caos ha sido encontrado en la dinamica de una red neuronal hasta la
electroencefalografia macroscépica (EEG) tanto en la teoria como en la experimentacion®. Los
potenciales de accion y su naturaleza (periddica o cadtica) dependen de algunos parametros clave
del modelo como, por ejemplo, la corriente aplicada I, que conduce a la aparicién de la actividad
eléctrica neuronal a través de la inestabilidad de los puntos de equilibriom.

MODELO MATEMATICO NEURONAL DE HINDMARSH-ROSE
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En neurociencia y en dinamica no lineal, el modelo neuronal de Hindsmarsh-Rose (HR) es una
version simplificada del modelo fisioldgicamente realista propuesto por Hodgkin y Huxley”, y una
modificaciéon de las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo12. Fue originalmente propuesto para modelar
la sincronizacion de disparo de dos neuronas de Helix aspersa'”. El modelo neuronal HR esta dado
por:
y—x3+bx?+1—z
X= 1—dx?—y , (0.1)
r(s(x —x,.) — z)

donde X = [x,y,z]" € R? es el vector de las variables de estados. La variable de estado relevante
x(t) es conocido como el potencial de membrana, y(t) (variable spiking) es la variable de
recuperaciéon asociada con corriente rapida de iones Na® o K', z(t) (variable bursting) es la
corriente de adaptacién asociada con la corriente lenta de, por ejemplo, iones Ca”. l¢€ R o I(t)
es la corriente externa suministrada a la neurona, mientras b € R* representa el comportamiento
cualitativo del modelo. r € R* es un pequefio parametro (0 <r « 1) que gobierna el
comportamiento bursting, x, € R es la x-coordenada del punto de equilibrio estable en el caso que
no se aplique una corriente externa y d € R*. s € R* gobierna la adaptacién: los valores mas
pequefios de s = 1 resulta en un comportamiento spiking répido8.

Para el presente estudio, se establecen los parametros del modelo neuronal de HR como sigue:
b=3y d=5. El equilibrio del sistema HR de 1982", x, = — (1 ++/5)/2 ~ —1.6, corresponde al
potencial umbral para desencadenar bursts.

LA DINAMICA DEL MODELO NEURONAL DE HR

Para ciertos valores de los parametros I y r, varios comportamientos dinamicos del potencial de
membrana x(t) se pueden observar como muestra la Figura 0.1, donde algunos tipos de
comportamientos dinamicos son:

1. Estado de reposo: el estimulo a la neurona esta por debajo de cierto umbral y la respuesta
alcanza un régimen estacionario como se muestra en la Figura 0.1(a).

2. Tonic spiking: la respuesta se compone de una serie regular de picos igualmente espaciados
como se muestra en la Figura 0.1(b).

3. Bursting regular: la respuesta se compone de grupos de dos 0 mas picos (llamados burst)
separados por periodos de inactividad como se muestra en la Figura 0.1(c).

4. Bursting cadtico: la respuesta se compone de una serie aperioddica de rafaga como se muestra
en la Figura 0.1(d).
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Figura 0.1 Comportamientos dinamicos de una sola neurona HR: (a) Estado de reposocon I =0y
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r = 0.01325. (b) Tonic bursting con I = 3 y r = 0.045. (c) Bursting regular con I =3y r = 0.011. (d)
Bursting cadtico con I =3y r = 0.01325.

ESTABILIDAD Y ANALISIS DE BIFURCACION

ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DEL PUNTO DE EQUILIBRIO

En el punto de equilibrio E = (x,¥,2), las variables x(t), y(t) y z(t) del sistema (0.1) alcanza un
estado estacionario, donde el punto de equilibrio satisface x =y =z = 0, por lo tanto, tenemos
que:

fG) =x%+(d—b)x* +sx—(sx, +1+1),
X

1—dz? l,f: {x € R|f(x) = 0},

s(x —x,.)

(0.1)

X=

donde X = [%,7,Z]T e Ry f(x):R - R.

Para encontrar el punto de equilibrio E se utiliz6 el método de Cardano'® para f(x) =0 de la
ecuacion (0.1), el cual depende de los parametros s e I , y también de la variable A € R:

_(r\? a\?> _ 2,11 2 111 2\12 1 4\3
a=()+ () =s+iE s iG] +5(-3) 0.2
Es posible encontrar que el nimero de puntos de equilibrio depende del signo que toma A.
Tenemos que si A > 0, existe una solucion del punto de equilibrio; para A = 0, existen dos puntos
de equilibrio si p,q # 0 y un punto de equilibrio si p = q = 0; por ultimo, para A < 0, tres soluciones
para el punto de equilibrio son posibles.

0.06 T T T
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Figura 0.1 Diagrama que muestra el nimero de puntos de equilibrio en el plano (s,I). En la regién
A, el modelo neuronal de HR (0.1) tiene un punto de equilibrio, mientras que en la regién B,
encontramos tres puntos de equilibrio. Las soluciones de la Ecuacién (0.4) corresponden al caso
donde existen dos puntos de equilibrio si s < 4/3.

e Caso 1,donde A = 0:
Consideremos la nueva variable A, € R, el discriminante de la Ecuacion (0.2):

3
IR g 03
Ahora tenemos que las soluciones I+ € I,- de la Ecuacién (0.2) son:

Lyt p- = — [% +s (xr + g)] + 2\/A_A- (0.4)
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Dado que el valor de A depende de los parametros s € I como se muestra en la Figura 0.1, para
este caso en particular depende de las Ecuaciones (0.3) y (0.4), resultando en dos subcasos.

1. Si p,q #0, para algun valor de I, o I,, se tienen los siguientes puntos de equilibrio
E1i (%14, Y10 Z1i) (i=ap):

39 _2 _3a_2
_ 14 3 _ 2p 3
Xia=] 1= 5x2, Xy =1 1= 572, | (0.5)
s(X1q — %) s(X1p — %)

2. Si p=q=0, por lo tanto, tenemos que A,= 0 satisfaciendo que s=4/3 e [;+ =1,- =
—[11/27 + s(x, + 2/3)], se tiene un Unico punto de equilibrio E, (%, y,, Z,):

=] -= | (0.6)

e Caso 2, donde A > 0:
Como se muestra en la Figura 0.1 en la region A, el modelo neuronal de HR (0.1) tiene un punto de
equilibrio E5 (i3, ¥3, Z3):

fj_ngw-g—vz—gl

X3 = 1— ng ]. (0.7)

S(fS - xr)

e Caso 3, donde A < 0:
En la region B de la Figura 0.1, es posible encontrar tres puntos de equilibrio Ey; (%4, ¥ai) Zai) (i=ap.c)
para el modelo neuronal de HR (0.1):

E —Ecos[lcos‘l(—g —Z—Z)+@ -2
_ NEE 3 2y » 3

3
4a4b4c = 1— 53?2a,4b,4c |, k € {0,1,2}. (0.8)
S(f4a,4b,4c - xr)

Para entender el comportamiento dinamico del modelo neuronal de HR descrito en la Ecuacién
(0.1), es relevante poner en claro la naturaleza del punto de equilibrio E, como una funcién de los
parametros s e I, a través de los eigenvalores del Jacobiano J(X) € R3*3 del sistema (0.1):

JX)=| —10¢ -1 0 (0.9)

6x —3x% 1 —1l
rs 0 -r

El punto de equilibrio es estable al menos localmente si la parte real de todos los eigenvalores de
la Ecuacion (0.9) son negativos. La ecuacion caracteristica asociada es:

B+B3GE2—-20)+r+1]2+B3x2r+1)+2x2 -3 +r(s+ DA +r(Bx2+4x +s) =0. (0.10)

Considere en el plano (s,I) un punto Q(s,I), y sus correspondientes puntos de equilibrio E (%, y, 2),
a continuacion, se muestra su estabilidad local.
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En la regién dada por la Ecuacion (0.4), el comportamiento se vuelve un caso especial con la
aparicion de puntos de equilibrio no hiperbélicos tipo nodo silla y la teoria de la variedad central'®,
admite dos puntos de equilibrio para s < 4/3 y un punto de equilibrio para s = 4/3. Por ejemplo, el
punto Ql(l, 12—(1)) con sus correspondientes puntos de equilibrio E;,(—4/3,—71/9,0.2847) de tipo
nodo foco estable y E;;,(—1/3,4/9,1.2847) de tipo nodo silla, ya que sus eigenvalores son (1, =
—43/3,1, = —0.005 + 0.0083i,1; = —0.005 — 0.0083i) y (1, = —3.6101,1, = 0.2758,1; = 0),
respectivamente. Por lo tanto, E;, es estable y E;, es inestable, donde todas las trayectorias
convergen al punto de equilibrio estable como se muestra en la Figura 0.2(a). Mientras que en el
punto Q,(4/3,1,+(4/3)), con su respectivo punto de equilibrio E,(—2/3,-11/9,1.2685) es de tipo
nodo silla, dado que sus eigenvalores son (4, = —6.5371,4, = 0.2028,1; = 0), por lo tanto es
inestable como se presenta en la Figura 0.2(b), donde la trayectoria forma un atractor y se
mantiene alejado del punto E,.

En la region A donde existe un punto de equilibrio para el sistema (0.1), por ejemplo, el punto
Q5(4,3.5), y su correspondiente punto de equilibrio E5(—0.6285,—0.9783,3.9583), dicho punto E; es
de tipo silla, ya que sus eigenvalores son (1, = —6.1705,1, = 0.2118,1; = 0.002). El espacio de
fases mostrado en la Figura 0.2(c), la trayectoria se vuelve un ciclo limite estable de periodo 1, sin
que este se acerque a E;.
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Figura 0.2 Espacio de fases del sistema (0.1) para diferentes Q(s,I) con r = 0.001. (a) 2 puntos de
equilibrio con Q(1,0.47). (b) 1 punto de equilibrio con Q(4/3,0.861). (c) 1 punto de equilibrio con
Q(4,3.5). (d) 3 puntos de equilibrio con Q(1.2,0.73). Los puntos de equilibrio estan marcados en
rojo.

Por ultimo, consideremos el caso de los tres puntos de equilibrio, mostrados en la regién B de la
Figura 0.1. Con el punto Q,(1.2,0.73), los puntos de equilibrio son E,,(—0.3186,0.4926,1.5594),
E,;,(—1.0468,—4.4785,0.6855) y E,.(—0.6347,—1.014,1.18), los cuales son de tipo silla, para los
eigenvalores obtenidos de la Ecuacion caracteristica (0.10) para cada punto de equilibrio E,,, E,;, Y
E,. son (4; =—3.4933,4, = 0.2761,4; = 0.0002), (1; =—10.6521,4, = 0.0830,4; = 0.0003) y
(A4, = —6.2298,1, = 0.2125,1; = —0.0001), respectivamente. De acuerdo a la Figura 0.2(d), la
trayectoria se aleja de los puntos de equilibrio E,, y E,;, mientras que en el punto de equilibrio E,,
la trayectoria se acerca y se aleja repetidamente, esto se debe a que tienen una variedad estable
de dimensién 2, la cual la atrae y la variedad inestable de dimensién 1 la repele.

DIAGRAMA DE BIFURCACION
Estableciendo el parametro I con la condiciéon inicial x, = (—0.2984,0.0001,2.5915) y variando el
parametro r en el intervalo de (0,0.05]. El diagrama de bifurcacion muestra cémo los
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comportamientos dinamicos del modelo (0.1) varian con el valor creciente de r, como se muestra
en la Figura 0.3. El diagrama de bifurcacién se obtuvo calculando las intersecciones de las
trayectorias de la solucion del sistema (0.1) con un plano, es decir, un mapa de Poincaré'’ y
ademas los eventos de cruce satisfacen que x > 0.
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Figura 0.3 Diagramas de bifurcacién del modelo neurona de HR (0.1) en funcién del parametro r,
empleando el plano de Poincaré definidoen x + z = 3. (@) Con I = 3. (b) Con I = 3.5.

La Figura 0.3(a) muestra la transicion desde simple bursting a complejas oscilaciones bursting a
través de caos intermitente'® como decrece r, parar = 0.016 y 0 < r < 0.0045, el modelo neuronal
exhibe spiking periddicos continuos. EI comportamiento cadtico se encuentra en las regiones
r = 0.00475, 0.00575 < r < 0.0065, 0.00775 < r < 0.0095 y 0.01275 <r < 0.016. Mientras que la
Figura 0.3(b) muestra spiking de periodo 1 en las regiones 0 < r < 0.0065 y 0.027 < r < 0.005, y
de periodo 2 en la region 0.0065 < r < 0.027.

ESPECTRO DE LOS EXPONENTES DE LYAPUNOV

Los exponentes caracteristicos de Lyapunov son utilizados como una herramienta de deteccién de
caos, los cuales miden la tasa promedio de divergencia o convergencia exponencial de trayectorias
muy proximas en el espacio de fase'’.

En sistemas tridimensionales, son posibles diferentes combinaciones de signos20 para los
exponentes de Lyapunov:

1. {—,—, =}, es un punto fijo estable de dimensién 0.

2. {0,—,—}, es un ciclo limite de dimensién 1.

3. {0,0, -}, es un atractor toroidal de dimension 2.

4. {+,0,—}, es un atractor extrafo de dimension fraccionaria (2 < D < 3)21.
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Figura 0.4 Maximo exponente de Lyapunov &, del modelo neuronal de HR (0.1) en funcién de los

parametros I y r.

En caso de que exista mas de un exponente positivo se obtiene el comportamiento conocido como
hipercaoszz.

Se implementé el método numérico de Wolf* para el calculo de los exponentes caracteristicos de
Lyapunov, de los cuales es de interés encontrar la terna que contenga uno positivo, uno negativo y
uno cero, ya que es caracteristico de una dinamica cadtica.
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En la Figura 0.4 se ilustra el maximo exponente de Lyapunov (&;) en el espacio de parametros (I vs
r), en color rojo para valores positivos, amarillo para valores muy cercanos al cero y en azul
valores negativos, el segundo y tercer exponente de Lyapunov, aparecen valores muy cercanos al
cero y este ultimo son todos negativos en el rango del espacio de parametros mostrado
(exponentes no mostrados), sin embargo, el exponente que realmente importa es el maximo®~.

CONCLUSIONES

Se encontré que el numero de puntos de equilibrio dependen de los parametros s e I, a pesar que
el plano (Figura 0.1) obtenido no es tan complejo para predecir todos los puntos de equilibrio, se
hallé la existencia de inestabilidad en los puntos de equilibrio y mas aun de tipo no hiperbdlicos.
Esto ocasiona el tipo de comportamiento en la dinamica del potencial de accién del modelo
neuronal de HR, donde el parametro r establece el tipo de estabilidad al menos localmente.

El modelo neuronal de HR es capaz de mostrar los diferentes comportamientos que son tipicos en
una neurona de manera biolégica, dicho modelo exhibe desde el estado de reposo (un punto de
equilibrio estable) pasando por bursting periddicos hasta comportamiento cadtico. Los diagramas
de bifurcacion son Utiles ya que se reducen 1 dimension, haciéndolos mas féaciles de interpretar,
ademas de mostrar para ciertos parametros (I,r,s) comportamiento periddico o cadtico. También
mediante los exponentes de Lyapunov se corroboré el tipo de dinamica, encontrandose que para
los valores de s = 4, r = 0.1325 e I = 3 corresponden a una dinamica cadtica. Es de interés este
tipo de dinamica ya que de manera natural se ha visto que la dinamica de los potenciales de accién
es caotico™, donde al entender la estabilidad del modelo neuronal de HR nos abre las puertas para
la comprension de la comunicacién neuronal en los seres vivos y como resultado la sincronizacion
que existe.

AGRADECIMIENTOS
F.M.C.F agradece a CONACyT por la beca otorgada No. 590394 para estudios de maestria.
L.J.0.G. agradece a la UASLP por el apoyo otorgado a través del proyecto No. C16-FAI-09-46.46.

BIBLIOGRAFIA

5. D. Purves, G. J. Augustine, D. Fitzpatrick, W. C. Hall, A. S. Lamantia, J. O. McNamara, S.
M Williams, “Neuroscience”, Sinauer Associates, Publishers, 2004.

6. M. |. Rabinovich, P. Varona, A. |. Selverston, H. D. Abarbanel, “Dynamical principles in
neuroscience”, Reviews of modern physics, Vol. 78, No. 4, 2006, pp. 1213-1266.

7. C. P. Fall, E. S. Marland, J. M. Wagner, J. J. Tyson, “Computational Cell Biology”,
Interdisciplinary Applied Mathematics, Springer New York, 2007.

8. J. L. Hindmarsh, R. M. Rose, “A model of neuronal bursting using three coupled first order
differential equations”, Proceedings of the Royal Society of London B: Biological Sciences,
Vol. 221, No. 1222, 1984, pp. 87-102.

9. V. Makarenko, R. Llinas, “Experimentally determined chaotic phase synchronization in a
neuronal system”, Proceedings of the National Academy of Sciences, Vol. 95, No. 26,
2013, pp. 15747-15752.

10. S. R. Dtchetgnia Djeundam, R. Yamapi, T. C. Kofane, M. A. Aziz-Alaoui, “Deterministic and
stochastic bifurcations in the Hindmarsh-Rose neuronal model”’, Chaos: An Interdisciplinary
Journal of Nonlinear Science, Vol. 23, No. 3, 2013, p. 033125.

11. A. L. Hodgkin, A. F. Huxley, “A Quantitative Description of Membrane Current and Its
Application to Conduction and Excitation in Nerve”, The Journal of Physiology, Vol. 117,
No. 4, 1952, pp. 500-544.

12. R. FitzHugh, “Impulses and physiological states in theoretical models of nerve membrane”,
Biophysical journal, Vol. 1, No. 6, 1961, pp. 445-466.

13. S. Coombes, P. C. Bressloff, “Bursting: the genesis of rhythm in the nervous system”,
World Scientific Publishing Company, 2005.

14. J. L. Hindmarsh, R. M. Rose, “A model of the nerve impulse using two first-order differential
equations”, Nature, Vol. 296, No. 5853, 1982, pp. 162-164.

2610



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

15. J. V. Uspensky, “Teoria de Ecuaciones”, Limusa Noriega Editores, 1992.

16. L. Perko, “Differential equations and dynamical systems”, Springer Science, 2013.

17. J. Starke, M. P. Sorensen, P. Hjorth, J. K. Moller, L. E. Christiansen, H. Madsen, “An
Introduction to Mathematical Modelling, Nonlinear Dynamics, Stochastic and Complex
Systems”, MMC summer school 2010, 2010.

18. Y. S. Fan, A. V. Holden, “Bifurcations, burstings, chaos and crises in the Rose-Hindmarsh
model for neuronal activity”, Chaos Solitons & Fractals, Vol. 3, No. 4, 1993, pp. 439-449.

19. F. L. Dubeibe, “Calculo del maximo exponente de Lyapunov con Mathematica”, Revista
Colombiana de Fisica, Vol. 45, No. 2, 2013, p. 151.

20. H. Bikkin, I. I. Lyapilin, “Non-equilibrium thermodynamics and physical kinetics”, De Gruyter,
2014.

21. M. Sandri, “Numerical calculation of Lyapunov exponents”’, Mathematica Journal, Vol. 6,
No. 3, 1996, pp. 78-84.

22. F. Montero, F. Moran, “Biofisica. Procesos de autoorganizacion en biologia”, Eudema,
1992.

23. A. Wolf, J. B. Swift. H. L. Swinney, J. A. Vastano, “Determining Lyapunov exponents from a
time series”, Physica D: Nonlinear Phenomena, Vol. 16, No. 3, 1985, pp. 285-317.

24. A. Babloyantz, A. Destexhe, “Low-dimensional chaos in an instance of epilepsy”,
Proceedings of the National Academy of Sciences, Vol. 83, No. 10, 1986, pp. 3513-3517.

2611



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

SIMULACION DE LA ADHERENCIA CAPA-SUSTRATO EN UN ACERO SAE 1005 TRATADO
TERQMOQUIMICAMENTE POR BORURIZACION

J. Merced Martinez, Marissa Vargas, Ana M. Herrera.

Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo, Area Académica de Ciencias de la Tierra y
Materiales. Mineral de la Reforma, Hidalgo, México.

RESUMEN

En el presente trabajo se evalud el efecto del tratamiento termoquimico de borurizacion sobre la
adherencia superficial de la capa de boruro formada en el acero DIN UC1. El proceso se llevé a
cabo por empaquetamiento a la temperatura de 1273 K, a los tiempos de 4800, 6000, 7200 y
14400 segundos. La prueba de adherencia HRC basada en la norma VDI 1398, se simuldé en
COMSOL 5.0®; en la que se observo que la, la tensién de von Mises fue de 169 MPa después de
4 horas, en la capa de boruro de hierro (Fe;B) con un espesor de 60.04 uym, y la tension maxima de
100 MPa, valores mayores a los que se obtuvieron con espesores de capa menor de 23.2, 30.2 y
37.9 ym, lo que presupone que la borurizacion incrementa la resistencia del esfuerzo cortante a la
fluencia del acero y por lo tanto la adherencia de la capa al sustrato.

INTRODUCCION

Los tratamientos termoquimicos aportan propiedades para aplicaciones especificas como:
disminuir el coeficiente de friccidon, aumentar la resistencia a la corrosion y mejorar las propiedades
triboldgicas [1,2,3] logrando extender la vida util en las piezas de hierro utilizadas en los sistemas
mecanicos [4,5]. La borurizacion es un tratamiento termoquimico de endurecimiento superficial que
consiste en calentar el material entre 973 a 1273 K durante 1 a 12 h [6] en contacto con un polvo
sélido, una pasta, un liquido o un gas rico en boro. El tratamiento con boro de materiales ferrosos
da como resultado la formacién de una capa monofasica o bifasica en la capa de boruros [7,8] con
una alta dureza superficial que puede llegar a valores de 1800 HV. La capa de boruro monofasica
consiste en Fe,B mientras que la capa bifasica se compone de una fase oscura exterior de FeB y
una fase brillante interior de Fe,B. La formacion de una o doble fase depende de la disponibilidad
de boro durante el tratamiento. En general, es deseable la formacion de una sola fase ya que es
comun la formacion de grietas en la interfase FeB/Fe,B [9] provocando la descamacioén y el
desprendimiento de la capa cuando se aplica una tensién mecanica o incluso la separacion cuando
la parte tratada es sometida a un choque térmico y/o mecanico.

El proceso de borurizacion consta de dos tipos de reaccidn. La primera reaccion es la nucleacion
que se lleva a cabo en la superficie de la pieza a tratar. La velocidad de nucleaciéon depende del
tiempo y la temperatura necesarios para la formacién de una capa de boruro delgada y compacta.
La segunda reaccién es el crecimiento de la capa que se encuentra en funcién de la difusién del
boro en el hierro y este a su vez de la temperatura [10,11]. El espesor de la capa de borurizacion
corresponde con la aplicacion deseada; por regla general las capas delgadas de 15 a 20 um se
utilizan para la proteccién contra el desgaste adhesivo como la conformacién de troqueles sin
arranque de virutas y herramientas metalicas por estampado, mientras que las capas gruesas (90 a
200 pm) evitan el desgaste erosivo en herramientas para la extrusién de plasticos y la industria
ceramica. Una de las propiedades importantes de una capa boruradas es que mantiene su dureza
a aplicar un tratamiento térmico posterior [12]. Una desventaja del borurizado es que la capa
formada es fragil, especialmente la de FeB [13]. Para la prueba de cohesion utilizaron la norma VDI
3198 en combinaciéon con el método estandar Rockwell como una prueba de la calidad de
adherencia de las capas formadas.

TEORIA
La falla se puede definir como la pérdida de funcién de un elemento por deformacion (fluencia) o
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separacion de sus partes (fractura). Los mecanismos de falla dependen de la estructura
microscopica del material y el tipo de enlace atémico. Para predecir la falla se han desarrollado
varias teorias basandose en observaciones experimentales. La Teoria de la Energia de Distorsion
fue propuesta por R. Von Mises al observar que los materiales bajo esfuerzos hidrostaticos
soportan esfuerzos mucho mayores que sus esfuerzos de fluencia bajo otros estados de carga. La
teoria establece: “La falla se producira cuando la energia de distorsién por unidad de volumen
debida a los esfuerzos maximos absolutos en el punto critico sea igual o mayor a la energia de
distorsion por unidad de volumen de una probeta en el ensayo de tensiéon en el momento de
producirse la fluencia”. La distorsién del elemento es debida a los esfuerzos principales restandoles

los esfuerzos hidrostaticos:

Oh=———>5 D
La energia de distorsion es la diferencia entre la energia total de deformaciéon por unidad de
volumen y la energia de deformacion por unidad de volumen debida a los esfuerzos hidrostaticos.
Como el material se encuentra en el rango elastico (la falla se produce al llegar a la zona plastica),
por lo tanto, el esfuerzo de von Mises se define como:

. oy — 03)? + (0, — 03)2 + (0, — 03)?
o =\/0'12+O'22+O'32—010'2—0203—0103=\/(1 2+ (o 5 )+ (01~ 03) )
Entonces la falla ocurre cuando:
g =S5, 3)

Donde S, el esfuerzo cortante a la fluencia.

FUNDAMENTO MATEMATICO PARA LA SIMULACION DE LA ADHERENCIA

El modelo de zona cohesiva (CZM) es usado para predecir la propagacion de las grietas de un
composito debido a la aplicacién de una carga mixta. El modelo CZM considera una ley bilineal de
traccion-separacion. La traccion se incrementa linealmente con una rigidez K, hasta que se abre la
grieta llegando al inicio de desplazamiento de la falla uy. Cuando la grieta empieza el material se
ablanda irreversiblemente y la rigidez disminuye como una funcién del parametro de dafio d. el
material falla entonces y la rigidez alcanza el valor de cero cuando se llega al ultimo
desplazamiento u;. Los valores de ug y uf dependen de si la separacion se da normal (modo 1) o
tangencial a la superficie de deslizamiento (modo Il y lll). El inicio del desplazamiento de la falla en
el modo | es:

J— NS 4_
U = K, “)
Para el modo Il y 11l
_ Ss 5
El Ultimo desplazamiento es determinado por la fractura o energia critica:
qu = NS (6)
2Gyc
Uyp = ™)
11f Ss

Para el modelo | se asume que no existe ablandamiento por compresién. La rigidez en compresion
es la constante K,. Esta ecuacion es valida cuando solo se aplica una carga. En un modo de carga
mixto, donde u, es normal y u,, el desplazamiento tangencial relativo a la interface, es definido
como:

Up = [uf +u} 3
El cual es valido para u, > 0. El modo mixto es definido como la razén

_ Uy

B=— )

Uy

Con esta definicién, la iniciacién del dafio en el modo mixto es gobernada por:
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_ 1+ B2 10
Umo = UjoUyro 2+ (Bi)? (10)

La delaminacién total en el modo mixto es calculada bajo los criterios de Benzeggahh y Kenan (B-
K):

BZ n
T [GIC + (Giiec — Gie) (TBZ) ] (11)

La rigidez en la interface laminada depende de la trayectoria de desplazamiento. En el médulo
CZM la trayectoria depende de solo una variable, el maximo desplazamiento en el modo mixto en
cada punto sobre la interface, unax. Con el desplazamiento maximo, la funcién de la evolucién del
dafo puede ser definida como:
d = umf(umax - umo) (12)
Umax (umf — Upmo)
Con las ecuaciones de arriba la rigidez de la interface esta definida como:
Kp - Umax < Umo
K;=41- d)Kp S Umo<Umax < Ums (13)
0 &= Upax > Uy

Umf =1

Para los componentes tangenciales y, para el desplazamiento normal:
Ky <u >0

K = <0 (a4
PARTE EXPERIMENTAL
El tratamiento de borurizaciéon se realizé en un acero SAE1005 por empaquetamiento en una
mezcla de polvos compuesta por 30% en peso de acido de acido bérico, 30% en peso de boérax y
el resto de carburo de silicio a la temperatura de 1273 K. El proceso se llevo a cabo introduciendo
los sustratos pulidos, en una caja de 100 x 150 x 70 mm de placa de acero de 4. La caja de acero
se coloco dentro de un horno NABERTHERM precalentado a la temperatura de los tratamientos.
Después de introducir la caja la temperatura disminuyo por lo que es necesario esperar 30 minutos
para alcanzar nuevamente la temperatura del tratamiento y a partir de ahi empezar a contar el
tiempo. Al terminar el tratamiento las muestras fueron sacadas de la caja para enfriarlas a
temperatura ambiente, cortarlas, encapsular en baquelita, desbastarlas, pulirlas y atacarlas con
nital al 3%.
Microscopia optica (MO)
El microscopio 6ptico es una herramienta que se empled para el estudio de la microestructura de
los materiales utilizando luz visible para proporcionar una imagen aumentada. En el estudio se
utilizé un MO marca Olimpus con el software para el analisis de imagenes Paxlt, las micrografias
se obtendran a 100X y 200X para medir el espesor de la capa de boruro de hierro.
Simulacién de la prueba de adherencia
Una propiedad importante de un sistema capa-sustrato funcional es una suficiente adherencia de la
capa sobre el substrato. La simulacion se realiz6 de acuerdo con el método de ensayo de
indentacién DaimlerBenz Rockwell C con un indentador conico de diamante con una punta de 200
Mm de radio y una carga de 150 kg. Los diferentes tipos de dafio observados sirvieron de
comparacion con los estados convencionales de calidad de adherencia de acuerdo a la escala HF
(de HF1 a HF6) que representa la fuerza de adherencia entre el sustrato y el recubrimiento. Entre
HF1 y HF4 la adherencia es suficiente, mientras que HF5 y HF6 representan una adherencia
insuficiente.

RESULTADOS

Microscopia 6ptica

La dinamica de crecimiento de la capa de boruro consta de tres etapas [89], Durante la primera
etapa los cristales de FeB (el primer producto que se forma) crecié sobre la superficie metalica
hasta cubrir la pieza por completo. Durante la segunda etapa los cristales de FeB crecieron y
formaron Fe,B que crecidé hacia el interior del metal y en la tercera etapa todos los cristales de
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Fe,B crecieron en una orientacién cristalografica preferente [001] dando lugar a morfologia tipo
diente de sierra [90] como se muestra en la Figura 1.

i

capa de boruro

sustrato

Figura 1. Micrografias a 200X de la capa de boruro de hierro (Fe,B) del sustrato de acero
SAE1005 borurizado con la mezcla de bérax y acido bérico durante a 1273K durante a) 2h y b) 3h

Simulacion de la prueba de adherencia
Las imagenes de la tensién de von Mises al aplicar una carga de 150 kg sobre la capa, se
muestran en las Figuras 2, 3,4 y 5.

Figura 5. Resultados de la simulacion de la prueba de adherencia para el acero SAE1005 con un
espesor de capa de 23.2 um; desplazamiento del material en la direccién a) x y b) y
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Figura 6. Resultados de la simulacién de la prueba de adherencia para el acero SAE1005 con un
espesor de capa de 30.2 ym; desplazamiento del material en la direccion a) x y b) y

La forma de la huella en cada uno de los casos simulados es similar a la mostrada en la norma
VDI3198 (Figura 6). A diferencia de los resultados solamente visuales del test, con la simulacion
podemos obtener ademas de la longitud de la huella de indentacion (Figura 7), la tension de Von
Mises, la tensién méxima en la huella y el desplazamiento de la capa sobre el sustrato en la
direccion perpendicular al contacto (Tabla 1).

Figura 4. Resultados de la simulacion de la prueba de adherencia para el acero SAE1005 con un
espesor de capa de 37.9 um; b desplazamiento del material en la direccién a) xy b) y
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Figura 5. Resultados de la simulacion de la prueba de adherencia para el acero SAE1045 con un
espesor de capa de 60.04 uym; desplazamiento del material en la direccion a) x y b) y

Tabla 1. Resultados de la Simulacion

Tension de von Tension Desplazamiento maximo de la
Mises (MPa) maxima en la capa en la direccién
huella
(MPa) x (um) y (m)
23.2 1.29 0.9 1.37 x 10° 1.03 x 10™
30.2 0.8 1 3.89 x 107 249 x 107
37.8 775 80 1.26 x 10° 1.67 x 10°
60.04 169 100 -2.11 0.01

Falla inaceptable [M|Prueba VDI 3198

Carga del indentador

microgrietas

delaminacion

Figura 6. El principio de la prueba de indentacion VDI3198

La huella de la indentacion simulada tuvo una longitud (considerando la zona de las grietas) entre
2000-2200 um en todos los espesores de capa. La influencia del espesor de la capa se observé en
el agrietamiento alrededor de la huella, al mayor espesor de 60.04 um, las microgrietas de la capa
de boruro de hierro aumentaron provocando delaminacién, y por consecuencia la tension de von
Mises en la capa de boruro fue mayor (169 MPa); con respecto a la capa de 30.22 ym fue donde
se obtuvieron la tension y desplazamientos minimos, de 0.8 MPa y 3.19x 10 Um en promedio,
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respectivamente; lo que indica, que el tratamiento termoquimico de borurizacion aumenta la
resistencia al esfuerzo cortante a la fluencia y por lo tanto la adherencia de la capa al sustrato
sobre todo a espesores de capa pequefios de 23.2 a 37.8 ym, provocando solo microgrietas; en
cambio a espesores de capa 60.04 ym puede producirse delaminacion por lo tanto la adherencia
del sistema capa-sustrato seria pobre.

CONCLUSIONES

Se realiz6 el proceso de borurizacion por empaquetamiento en una mezcla de polvos compuesta
por acido bérico, bérax y carburo de silicio. El espesor de la capa fue caracterizado mediante MO,
concluyendo lo siguiente: las capas de boruro crecieron proporcionalmente con la temperatura. Al
aumentar la temperatura se incrementé la velocidad de difusion del boro confirmando que el
mecanismo de reaccion fue por difusion intersticial de boro en el hierro. Se realizé la simulacion de
la prueba de adherencia HRC basada en la norma VDI1398; analizando el efecto del espesor de la
capa de boruro, en la tensiéon de Von Mises y en la tension en la huella de indentacion, donde se
observo que al aumentar el espesor de la capa de 22.2 a 37.8 um, ambas tensiones aumentaron, y
por lo tanto la adherencia de la capa en el sustrato por lo que la adherencia del sistema sustrato-
capa es aceptable con solo la formacion de microgrietas. En cambio, en el espesor de capa mayor
(60.04 um) la capa se delamina. Por lo tanto, para una aplicacion industrial del acero SAE1005
tratado termoquimicamente por borurarizacion se recomiendan espesores de capa hasta 37.8 um.

* Agradecimiento: PRODEP, UAEH y UPJR
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RESUMEN

La contaminacion de los recursos naturales, es el resultado de las actividades producidas por el
sedentarismo, incrementando conforme el crecimiento demografico y exponencialmente con la
segunda revolucion industrial, fue hasta el siglo XX que inicio la preocupacion politica por el medio
ambiente generando una serie de legislaciones en paises desarrollados y posteriormente en los
paises subdesarrollados. Entre los contaminantes que se han regulado se encuentran los aceites,
grasas minerales y uso de combustibles fosiles, como la gasolina y el diésel, los cuales se
encuentran registrados como residuos peligrosos en la NOM-052-SEMARNAT-2005.

En este trabajo se analizara el efecto ocasionado al suelo por talleres mecanicos en la ciudad de
Morelia, existe una motorizacion de 303 vehiculos por cada mil habitantes debido a que al realizar
el mantenimiento automotriz existe un desecho de lubricantes, constituidos de 15-30% en peso de
hidrocarburos aromaticos, 70-85% de mezcla de hidrocarburos lineales y ciclicos, y
aproximadamente un 0.5-2% de especie con heteroatomos polares, de los cuales el azufre esta
presente en mayores concentraciones (1.2% a 12000 ppm), residuos, considerados peligrosos. Se
realizara en dos partes, en la primera se buscara establecer por medio de encuestas el
cumplimiento del reglamento del ayuntamiento de Morelia, clasificandolos por el nivel de
contaminacion que representa sus condiciones de operacién, que es lo que se reportara .En la
segunda etapa de este proyecto se analizaran muestras del suelo de los talleres, para determinar
su grado de contaminacion.

INTRODUCCION

La contaminacion de los recursos naturales, es el resultado de las actividades producidas por el
sedentarismo, incrementando conforme el crecimiento demogréfico. En 1760 la primera revolucion
industrial (historialuniversal.com, 2010), fue un parteaguas de la cantidad de contaminantes
introducidos al medio ambiente, lo cual crecié exponencialmente a partir de 1860 con la segunda
revolucién industrial (historialuniversal.com, 2010), a partir de esta fecha y durante largo tiempo los
contaminantes de las diferentes industrias eran depurados, sin ningun control al medio ambiente,
fue hasta el siglo XX que inicio la preocupacion politica por el medio ambiente, lo que generd una
serie de legislaciones para regular el desecho de contaminantes al medio ambiente, como
resultado de alguna actividad antropogénica.

Algunos de los contaminantes regulados son los aceites, grasas minerales y uso de combustibles
fésiles, como la gasolina y el diésel, utilizados por automdviles con motor de gasolina ¢ diésel , los
cuales se encuentran registrados como residuos peligrosos en la Norma Mexicana, NOM-052-
SEMARNAT-2005, que establece las Caracteristicas, el Procedimiento de Identificacion,
Clasificacion y Listados de los Residuos Peligrosos (SEMARNART). Asi como el nivel maximo
permisible de derrame de los hidrocarburos al suelo, en la NORMA Oficial Mexicana NOM-138-
SEMARNAT/SSA1-2012, que establece los Limites Maximos Permisibles de Hidrocarburos en
Suelos y Lineamientos para el Muestreo en la Caracterizacion y Especificaciones para la
Remediacion.

JUSTIFICACION
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En este trabajo se analizara el efecto ocasionado al suelo por talleres mecanicos en la ciudad de
Morelia Michoacan, donde en promedio, existe una motorizacion de 303 vehiculos por cada mil
habitantes (Bracho, 2010), teniendo una distribucién que se muestra en la siguiente figura.

Camion
pesado

AN 0.43% Transp.
2 80% publico
0.15%

Fuente: INE, 2009. Elaboracidn propia, con informacian
del sensor remoio y la Secretaria de Finanzas del
Gobiemo de Michoacan, 2008.

Figura1: Distribucion de la flota por tipo de vehiculo en Morelia (Bracho, 2010).

En la figura anterior (1) se muestra que el mayor porcentaje de vehiculos se encuentra en el sector
privado, independientemente del uso atribuido al automovil, un 100% del parque vehicular requiere
en un determinado momento, mantenimiento del motor, transmisién, asi como cada componente
del automovil. Al realizar el mantenimiento del automovil existe un desecho de lubricantes (aceites).
Al verter estos contaminantes al medio ambiente el ser humano puede presentar danos en la
salud, tales como; irritacion respiratoria (tos y dolor de garganta), palpitaciones y mareo, con un
tiempo de exposicion prolongado causa efectos agudos y crénicos en el sistema nervioso central,
tales como; cefaleas, nduseas, mareo, desorientacion, confusién e inquietud. Si la exposicion es
muy larga se produce acumulacion en diferentes sistemas, lo que puede provocar desde la pérdida
de consciencia y depresién respiratoria, hasta cancer en el sistema cutaneo y/o respiratorio
(Enciclopedia de Salud y Seguridad en el Trabajo, 2014); ésto, porque al tener contacto con la luz
visible, se desprendes una gran cantidad de compuestos téxicos, como lo son el Pb, Zn y Cr,
elementos considerados cancerigenos. El dafo principal al medio ambiente es la inhibicién del
crecimiento de vegetacion, con lo que se ve afectado el ecosistema en donde es derramado el
aceite. (Barrera Gallegos Luis Alfredo, 2015). Por lo anterior es necesario analizar el efecto que los
talleres mecanicos ocasionan al suelo en donde se encuentran ubicados, verificando que los
talleres registrados cumplan con los establecido para su operacion y analizando los talleres que no
estan reconocidos, por medio de una encuesta, en donde se podra pre-establecer si se cumple con
lo establecido por o si estan generando un problema ambiental.

PARTE EXPERIMENTAL
La realizacién de este trabajo de investigacion se efectuara por medio de la siguiente metodologia:

a) Realizacion de una encuesta (Anexo 1) dos tipos de talleres:
i) los que cuentan con piso de tierra y no estadn plenamente establecidos y
ii) los talleres de empresas que se rigen por normas de calidad y se encuentran certificados,
Para determinar:
e Sise cuenta con un sistema de almacenaje y desecho de los residuos fosiles y aceites.
Si se conoce alguna medida del almacenamiento de estos residuos.
Cuél es la forma de desecho de estos sobrantes.
Si se encuentran debidamente registrados estos talleres.
Si conocen el mercado de aceites residuales para la producciéon de biocombustibles.

b) Muestreo del suelo en donde se ubican estos talleres.
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c) Estudio de las muestras recolectadas de los talleres por la técnica de espectrometria por
absorcién atémica (EAA).
RESULTADOS

Se encuestaron 15 talleres ubicados dentro de la zona Sur-Oeste de la Ciudad de Morelia
Michoacan, la cual se puede apreciar en la figura 2. (Por cuestiones de espacio y tiempo no se
pudieron encuestar y verificar mas talleres).

Figura 2. Muestra la zona de estudio (Google maps, 2014)

De los 15 talleres encuestados se encuentran, 6 en la avenida Siervo de la Nacién, 5 en la
circunferencia de la avenida Rio Grande que se encuentra a un costado del rio grande y los 4
finales a un costado del Periférico Paseo de la Republica, desde el cruce de Av. Madero Poniente
hasta la Avenida del Vivero. Del total encontramos con que 6 talleres contaban con piso de
cemento y 9 con piso de tierra, (en el area de trabajo), aqui cabe mencionar que 4 de los 9talleres
que tenian piso de tierra, contaban con un area de cemento en la entrada de su establecimiento.
Respecto a su registro ante el municipio, encontramos que 5 de ellos trabaja en forma irregular; 8
talleres cuentan con el permiso del ayuntamiento (o licencia de operacion) y 2 de ellos operan con
un permiso provisional desde hace 3 afos.

Acorde a las respuestas obtenidas a partir de las pregunta 5, mediante el siguiente diagrama de
decisiones mostrado en la figura 3, se elabor¢ la tabla 1.
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Figura 3. Diagrama de decisiones

Consideraciones

e Se ubica el vertido de los aceites en el nivel medio de contaminacién, porque en las
plantas tratadoras de agua, existen métodos de tratamiento para estos compuestos, pero
aun generan un grado de contaminacion al tener contacto con el medio.

e Al tener derrames, se esta propiciando una contaminacion al suelo, a pesar de almacenar
los aceites, por eso esta en el nivel medio.

e A pesar de que se tenga un buen sistema de almacenamiento, existe un poco de derrames
por lo que contamina el suelo.

Tabla 1. Muestra los niveles de contaminacién segun el diagrama de la figura 3.

TIPO DE TALLER Contaminacion Contaminacion Contaminacion
Alta Media Baja

Piso de tierra. 5 2 2

Piso concreto. 1 3 1

Piso de tierra s/ regulacion. 3 0 0

Piso de tierra c/regulacion 1 3 1

Piso concreto c/ regulacion 0 2 1

Piso concreto s/ regulacion 2 0 0

Piso de concreto c/permiso 0 1 1
temporal.

Se puede observar en la tabla anterior que aquellos talleres que no cuentan con el permiso del
ayuntamiento, independientemente del tipo de piso que tengan, no aplican ningun tipo de manejo
de estos productos (aceites, grasas y diésel) a lo cual se suma la cantidad de piezas usadas como
refacciones, carton, estopa y otros.

Los talleres que cuentan con un permiso provisional, tienen un menor impacto ambiental, ya que
uno de ellos aun continda con el almacenaje de sus residuos, aunque no se preocupan mucho por
la contaminacién que generan.

Los talleres que cuentan con su permiso también representan aparentemente un menor riesgo,
pero aun asi son un foco de contaminacion, ya que la corrupcion de los funcionarios que los
debieran vigilar, les permite despreocuparse y si se llega al incumplimiento de normas la
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contaminacion no se reduce, lo que puede provocar grandes problemas al ambiente como
consecuencia.

CONCLUSIONES

Los resultados muestran que se han tomado las medidas legislativas por parte de las Autoridades
de Morelia, tan necesarias para disminuir la contaminacion ambiental como resultado de los
servicios automotrices, pero el problema detectado fue “la persona que deberia aplicar el
reglamento”, porque en las platicas con los mecanicos, estos indicaron que “cuando quieren” los
del ayuntamiento multarlos por aceites tirados u obstruccion de las vias publicas, con su usual
“‘mordida” se van sin levantar ningun reporte, lo que ocasiona que los mecanicos, no realicen todo
lo solicitado por el ayuntamiento segun la norma, y van degradando el trabajo de los legisladores
que tratan de minimizar el impacto ambiental resultante de las actividades antropogénicas, como el
uso y mantenimiento de automdviles. Lo que abre una puerta, para trabajar en cobmo hacer que se
aplique correctamente las reglamentaciones ya establecidas.

Para tener mejores resultados, es necesario realizar analisis cuantitativos de los niveles de
concentracion de los aceites en el suelo. Lo que se realizara en una etapa posterior de este
trabajo.
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RESUMEN

En este trabajo se aplica la metodologia del analisis de supervivencia al problema de desercion
escolar universitaria en las licenciaturas en Actuaria (LA), Matematicas (LM) y Matematicas
Aplicadas (LMA) impartidas en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM) de la
Benemérita Universidad Autdénoma de Puebla (BUAP). Se analiza la desercién de los alumnos de
las licenciaturas mencionadas utilizando un enfoque de andlisis de supervivencia. El objetivo es
obtener un modelo que permita pronosticar los tiempos de desercién en futuras generaciones y
posteriormente identificar las variables indicadoras de mayor riesgo que permitan tomar medidas
de prevencion adecuadas que favorezcan una mejor eficiencia terminal.

Palabras clave: eficiencia terminal, desercién, supervivencia, riesgo.

INTRODUCCION

En México los bajos porcentajes de eficiencia terminal en los diferentes niveles educativos, en
particular en el nivel superior, muestran un fenédmeno presente en el sistema educativo: gran parte
de los estudiantes que ingresan en un nivel educativo no acreditan el nivel en cuestion. Rodriguez
& Leyva (2007) muestran los siguientes calculos de baja eficiencia terminal: entre 1976 y 1992, de
cada 100 alumnos que ingresaron al primer afio de educacién primaria 62 egresaron del 6° afio
(62% de eficiencia terminal); luego de esos 53 ingresaron a primero de secundaria y egresaron de
tercero 40 (75% de eficiencia terminal); de esos 26 ingresaron al bachillerato y otros 7 al sistema
profesional medio concluyendo 15y 3 (57% y 42% de eficiencias terminales respectivamente); de
los que egresaron del bachillerato, ya sélo 15, 11 se matricularon en la ensefanza superior y
menos de la mitad, 5, egresaron de la ensefianza superior (45% de eficiencia terminal). Ademas,
en la educacion superior el promedio nacional de eficiencia terminal hacia el afio 2000, se ubicaba
en el 39% (lo que, comparativamente, implica una reduccién de la eficiencia terminal respecto de
una década atras de alrededor de 15 puntos porcentuales) y variaba fuertemente en las entidades
del pais.

La Benemérita Universidad Autonoma de Puebla (BUAP), cuyas raices se remontan al siglo XVI,
constituye un gran pilar de la educacién superior y la investigacién cientifica en la regién, y ocupa
un destacado sitio entre las universidades publicas del pais, gracias al esfuerzo conjunto de todos
los miembros de la instituciéon ("Historia Universitaria", 2017). En el caso de la BUAP la no
conclusién estimada de los afios 1999, 2000, 2001, 2002 y 2003 es de 28.8%, 38.9%, 22.7%,
62.3% y 65.4%, respectivamente (Rodriguez & Leyva, 2007).

En la década de los 70, en la BUAP se impuso un modelo de Universidad Critica, Democratica y
Popular que fortalecié la investigacion cientifica y la vinculacion con los sectores mas necesitados
de la sociedad. Se creo el Instituto de Ciencias, se consolid6 la Escuela de Fisico Matematicas y
nacieron los primeros estudios de posgrado: maestria y doctorado en Fisica ("Historia
Universitaria", 2017). Actualmente, la oferta educativa de la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas consta de la Licenciatura en Actuaria, Licenciatura en Fisica (LF), Licenciatura en
Fisica Aplicada (LFA), Licenciatura en Matematicas, Licenciatura en Matematicas Aplicadas,
Maestria en Ciencias Fisica Aplicada, Maestria en Ciencias Matematicas, Maestria en Educacion
Matematica, Doctorado en Ciencias Fisica Aplicada y Doctorado en Ciencias Mateméaticas. En
2016, se calculé la eficiencia terminal de la LM y la LMA de las generaciones 2006, 2007, 2008 y
2009, las cuales son menores o igual al 31% como se muestra Tabla 1.

2625



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

Tabla 2. Eficiencia terminal en las licenciaturas en
Matematicas y Matematicas Aplicadas de las
generaciones 2006 al 2010.

Lic. | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
LM | 31% | 20% | 22% | 20% | 3%
LMA | 23% | 23% | 24% | 25% | 13%.

Algunos de los objetivos principales en los diferentes estudios acerca de la baja eficiencia terminal
son: entender las razones que llevan a la no conclusion de los estudios, es decir, explicar la
desercion escolar, y caracterizar a los estudiantes propensos a desertar. Algunos hallazgos de
Tinto (1987) muestran que cuanto mas firme es el propédsito personal de tener una carrera
universitaria, mayor es la probabilidad de lograr la meta. Sin embargo, tales propdésitos iniciales no
son inalterables; cambian a lo largo de la experiencia. Por lo tanto, el mayor peso en la decision de
abandonar o proseguir recae sobre lo que ocurre una vez que el estudiante esta adentro. Es decir,
lo que ocurre “antes” del ingreso es importante, pero lo es mas aquello que acontece “durante” la
estadia del joven en la universidad (Silva, 2011). Ademas, Rodriguez & Leyva (2007) reportan que
en México, los pocos estudios sobre el comportamiento del fendmeno han encontrado que parecen
existir causas que se pueden identificar como universales, las cuales son: las presiones
econOmicas familiares, las dificultades de integracion familiar, la reprobacién escolar reincidente,
problemas de salud, la edad de ingreso, y el traslape de horarios estudios-trabajo.

El estudio de Silva (2011) establece que el primer afio universitario constituye un tramo critico que
influye significativamente en una trayectoria exitosa o en una irregular y, por supuesto, en el
abandono escolar. Ademas, durante el primer afio ocurre la mayor incidencia de desercion o
abandono escolar y existe un serio problema de rezago, debido frecuentemente a la reprobacion.
Estas evidencias revelan la importancia que tiene este periodo escolar por lo que es indispensable
comprender la dinamica de este periodo escolar y disefar estrategias para mejorarlo. En el caso
de la FCFM desde el 2006 hasta el 2013 el porcentaje de desercion en el primer afio de la LM y la
LMA ha variado entre el 26% y el 57%, mientras que en el caso de la LA la desercion varia entre el
13% vy el 25% como se muestra en la Tabla 2. La primera generacién de la LA ingreso en 2010 por
lo que sélo se muestran las generaciones 2010, 2011, 2012 y 2013.

Tabla 3. % Desercion en el primer afio de la LA, la LMy la LMA.

Lic. | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
LA 25% | 22% | 13% | 20%
LM [ 39% | 27% | 36% | 28% | 57% | 32% | 33% | 43%
LMA | 34% | 35% | 42% | 26% | 30% | 37% | 44% | 43%

Silva, (2011) afirma que las diferentes aproximaciones al tema del primer afio universitario permiten
comprender que existe una matriz amplia de factores de tipo psicoldgico, cultural, econémico, so-
cial, institucional y pedagégico que explican la persistencia. Como factores de entrada se reconoce
la importancia de caracteristicas personales como el género, edad, origen étnico y antecedentes
familiares; el estatus socioecondmico; los logros académicos previos y los compromisos iniciales.
Se reconoce también las variables institucionales como procesos de admision, el tipo de ins-
titucién, el tamafo y el tipo de sostenimiento. Otorga un papel central a los factores propios de las
experiencias académicas (o variables del ambiente universitario) como son la calidad del esfuerzo
del estudiante, la interaccién con los profesores y con compareros de clase, las actividades
extracurriculares, el salén de clases y los servicios de apoyo. En suma, la persistencia es el
resultado de muchos factores interrelacionados que no pueden ser tratados de manera aislada.

TEORIA

El analisis de supervivencia centra el interés en un grupo o grupos de individuos para cada uno de
los cuales se define un evento especifico, frecuentemente llamado falla o fracaso, que ocurre
después de un periodo de tiempo llamado el tiempo de falla. Para determinar con precision el
tiempo de falla, hay tres requisitos: el tiempo origen debe estar bien definido, se debe acordar una
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escala para medir el paso del tiempo y finalmente el significado de fracaso debe ser del todo claro
(Cox, 1984). Las aplicaciones de la metodologia de la distribucién del tiempo de falla van desde
investigaciones de la durabilidad de articulos manufacturados hasta estudios de enfermedades
humanas y sus tratamientos (Lawless, 2003).
En los analisis de datos de supervivencia se considera una poblacion de individuos homogénea,
teniendo cada uno un tiempo de falla. Es decir, se trata con una variable aleatoria no negativa T.
Supodngase que T es continua con funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.) f(-) y funcién de
distribucion acumulada (f.d.a.) F(-).La probabilidad de que un individuo sobreviva al tiempo t esta
dada por la funcion de supervivencia
S@t) =Pr(T =t) =1—-F(¢t). (
105
)

Las funciones S(*), f(*) y F(-) proporcionan tres formas matematicas equivalentes para especificar

la distribucién de una variable aleatoria continua no negativa, y por supuesto hay muchas otras

funciones equivalentes. Una con valor especial en el contexto presente es la funcién de riesgo,

definida por,

Prt <T<t+AIT=t) f(t) (
A TSt 106;

o = Ji

La funcion de riesgo especifica la tasa instantanea de muerte o falla en el tiempo t, dado que el
individuo sobrevive hasta el tiempo t. Dada la funcion de riesgo se puede definir la funcién de
riesgo acumulado como

t (107
H(t) =f h(w)du. )
0

En los estudios de tiempo de falla puede haber limitaciones en la informacién recolectada, estas
pueden ser impuestas por el tiempo, costo y otras restricciones. Dos caracteristicas que
usualmente presentan los datos de tiempo de falla son la censura y el truncamiento. La censura
ocurre cuando se conoce que algunos tiempos de falla han ocurrido en cierto intervalo de tiempo y
el resto de los tiempos de falla son conocidos exactamente. Existen varias categorias de censura,
algunas son: censura por la derecha, censura por la izquierda, censura por intervalo y censura
doble. El truncamiento de los datos de supervivencia se produce cuando sélo se observan aquellos
individuos cuyo tiempo de falla se encuentra dentro de un determinado intervalo de observacion.
No se observa a un individuo cuyo tiempo de falla no estd en este intervalo y no hay informacion
disponible sobre este individuo para el investigador, esto contrasta con la censura donde hay al
menos informacion parcial sobre cada individuo.

En el anadlisis de datos de tiempo de falla se utilizan diferentes tipos de modelos:
paramétricos, no paramétricos y semiparamétricos. En los métodos no paramétricos, un estimador
de la funcién de supervivencia ampliamente usado es el estimador de Kaplan-Meier o producto-

limite el cual esta dado por
— LY (
so=]](1-2) 108
jitj<t 1 )

donde ¢; es el tiempo de falla o tiempo censurado del individuo j, n; es el numero de individuos en
riesgo en t; y d; es el numero de tiempos de falla observados igual a t;.

La inferencia estadistica para modelos parametricos se puede basar en la metodologia de maxima
verosimilitud. Para una amplia variedad de mecanismos de censura por la derecha la funcion de

verosimilitud esta dada por
L(g) = l_[f(ti;g)l_ls(ti—}_;g) 109(

i€ER iec
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donde R es el conjunto de los individuos con tiempos no censurados, C es el conjunto de los
individuos con tiempos censurados, t; es el tiempo de falla o tiempo censurado del individuo i y
S(t+) =Pr(T > t).

Varias familias paramétricas se usan como modelos en el analisis de datos de tiempo de fallas.
Entre los modelos univariados, algunas distribuciones ocupan una posicion central ya que se ha
demostrado su utilidad en una amplia gama de situaciones. Principalmente en esta categoria estan
la distribuciones: exponencial, Weibull, log normal, log logistica y gama (Lawless, 2003).
Histéricamente, el primer modelo de distribuciéon de tiempo de falla ampliamente discutido fue el
exponencial. Esto se debid en parte a la disponibilidad de métodos estadisticos simples para éste
(Lawless, 2003). La distribucion Weibull, es quizas el modelo de distribucion de falla que mas se
utiliza. Es comun la aplicacion a los tiempos de vida o la durabilidad de elementos manufacturados,
se usa como modelo en diversos tipos de elementos tales como componentes del automévil y
aislamiento eléctrico. También se usa en aplicaciones biolégicas y médicas, por ejemplo, en
estudios sobre el tiempo para la ocurrencia de tumores en poblaciones humanas o en animales de
laboratorio (Lawless, 2003). En la Tabla 3 se muestran la f.d.p, la f.d.a., la funcién de
supervivencia, la funcién de riesgo y la funcién de riesgo acumulado en los casos en que T tiene
una distribucion exponencial con parametro 1 positivo (T ~ Exp(1)) y una distribucion Weibull con
parametro de escala 1 y parametro de forma £, ambos positivos (T~ W (4, 8)). Notar que cuando
B = 1 se tiene una distribucién exponencial.

Tabla 4. Funciones que representan a la distribucion exponencial y a la
distribucion Weibull.

T~ f© F(t) S(t) h(t) H(t)
Exp(A) Ae~H 1—e™™ | 7™ A At
WAB) | Ap)(AD)P-1e=(F | 1—g-a0F | g-@0F | 2P | (A1)F

En el caso de la distribucion exponencial la funcién log de verosimilitud esta dada por

1) = log(L) = d log(A) — 2 Z t 11(§
iER UC
)
donde d es el numero total de fallas observadas. El estimador de maxima verosimilitud para A es
. d (
A=g——
Yieruc ti 111
)
Mientras que para la distribucién Weibull la funcién log de verosimilitud esta dada por
1, 8) = 10g(LOL B)) = d log(WFR) + (B —1) ) log(t) =4 > &, ”
i€R iERUC )

donde nuevamente d es el numero total de fallas observadas. Las primeras derivadas de (8) son

al dp » (
B === A ) g 113

e ,
iER UC )
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2—1 (A, B) = dlog(d) + % + Z log(t;) — 2° Z tPlog(At). ( 11‘;

ﬂ i€ER iER UC

Para g fijo, el estimador de maxima verosimilitud para A se obtiene resolviendo Z—;(A,ﬁ) =0, es

decir
. < d )1/‘* (115
A=—— .
Yicructif )

d Yieructiflog(ty) ( 116;

Sustituyendo A en (10) se tiene

o, . d
5B =5+ Z log(t)) —

i€R

Yieructi

El estimador de maxima verosimilitud para § se obtiene resolviendo :—;(i, B) =0, lo cual no se

puede hacer analiticamente, por lo que se usan métodos numéricos como el de Newton-Raphson,
el de la regla falsa, el de biseccion, etc. En este trabajo se utiliza el método de Newton-Raphson.

PARTE EXPERIMENTAL

En este trabajo se analiza la deserciéon de los alumnos de la FCFM utilizando un enfoque de
analisis de supervivencia. En el caso bajo estudio la poblacion consta de los alumnos que
ingresaron a la FCFM en los afios 2009, 2010, 2011, 2012, 2013 y 2014, su tiempo origen es la
fecha de su ingreso a la FCFM, la escala para medir el paso del tiempo es el semestre y el
significado de fracaso es la desercién. El analisis se realiza en el soffware R y algunos calculos se
hacen en Mathematica.

Primero se analizan los datos utilizando métodos no paramétricos. Se estima la funciéon de
supervivencia de las diferentes licenciaturas (LA, LF, LFA, LM y LMA) de la FCFM con el estimador
de Kaplan-Meier. En la Figura 1 se muestra el estimador de la funcién de supervivencia y de la
funcion de riesgo acumulado de la LA, la LF, la LFA, la LM y la LMA, utilizando el estimador de
Kaplan-Meier. Se observa que:

e Las estimaciones correspondientes a la LM y la LMA son cercanas, lo cual también ocurre

con las de la LF y la LFA.

e La LA tiene mayor supervivencia estimada que la LF y la LFA. Ademas la LA, la LF y la
LFA tienen mayor supervivencia estimada que la LM y la LMA. En este estudio se
profundizara mas en la LA, la LM y la LMA.

e Elriesgo acumulado estimado de la LM es mayor que el de la LMA.

e En la todas las licenciaturas de la FCFM, la funcién de riesgo acumulado estimada crece
mas en los primeros semestres, lo cual indica que en los primeros semestres el riesgo de
desertar es mayor.

Funcién de supervivencia Funcion de riesgo acumulado
:
§ T 1 Lic
= o — ACT
8] BPEYm————— | %8 =F |
o = — FisAPL
2 _ — E | — matapL
) — a MAT
hel < | Lic —_—t— | m T
T o — ACT g © 7
3 — Fis b=
= - — FisAPL b n
a2 — MATAPL o
a o MAT = ]
g ° T T T e T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 ) 8 10
Tiempo de falla (semestres) Tiempao de falla (semestres)

Figura 1. Estimacién de la funcion de supervivencia y la funcién de riesgo acumulado de la LA, la LF, la
LFA, laLMy la LMA, utilizando el estimador de Kaplan-Meier.
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En la Figura 2 se muestra la estimacion de la funciéon de supervivencia y de la funcién de
riesgo acumulado correspondientes a la LA, la LM y la LMA, con bandas de confianza y la
estimacion de la mediana. Se observa que:

e El comportamiento de la LM y la LMA es similar, se tiene que el riesgo acumulado aumenta
mas en el primer semestre, lo cual se debe al gran porcentaje de desercion del primer
semestre.

e En el caso de la LA el riesgo acumulado también aumenta mas en el primer semestre, pero
en menor medida que en la LM y la LMA.

e Parala LMy la LMA, la estimacion de la mediana es de 4 semestres por lo que se puede
decir que el 50% de las generaciones que ingresaron, desertaron en los 4 primeros
semestres.

Funcion de supervivencia Funcion de riesgo acumulado

08 12

04

Riesgo acumulado
1

Probabilidad de supervivencia

o | <
< T T T T < T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo de falla (semestres) Tiempo de falla (semestres)
Actuaria Actuaria
Funcién de supervivencia Funcion de riesgo acumulado

o™

1.2

0.8

Riesgo acumulado
04
|

00
|
0.0

Probabilidad de supervivencia

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo de falla (semestres) Tiempo de falla (semestres)
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Mateméticas Aplicadas Matematicas Aplicadas

Figura 2. Estimacion de la funcién de supervivencia y la funcién de riesgo acumulado (con
bandas de confianza y estimacion de la mediana) de la LA, la LM y la LMA, utilizando el
estimador de Kaplan-Meier.

En la siguiente parte del analisis, se realiza inferencia suponiendo que el tiempo de desercién, T,
se distribuye como una exponencial o como una Weibull ya que estos modelos paramétricos
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ajustan adecuadamente a las curvas de Kaplan-Meier. En la Tabla 4 se muestran los ajustes

obtenidos.

Tabla 5. Ajustes obtenidos para la LA, la LM y la LMA.

Lic. | Exponencial Weibull

LA T,~Exp(0.051) | T,~W(0.045,0.902)
LM Tyu~Exp(0.135) | Ty~W(0.131,0.914)
LMA | Tyu~Exp(0.127) | Tya~W(0.125,0.949)

En las tres licenciaturas (LA, LM y LMA) se tiene que el ajuste de la distribucién Weibull es
muy similar al de la distribucién exponencial. En la Figura 3 se muestran las estimaciones de la
funcion de supervivencia y la funcién de riesgo acumulado mediante el estimador de Kaplan-Meier
y mediante el supuesto de que T se distribuye como una exponencial y como una Weibull. Se
puede observar que los ajustes realizados con la distribucion exponencial y la Weibull son
similares. Las estimaciones para las funciones de riesgo se muestran en la Tabla 5.

Tabla 6. Estimacion de la funcion de riesgo mediante la
distribucion exponencial y la distribucién Weibull.

Lic. T~Exp() T~W(,B)

ACT | A(t) = 0.051 | h(t) = 0.041(0.045¢)~%0%8
LM | h(t) = 0.135 | A(t) = 0.12(0.131t)7°086
LMA | h(t) = 0.127 | A(t) = 0.119(0.125¢) 05!
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Figura 3. Estimaciones de la funcion de supervivencia y la funcién de riesgo acumulado mediante
el estimador de Kaplan-Meier y las distribuciones exponencial (rojo) y Weibull (azul).

En la Figura 4 se muestran las graficas de la estimacion de la funcion de riesgo. Se puede
observar que en el caso de la distribucion exponencial y en el de la Weibull el riesgo tiene un
comportamiento similar. Los alumnos de la LA tienen menor riesgo que los de la LM y la LMA.

054
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Figura 4. Estimacion de la funciéon de riesgo cuando se supone que el tiempo de desercion tiene una
distribucion exponencial (rojo) y Weibull (azul).

RESULTADOS

El analisis realizado muestra que el tiempo de desercion varia dependiendo de la licenciatura, los
que tienen menor riesgo de desertar son los alumnos de la LA y los alumnos con mayor riesgo de
desertar son los de las licenciaturas de matematicas, siendo un poco mayor el riesgo de la LM.
También se observa que el comportamiento de la LM y la LMA es similar. En las diferentes
licenciaturas, la mayor desercion se da en los 4 primeros semestres, sobre todo en el primero, pero
durante toda la estancia universitaria el estudiante tiene riesgo de desertar.

CONCLUSIONES

El andlisis realizado confirma lo que ya se ha reportado en la literatura, es decir, que en el primer
afio se dan los porcentajes mas altos de desercién. Muestra que el problema de la desercién en la
FCFM varia dependiendo de la licenciatura. Ademas, se observa como los alumnos se encuentran
es constante riesgo de desertar durante toda su estancia en la universidad. Este analisis muestra
la importancia de estudiar la desercién en la FCFM y es la base para continuar con un analisis
mediante el modelo de riesgo proporcional en el que se incluyan caracteristicas de los alumnos
tales como: puntaje de ingreso a la universidad, nivel socioecondmico, autoestima, habitos de
estudio, nivel de razonamiento cientifico y género. La intenciéon es identificar las variables
indicadoras de mayor riesgo para poder tomar medidas de prevencion que favorezcan una mejor
eficiencia terminal.
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INTRODUCCION

El suicidio en la adolescencia es un problema de salud publica. La mayoria de las investigaciones
apuntan que antes de llegar al suicidio, se encuentran varias etapas anteriores como la ideacion
del suicidio, que es tener ideas suicidas y deseos de muerte e intentos suicidas en los cuales no
necesariamente se busca la muerte (en ocasiones existen otras motivaciones como pretender
ganar algo o castigar a alguien). Hay que mencionar que los intentos de suicidio predicen de buena
manera intentos subsecuentes y el suicidio consumado ya que por lo general una muerte por
suicidio se ve precedido por multiples intentos fallidos. “Si bien se ha estimado que existen
aproximadamente 10 intentos por cada suicidio consumado, cada intento tiene la posibilidad de
resultar en la muerte o en una lesién fisica a largo plazo, que es causa de un profundo sufrimiento
psicologico” (Borges, 2012)

En general, los factores asociados al suicidio son: Depresion, Abuso y violencia sexual, Alcohol y
drogas, Problemas de conducta asocial. Pérez-Amezcua (2010) afirma: Los factores asociados a la
conducta suicida fueron: poca confianza en la comunicaciéon hacia los padres; abuso sexual,
sintomatologia depresiva, consumo de tabaco (Donde podemos ver que se menciona otras dos
variantes la familia y el inicio de la vida sexual aunque este es un factor que se enfoca mas a la
poblacién femenina.

En esta investigacién se lleva a cabo un analisis estadistico con el objetivo de determinar el
comportamiento en el nimero de muertes por suicidio en las entidades federativas durante el
periodo que consta del 2004 al 2015.

TEORIA

Los modelos jerarquicos forman una clase general de modelos que permiten la modelacién en una
gran variedad de situaciones en las cuales se tienen datos que presentan una estructura
jerarquica. Estos modelos tienen una gran variedad de aplicaciones en diversas areas, tales como:
investigacién educativa (efectividad de escuela, logro escolar), biologia (curvas de crecimiento,
estudios genéticos), investigacion social (anélisis de encuestas, estudios de mercado), psicologia
(analisis de conducta), medicina (ajuste de datos de medidas repetidas), entre otras. Los modelos
lineales jerarquicos tienen una larga historia, pero han recibido especial atencion en los ultimos
afios y sus areas de aplicacion se han multiplicado considerablemente (Longford, 1995; Goldstein,
1995; Raudenbush y Bryk, 2002). Recientes desarrollos en coémputo han permitido que se
incremente la atencion en el uso de modelos lineales jerarquicos en el analisis de datos con
estructura jerarquica. Los modelos lineales jerarquicos son también conocidos en la literatura bajo
una gran variedad de nombres, tales como modelos multinivel (Goldstein, 1995), modelos de
coeficientes aleatorios (Longford, 1995), modelos de componentes de la varianza y covarianza
(Searle et al., 2006).

Los datos con estructura jerarquica surgen en varias situaciones. Por ejemplo:
investigaciones educativas frecuentemente estan relacionadas con problemas de investigacion de
relaciones existentes entre alumnos y el grupo de clase en el que éstos se desenvuelven. El
concepto general es que el alumno interactia con el grupo de clase al cual éste pertenece.
Generalmente los alumnos y el grupo de clase se conceptualizan como un sistema con estructura
jerarquica, donde los alumnos y los grupos de clase son definidos en niveles separados de esta
estructura jerarquica. En general, supdéngase que se tienen datos con estructura jerarquica; es

decir, se tienen J grupos con n; unidades en el j -ésimo grupo, j =1,...,J . A cada grupo se le

denomina unidad de nivel 2; asi se tienen J unidades de nivel 2, y a cada unidad de las n;
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unidades en cada grupo se le denomina unidad de nivel 1; con lo que se tienen n; unidades de

nivel 1 en la j-ésima unidad de nivel 2. El nimero n; de unidades de nivel 1 no tiene que ser

necesariamente igual en cada unidad de nivel 2. Asi también en investigaciones sociales se tratan
problemas relacionados con la interaccion entre los individuos en su contexto social, significando
que las personas son influidas por los grupos sociales a los cuales pertenecen; generalmente, los
individuos y los grupos se conceptualizan como un sistema con estructura jerarquica, donde los
individuos son las unidades de nivel 1 y los grupos sociales las unidades de nivel 2. En estudios
sociales los miembros de una familia dentro de las familias son las unidades de nivel 1 y las
familias las unidades de nivel 2; en estudios empresariales los empleados dentro de compaifiias.
Los datos longitudinales o de curvas de crecimiento pueden representarse mediante un sistema
con estructura jerarquica en la que las observaciones de medidas repetidas se conceptualizan
como anidadas en los sujetos.

Para analizar datos con estructura jerarquica se tienen que emplear técnicas estadisticas
que tomen en cuenta dicha estructura. En esta situacién, es razonable postular un modelo de
regresion que considere una posible diferencia entre las unidades de nivel 2. Bajo esta situacién el
modelo lineal jerarquico de dos niveles permite simultdneamente hacer un estudio de unidades de
nivel 1 y un estudio de unidades de nivel 2, tomando en cuenta variables explicatorias en ambos
niveles. En los modelos lineales jerarquicos cada uno de los niveles de la estructura jerarquica es
representado formalmente con su propio submodelo. Un tratamiento y abundantes referencias
acerca de estos modelos se puede encontrar en Goldstein (1995), Longford, (1995), Raudenbush y
Bryk, (2002), De Leeuw y Meijer (2008). En la actualidad existe software estadistico el cual permite
analizar datos con estructura jerarquica de acuerdo al modelo apropiado, MLwiN, (Rasbash et al.,
2004), S-PLUS (Pinheiro y Bates, 2000), SAS (Little, et al., 2002).

El caso mas simple de un modelo lineal jerarquico es el denominado intercepto aleatorio, el
cual no contiene variables explicatorias. En este modelo solamente se tiene variabilidad entre las
unidades de nivel 2 y dentro de las unidades de nivel 2. Este modelo puede ser expresado como

un modelo donde la variable respuesta, y;, es la suma de una media general dada por f,, un
efecto aleatorio a nivel 2 dado por u,; , y un efecto aleatorio a nivel 1 dado por e¢;; El modelo para
la i -ésima unidad de nivel 1, la cual se encuentra en la j -ésima unidad de nivel 2, tiene la forma:

Vi =Boo tug,;tey;
[,-)zo, V“r(ez/)=0e2’ eiJNN(O’Gf) (1)
E(uoj)zo, Var(u,)j):o—lfo.

Ele

Los parametros en el modelo (1) son tres: El coeficiente f3,, y los componentes de la varianza o2
y crfo. En el modelo intercepto aleatorio la varianza de la variable respuesta es descompuesta
como la suma de las varianzas nivel 1, ¢ y nivel 2, ¢,
2 2
Var(y!»j)= o, tOo,.
| . . )
En el modelo intercepto aleatorio el valor esperado de la variable respuesta puede ser

explicado en términos de variables explicatorias a nivel 1. Con una variable explicatoria a nivel 1 el
modelo intercepto aleatorio tiene la forma:

Vi = Poo+ B x+ug;+e;
E(@i/)=0> V“r(ezf)zo'f’ el.j~N(0,a§) 3)
E(uoj)zo, Var(uoj):ofo.

El modelo (3) se denomina modelo intercepto aleatorio con una variable explicatoria a nivel
1. Los parametros en el modelo (3) son cuatro: los coeficientes de regresion fS,, ¥ B, Yy las

varianzas o y o.,.
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En el modelo intercepto aleatorio con una variable explicatoria a nivel 1 la varianza de la
variable respuesta puede ser descompuesta como la suma de las varianzas nivel 1, af y nivel 2,
ol es decir, Var(yl-j>: ol +ol

En el modelo lineal jerarquico intercepto aleatorio con variables explicatorias a nivel 1, solo
el intercepto se supone aleatorio, mientras que los demas coeficientes de regresién se suponen
fijos. En el modelo de pendientes aleatorias los coeficientes estan variando entre las unidades de

nivel 2 a los coeficientes se les denomina aleatorios. Para el caso de una variable explicatoria a
nivel 1 lo anterior se expresa en el siguiente modelo:

Yij = Boo+ Bro Xy +ug+ux;+ ey
E(e,»j):O, Var(el-j)zaez, e; ~N(0,o-ez) (4)

E(uoj)z 0 Var(uoj): 0'30.
Los parametros del modelo de pendientes aleatorias con una variable explicatoria a nivel 1
son seis: los coeficiente de regresidon f,, Y S, Yy los componentes de la varianza ¢, ¢2,, 62, y
0,01 - En este modelo la varianza de la variable respuesta se descompone de la siguiente forma:

_ 2 22 2
Var(yl-j )— O + 01X + ZO'MOIxij +0o,.

(%)

METODOLOGIA

Los datos analizados se obtuvieron del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI). La
base de datos contiene el porcentaje de suicidios para cada una de las 32 entidades federativas
del pais durante los afios del 2004 al 2015. La variable que se contempla en la base de datos es el
porcentaje de suicidios por entidad federativa en afos.

En primera instancia, como andlisis preliminar se obtuvieron graficas de lineas, y de cajas
y alambres del porcentaje de suicidios con el objetivo de conocer el comportamiento de esta
variable para cada ano del periodo de estudio y en cada entidad federativa. Como analisis
definitivo se llevo a cabo un analisis de regresion jerarquica para conocer si existe variabilidad del
porcentaje de suicidios entre los afnos como entre las entidades federativas, se ajusta un modelo
de regresion jerarquica.

Para el analisis de modelacién jerarquica se consideraron como unidades de estudio a las
32 entidades del pais durante el periodo 2004 al 2015; el objetivo es determinar si existe
variabilidad entre las entidades federativas y los 12 afios del periodo de estudio.
A continuacion se presenta la media del porcentaje de suicidios para cada afio del periodo
de estudio.
Tabla 1.-Porcentaje promedio de suicidios por afno.

ARo Porcentaje
promedio de
suicidios

2004 9.3
2005 9.1
2006 9.2
2007 9.0
2008 8.9
2009 9.4
2010 8.5
2011 9.2
2012 8.8
2013 10.0
2014 10.7
2015 10.8
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De la Tabla 1, se tiene que el porcentaje de suicidios presenta un incremento en el periodo
del 2004 al 2015. Tal incremento en el periodo considerado fue de aproximadamente 1.5
porcentual. Se presenta un decremento en el afio 2010, pero este se incrementa nuevamente en el

ano 2011.
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Figura 1.- Porcentaje de suicidios por afio para cada entidad federativa.

En la Figura 1 se observa en primer lugar que existe variabilidad entre las entidades
federativas del pais respecto al porcentaje de suicidios. Ademas se observa que hay entidades
federativas donde se incremento este porcentaje en el periodo del 2004 al 2015.
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Figura 2.- Porcentaje de suicidios por afio.
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En la Figura 2 se observa que la variabilidad en el porcentaje de suicidio existente entre las
entidades federativas se ha casi mantenido en el periodo considerado. Ademas se observa que
este porcentaje de suicidios afio con afo, se ha incrementado muy poco.
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Figura 3.- Porcentaje de suicidios por entidad Federativa.

En la Figura 3 se observa que el comportamiento respecto el porcentaje de suicidios no ha
sido constante entre las entidades federativas tanto en el promedio como en la dispersién en los
afos considerados, habiendo estados que el porcentaje es mucho menor respecto a otros.
Destaca el hecho de que en Yucatan se observa el mas alto porcentaje de suicidios, mientras que
Guerrero es la entidad que presenta el menor porcentaje de suicidios.

A continuacion se presenta los resultados del analisis de modelacion jerarquica llevado a
cabo. En la Tabla 2 se presentan las estimaciones obtenidas tanto de los componentes de la
varianza,

Tabla 2. Estimacion de los componentes de la varianza.

Parametro Estimacion Valor p
o2 4.4018 <0.0001
o2 17.7018 <0.0001

u0

Del ajuste del modelo se tiene que existe variabilidad entre las entidades federativas respecto al
porcentaje de muertes por suicidio registradas (p<0.0001), asi como también existe diferencia
entre los afios del periodo considerado (p<0.0001). Ademas de las estimaciones obtenidas existe
mayor variabilidad entre las entidades que entre los afios.

CONCLUSIONES

En esta investigacion se llevo a cabo un andlisis estadistico con el objetivo de determinar si existe
variabilidad en el numero de muertes por suicidio en las entidades federativas durante el periodo
que consta del 2004 al 2015. Se concluye que si existe variabilidad tanto entre entidades
federativas como entre los afios del periodo de estudio. Se espera en trabajos futuros contar con
informacién para poder realizar ajuste de modelos con variables explicatorias.
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INTRODUCCION

El Algebra Lineal es de gran importancia en el estudio teérico del Modelo Lineal General, en el
criterio de minimos cuadrados para definir el mejor ajuste, el estimador de minimos cuadrados
ordinarios del vector de coeficientes se puede expresar en términos del operador proyector
ortogonal; asimismo el estimador de minimos cuadrados generalizados se puede expresar en
términos del operador proyector oblicuo. La caracterizacion de los estimadores de los coeficientes

de regresion B y de la varianza o’ en el modelo lineal general (MLG) por medio del operador
proyector ortogonal Py =X(X'X)™'X’ u operador proyector oblicuo Pyy =X(X'V'X)'X'V!,
permite una mejor comprension de sus propiedades, ya que esta basada en los principios del
operador proyector y del subespacio generado por las columnas de las matrices involucradas. En
el criterio de minimos cuadrados para definir el mejor ajuste, el estimador de minimos cuadrados
ordinarios del vector de coeficientes en el MLG se puede expresar en términos del operador
proyector ortogonal Py sobre el espacio S(X); asi mismo el estimador de minimos cuadrados

generalizados se puede expresar en términos del operador proyector oblicuo Pyy, .

El Modelo Lineal Mixto (MLM) estd dado por Y =Xp+Zu+e. En el MLM ademas de los

efectos fijos y aleatorios, estan involucrados los efectos mixtos, Velasco y Ojeda (2010) presentan
la caracterizacion del Mejor Predictor Lineal Insesgado BLUP (Best Linear Unbiased Predictor) del
efecto mixto Xp+Zu en términos de los operadores proyector Py, y P, definidos sobre los

subespacios S(X) y S(z), respectivamente.

Aunque en la literatura se conocen resultados acerca de la caracterizacion de los
parametros en términos del operador proyector ortogonal u oblicuo en el Modelo Lineal General, no
existen resultados que caractericen a predictores de los parametros en el contexto del Modelo
Lineal Mixto en términos de operadores proyector. En este trabajo se obtiene la caracterizacion de
un predictor de parametros en el modelo lineal mixto en términos de operadores.

TEORIA

Los modelos jerarquicos forman una clase general de modelos que permiten la modelacion
en una gran variedad de situaciones en las cuales se tienen datos que presentan una estructura
jerarquica. Estos modelos tienen una gran variedad de aplicaciones en diversas areas, tales como:
investigacién educativa (efectividad de escuela, logro escolar), biologia (curvas de crecimiento,
estudios genéticos), investigacion social (andlisis de encuestas, estudios de mercado), psicologia
(analisis de conducta), medicina (ajuste de datos de medidas repetidas), entre otras. Los modelos
lineales jerarquicos tienen una larga historia, pero han recibido especial atencion en los ultimos
afios y sus areas de aplicacion se han multiplicado considerablemente (Longford, 1995; Goldstein,
1995; Raudenbush y Bryk, 2002). Recientes desarrollos en cémputo han permitido que se
incremente la atencion en el uso de modelos lineales jerarquicos en el analisis de datos con
estructura jerarquica. Los modelos lineales jerarquicos son también conocidos en la literatura bajo
una gran variedad de nombres, tales como modelos multinivel (Goldstein, 1995), modelos de
coeficientes aleatorios (Longford, 1995), modelos de componentes de la varianza y covarianza
(Searle et al., 2006).

Los datos con estructura jerarquica surgen en varias situaciones. Por ejemplo:
investigaciones educativas frecuentemente estan relacionadas con problemas de investigacion de
relaciones existentes entre alumnos y el grupo de clase en el que éstos se desenvuelven. El

2640



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

concepto general es que el alumno interactia con el grupo de clase al cual éste pertenece.
Generalmente los alumnos y el grupo de clase se conceptualizan como un sistema con estructura
jerarquica, donde los alumnos y los grupos de clase son definidos en niveles separados de esta
estructura jerarquica. En general, supdongase que se tienen datos con estructura jerarquica; es

decir, se tienen J grupos con n; unidades en el j -ésimo grupo, j =1,...,J . A cada grupo se le
denomina unidad de nivel 2; asi se tienen J unidades de nivel 2, y a cada unidad de las n;
unidades en cada grupo se le denomina unidad de nivel 1; con lo que se tienen n; unidades de

nivel 1 en la j-ésima unidad de nivel 2. El nimero n; de unidades de nivel 1 no tiene que ser

necesariamente igual en cada unidad de nivel 2. Asi también en investigaciones sociales se tratan
problemas relacionados con la interaccion entre los individuos en su contexto social, significando
que las personas son influidas por los grupos sociales a los cuales pertenecen; generalmente, los
individuos y los grupos se conceptualizan como un sistema con estructura jerarquica, donde los
individuos son las unidades de nivel 1 y los grupos sociales las unidades de nivel 2. En estudios
sociales los miembros de una familia dentro de las familias son las unidades de nivel 1 y las
familias las unidades de nivel 2; en estudios empresariales los empleados dentro de compaifiias.
Los datos longitudinales o de curvas de crecimiento pueden representarse mediante un sistema
con estructura jerarquica en la que las observaciones de medidas repetidas se conceptualizan
como anidadas en los sujetos.

Para analizar datos con estructura jerarquica se tienen que emplear técnicas estadisticas
que tomen en cuenta dicha estructura. En esta situacién, es razonable postular un modelo de
regresion que considere una posible diferencia entre las unidades de nivel 2. Bajo esta situacion el
modelo lineal jerarquico de dos niveles permite simultdneamente hacer un estudio de unidades de
nivel 1 y un estudio de unidades de nivel 2, tomando en cuenta variables explicatorias en ambos
niveles. En los modelos lineales jerarquicos cada uno de los niveles de la estructura jerarquica es
representado formalmente con su propio submodelo. Un tratamiento y abundantes referencias
acerca de estos modelos se puede encontrar en Goldstein (1995), Longford, (1995), Raudenbush y
Bryk, (2002), De Leeuw y Meijer (2008). En la actualidad existe software estadistico el cual permite
analizar datos con estructura jerarquica de acuerdo al modelo apropiado, MLwiN, (Rasbash et al.,
2004), S-PLUS (Pinheiro y Bates, 2000), SAS (Little, et al., 2002).

El caso mas simple de un modelo lineal jerarquico es el denominado intercepto aleatorio, el
cual no contiene variables explicatorias. En este modelo solamente se tiene variabilidad entre las
unidades de nivel 2 y dentro de las unidades de nivel 2. Este modelo puede ser expresado como
un modelo donde la variable respuesta, y;, es la suma de una media general dada por f,, un
efecto aleatorio a nivel 2 dado por u,; , y un efecto aleatorio a nivel 1 dado por ¢;; El modelo para
la i -ésima unidad de nivel 1, la cual se encuentra en la j -ésima unidad de nivel 2, tiene la forma:

Vi =PBootug;t+e;
E(eij):0, Var(e,-j)zof, e; ~N<0,0'3) (1)
E(uoj ): 0, Var(u,,_/- ): 0"50.
Los parametros en el modelo (1) son tres: El coeficiente f, y los componentes de la varianza ol
y 030. En el modelo intercepto aleatorio la varianza de la variable respuesta es descompuesta

a ( ) 2
yl] C u0 C e"* ( )

En el modelo intercepto aleatorio el valor esperado de la variable respuesta puede ser
explicado en términos de variables explicatorias a nivel 1. Con una variable explicatoria a nivel 1 el
modelo intercepto aleatorio tiene la forma:
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Vi =Boo+ B xyt+ug;+e;

Eley)=0. Varle,)=02. e, ~No.0?) (3)

e’ ij
2
E(uoj)zo, Var(u(,_/):auo.
El modelo (3) se denomina modelo intercepto aleatorio con una variable explicatoria a nivel
1. Los parametros en el modelo (3) son cuatro: los coeficientes de regresion fS,, v f,, y las

varianzas o’ y ol,.

En el modelo intercepto aleatorio con una variable explicatoria a nivel 1 la varianza de la
variable respuesta puede ser descompuesta como la suma de las varianzas nivel 1, af y nivel 2,

2 : 2 2
o, ,es decir, Var(yl-j )z o, +0,

MODELO LINEAL MIXTO

Los modelos jerarquicos son casos particulares del MLM, el cual esta dado por medio de:
Y=Xy+Zu+e

E(e)z(), Var(e):R @)
E(u)zO, Var(u):G, y Cov(e,u’):()
donde Y es un vector perteneciente a R™, X es una matriz conocida de orden mxp, y es un

vector perteneciente a R?, Z es una matriz conocida de orden mx ¢,y e y u estan distribuidos
independientemente con media cero y matriz de varianza y covarianza G y R respectivamente.

Bajo los supuestos del MLM (4) se tiene
E(Y)=Xy y Cov(Y)=ZGZ'+R (5)

El MLM se divide en dos partes; la parte fija, Xy, y la parte aleatoria, Zu+e. La parte fija
estad compuesta por el parametro y, mientras que en la parte aleatoria intervienen los efectos

aleatorios u. Los estimadores para efectos aleatorios son conocidos como predictores. Predictor
es un término usado para la estimacion de efectos aleatorios. Henderson et al. (1959), desarrollan
un conjunto de ecuaciones que simultaneamente proporcionan el mejor estimador lineal insesgado
de Xy y el mejor predictor lineal insesgado de u. Estas son conocidas como las ecuaciones del

modelo mixto. Para obtener estimaciones de Xy y de wu, el método estandar es resolver las
ecuaciones del modelo mixto (Henderson 1984). Las estimaciones pueden ser escritas como:

y=X'V'X)'X'v'y,

" ' 1( A] (6)
u=GZ'V'| Y-X7y |

Ademas de la estimacién del parametro y y de la prediccion de u, es necesaria la

estimacion de funciones de la forma k'y+m'u, para vectores especificos de k y m estas
funciones se denominan efectos mixtos ya que son combinaciones de efectos fijos y efectos
aleatorios. Henderson (1975) obtiene el BLUP de k' y+m'u bajo el MLM que esta dado por:

A A (7)
k' y+m'u

donde y y u estan dados por (6).
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En adelante considérese el MLGM

Y =Xy+Zu+e (8)

donde YeR™, X y Z son matrices de constantes de orden mxp y mxq respectivamente,
v € R? es un vector de parametros fijos desconocidos, ue R? es un vector de efectos aleatorios,

u~N(O,afIm), y e R™ es un vector de errores aleatorios no observables, e~N(0,ae2 Im). La
matriz de varianzas y covarianzas de Y bajo el MLM (8) esta dada por:

V=CowY)=027Z'+0521 (9)
CARACTERIZACION DEL PREDICTOR

En este apartado se presenta la caracterizacion del BLUP del efecto mixto X+ Zu.

Teorema 4.1 Bajo el modelo (8), si se cumple ZZ' =dP,, deR, entonces la matriz de varianzas y
covarianzas V de Y se puede expresar en términos del operador proyector ortogonal P, y de su
complemento Q, por medio de

V=ldo+o2 )P, +02Q,. (10)

Demostracion: Ver Velasco y Ojeda (2010).

El siguiente resultado presenta la caracterizacion de la matriz inversa V' de la matriz de
varianzas y covarianzas en términos del operador proyector ortogonal P, y de su complemento

ortogonal Q.

Teorema 4.2 Bajo el modelo (8), si se cumple la relacién ZZ'=dP,, d<R, entonces la inversa

V! de la matriz de varianzas y covarianzas de Y se puede expresar en términos del operador
proyector ortogonal P, y de su complemento Q, por medio de

_ P Q
vie_ "2  ~7Z 11
do-,f+0'€2 0"3 ()

Demostracion: Ver Velasco y Ojeda (2010).

El siguiente resultado presenta la caracterizacion del BLUP del efecto mixto Xy+Zu en
términos de los proyectores mencionados.

Teorema 4.3. Bajo el modelo (8), si se cumple ZZ' =dP,, deR, entonces el BLUP del efecto
mixto Xy+Zu se expresa en términos de los operadores Py, y P, por

Py Y+cP,Y-cP, Py Y (12)
2
donde ¢ = L

2, 2
do; +o,

Demostracién: Ver Velasco y Ojeda (2010).
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Corolario 4.4. Bajo el modelo (8), si se cumple ZZ' =dP,, deR, entonces el BLUP del efecto
aleatorio Xy se expresa en términos de Pyy por:
Py Y. (13)

CONCLUSIONES

De la teoria del MLG se conoce que en el criterio de minimos cuadrados para definir el mejor
ajuste, el estimador de minimos cuadrados ordinarios del vector de coeficientes se puede expresar
en términos del operador proyector ortogonal Py sobre el espacio S(X); asi mismo el estimador de
minimos cuadrados generalizados se puede expresar en términos del operador proyector oblicuo
Py .En el caso del MLM el Mejor Predictor Lineal Insesgado del efecto mixto X+ Zu se expreso

en términos de los operadores proyector Py, y P, definidos sobre los subespacios S(X) y S(Z),

respectivamente. Y la estimacién de un predictor de los parametros en el MLM se expreso6 en
términos de operadores.
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RESUMEN

Uno de los defectos topoldgicos resultado del rompimiento espontanedé de la simetria en las
primeras etapas de la evolucion del universo son los monopolos. La geometria que describen fuera
de ellos presenta un déficit de angulo, y, resultado de la ruptura de la simetria, este mismo
comportamiento esta presente en el caso de teorias alternativas de gravedad masiva.
Considerando los términos a primer orden en la linealizacion de la métrica abordamos el efecto de
la deflexion de la luz en una geometria con un déficit de &ngulo, en el analisis el efecto
del déficit de angulo en la deflexion de la luz coincide con el caso de
la geometria de Schwarzschild cuando el déficit angulo tiende a cero.

INTRODUCCION

La deflexion de la luz fue predicha en la teoria de la relatividad general a partir de la solucion de
Schwarzschild, su medicién fue determinante en el fortalecimiento de la propuesta de la relatividad
general [1]. Dada su observacion este puede servir como una prueba que determine si una teoria
puede ser aceptable o no. Aunado a lo anterior y dada la diversidad de teorias de gravitacién que
se han propuesto entre las que figuran la teoria de Levi Ciita, La teoria de gravitacion de Palatini
[2], La teoria de Rastall [3], asi como teorias que consideran el espacio tiempo de dimensiones
extras como la teoria de Branas [4, 5], la teoria de cuerdas, o bien la teoria de la relatividad general
con campos escalares entre otras. Es pues necesario revisar las diferentes pruebas clasicas que
han sido aplicadas para verificar la valides de la teoria de la relatividad general de Einstein de
manera que esto sirva para verificar las propuestas teéricas. En el marco de la relatividad general
se ha considerado la lagrangiana asociada a un monopolo global su espacio tiempo es el resultado
de considera el rompimiento de simetria global, la densidad de energia del campo decae como 11r,
la energia del campo alrededor del monopolo global sugiere que este puede producir un campo
gravitacional fuerte y la métrica es singular [6], dando como resultado la existencia de un déficit de
angulo en la métrica. Nuestro interés es estudiar el efecto de la deflexion de la luz para un
monopolo global con forma de su espacio exterior como el de la solucién determinada en [6]. En la
siguiente seccion presentamos el desarrollo estandar para la determinacion de la deflexién de la
luz, en particular presentamos el desarrollo dado en el articulo de [7], para en la seccién 3 aplicarlo
al caso de la métrica con déficit de angulo de la métrica de [6], y finalizamos con la seccién de las
conclusiones.

DESARROLLO TEORICO

La siguiente seccién es basada en el articulo presentado por [7]. Un efecto observable que se
puede obtener de la aproximacién lineal de MCG es la deflexion de la luz por el campo
gravitatorio del sol. Para describir tal efecto debemos primero y como la luz se propaga en un
campo gravitacional en MCG. Tomando la aproximacion lineal de la ecuacién geodésica (14) y
multiplicando por mdu* obtenemos:
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1
mdu? + (9%, =5 0*hy, | mutdx” = 0 (17

Donde m es la masa de una particula de prueba u* = % la particula de prueba de cuatro
velocidades. Omitiendo los términos de segundo orden en h;;y podemos escribir (16) como:

1
dpP* — Eaﬁhwpﬂdxv =0 (118)

Donde PH =muM+hHuY es la particula de prueba momento-energia de cuatro vectores. La
forma (1) de la ecuaciéon geodésica se puede utilizar para describir las trayectorias de ambas
particulas y las ondas de luz en MCG.

El momento-energia de cuatro vectores de un fotén con una frecuencia w y el vector de onda
K=(kx.ky,kz) es dado por

PH = nk* (119)
Donde h es la constante de Planck y
(2= (® (120)
o= (2.K) = (Sokearky k)
Es la onda del foton de cuatro vectores. Sustituyendo (4) en (2), obtenemos
—2w (3¢ (121)
dk, = — (—) dz
c 0x
De modo que el cambio total en ky es:
2w (" (3¢ (122)
Akx = (,‘3 J_oo <E> dz

El angulo de deflexién para un rayo de luz que pasa por una distribuciéon de masa estética
esféricamente simétrica es por lo tanto

o - —_2f°° (6(1)) dz (123)

c? 0x

Donde la derivada debe evaluarse en el parametro de impacto del rayo de luz.

Figura 1: Ruta de un rayo de luz en el campo gravitatorio de un cuerpo con simetria esférica y
de masa M.
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APLICACION A ESPACIO CON DEFICIT DE ANGULO

Ahora usando el siguiente elemento de linea [6]

2M
ds = (1 -y + —) dt? + dr? + r2(d8? + sin? 6 dp?) (124)
r L 2M
(1-r+5)
Reescribiendo
2M 2M\7! 2M 125
ds:(l—y+7)dt2+(1—y+7> [drz+r2<1—y+7)(d62+sin29d<p2)] (129)
Sea r=r(R) y operando el segundo término tenemos
2MN\ " [/ dry? 2M (126)
— - _ 2 _ - 2 2
(1 y+ " ) [(dR) dR +(1 y+ = )r(R) dQ ]
Donde d02=d92+sin29d¢2 entonces
2M\"! rdr\* (127)
- el = 2 2 302
(1 y+ r) (dR) [dR? + R?dQ]
Donde
dry? 2M (128)
2 (" — _ — 2
#(G) = (1-r+ )
Reacomodando términos tenemos
r(R)? 2M\"* rdry? (129)
(-2 )
R2 r dR
Resolviendo la ecuacion diferencial anterior se tiene que
® —eVTVR=VITY (e VTV VIV — 2 (130)
T =
21
Utilizando la siguiente transformacion:
x = Rsinfcos ¢ (131)
y = Rsinfsing (132)
z=Rcos6 (133)
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Donde

dx? + dy? + dz? = dR? + R?(d#? + sin? 0 d¢?) (134)

Entonces la ec (8) queda:

2M R)® 135
ds=—<1—y+7>dt2+% (dx? + dy? + dz?) (135)
El potencial gravitatorio ¢ sera de la siguiente forma:
B N 2MG (136)
Entonces sustituyendo la ec (20) en nuestro potencial se obtiene
b= N 2MG (137)
TV T R (T RV — )2
20r =1
Ahora sustituyendo el potencial ¢ y sustituyéndolo en la ecuacioén (7)
/ \ (138)
g = -2 (0 | 4 2MG ld
2 ) ox 4 —eVITVR17Y (eV1-VRVI-Y — )2 z
\ 20— 1) /
Donde R=x2+z2 y haciendo la derivada se tiene
=2 (" 161 —y(—1+y)eXN 'V GMx(x? + z%) 1Y (139)

¢t Jooo (—M + eV (x2 + zz)\/lTV)3
3 81— y(—1+y)eVV GMx(x? + z%)"1+/17¥
(—M + eV (x2 + zz)\/l_‘y)2

) dz

Que no tiene solucion analitica vy necesita ser evaluada numéricamente. Primero
observamos que se obtiene una buena curva de rotacién plana de galaxias espirales con los
parametros. Ademas, tenemos G=6,67428><10_11m3kg_1s_2 y ¢=2,9979x108ms ™ 1. Por
lo tanto solo tenemos los valores de M y b, integrar la ecuacion (23) numéricamente. Para un rayo

de luz detectado por el sol debemos usar M =1,9891><1030kg y b=6,955><108m por lo que la
ecuacion (23) para el valor de y = 0 nos da el valor conocido de la métrica de Schwarzschild.

CONCLUSIONES
A partir de la presentacion estandar del desarrollo tedrico de la deflexién de la luz [7] hemos
presentado un analisis de los valores del angulo de deflexion de la luz por un monopolo global. La

forma de la métrica permite comparar sus valores con la métrica de Schwarzschild, para
y = 0, recuperando el valor del déficit de angulo en ese caso.
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RESUMEN

En este trabajo se presentan los resultados de la sintesis y caracterizacion de Tb,Ca;,MnO;
(donde x= 0.4 ) empleando el método poliol, usando como precursores nitratos para su obtencion.
La importancia de este trabajo radica en el hecho de que no existe mucha informacion de la
utilizacion del método poliol en la obtencién de este tipo de oxidos'. Para conocer la estructura y
morfologia del material obtenido se utilizé difraccién de rayos X (DRX) y microscopia electrénica de
barrido (MEB), respectivamente, encontrando particulas de morfologia homogénea y estructura
ortorrombica. Mediante espectroscopia infrarroja por transformadas de Fourier (FTIR) se comprobdo
la presencia de los enlaces entre el metal y el oxigeno indicada por la banda espectral presente
alrededor de 600 cm™. Finalmente, a temperatura ambiente los polvos obtenidos mostraron un
comportamiento paramagnético determinado por magnetometria de muestra vibrante.

INTRODUCCION

Las manganitas de valencia mixta empezaron a causar gran interés a mediados de los afios 50 por
su gran variedad de estructuras cristalograficas que en gran medida afectan a sus propiedades
magnéticas y eléctricas®. Las manganitas son éxidos de manganeso con férmula general Rj.
AMnO; donde R es un elemento de tierra rara trivalente (La, Eu, Gd, Ho, Tb, etc.), A un elemento
alcalinotérreo divalente (Ca, Sr, Ba, etc.)3’4 y x es la proporcién de losiones Ry A (0<x<1).

En afos recientes, se ha mostrado mucho interés en la investigacion de estos 6xidos ya que
exhiben propiedades interesantes como transicion metal-aislante, magnetorresistencia, transicion
ferromagnética, entre otras, causadas por su estructura cristalina del tipo perovskita ABO3, dando
como resultado una variada posibilidad de aplicaciones tales como: materiales para cabezas de
grabacion magnética, imanes permanentes, sensores, pigmentos y catalisis’.

Este tipo de material comunmente es sintetizado por métodos como: sol-gels, mecanosintesis’,
reaccion en estado sc')lidos, hidrotermalg, por mencionar algunos, sin embargo, existen otros
meétodos como el método poliol, en el cual de manera general se lleva a cabo la reduccion de sales
(nitruros, cloruros, sulfuros, cloratos) en un poliol (etilenglicol, dietilenglicol, trietilenglicol, etc.) el
cual es llevado a ebullicion, dando como resultado una precipitacion de éxidos. Ademas de lo antes
mencionado también resulta interesante explorar esta via de sintesis ya que existe poca
informacién sobre la obtencion de Tb,Ca;,MnO; por este método, ademas de que presenta la
ventaja de su facilidad al trabajarlo a escalas mayores.

PARTE EXPERIMENTAL

La manganita de calcio dopada con terbio fue preparada por el método poliol, usando cantidades
estequiométricas de Ca(NO3), - 4H,0 (Aldrich 99%), Mn(NO3), - xH,O (Aldrich 98%) y Tb(NO3); -
5H,0 (Aldrich 99.9%), los cuales fueron diluidos en dietilenglicol (DEG) (Sigma-Aldrich, 99%). La
solucién fue puesta en agitacién durante una hora a una temperatura de 60°C para permitir una
completa disolucién. Posteriormente se incrementé la temperatura a 120°C y se adicioné NaOH,
manteniendo la solucidon durante una hora a dicha temperatura. Después se incrementd la
temperatura a 180°C, manteniendo una agitacion vigorosa y reflujo durante 2 horas. La solucion
obtenida fue centrifugada para separar el material sélido de la solucién, realizando lavados con
etanol para disminuir la cantidad de DEG, dejandolo secar durante dos horas a 100°C. Finalmente,
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el polvo fue tratado térmicamente a 800°C en una mufla marca Thermolyne modelo F1200, con la
finalidad de eliminar los residuos organicos.

La reaccion se llevé a cabo en un bafio de silicén, donde el matraz baldén esta conectado a un
sistema de refrigeracion para mantenerse a reflujo y agitacién constante. El dispositivo
experimental se muestra en la figura 1.

Figura 5.-Dispositivo experimental de sintesis por el método poliol

Para el estudio morfolégico se utilizé un microscopio de barrido marca JEOL modelo JSM-10L. El
tamano de particula fue determinado con un equipo marca Beckman & Coulter, modelo LS.13320.
La determinacion de las fases cristalinas presentes en los polvos obtenidos, se efectué en un
difractémetro de rayos X marca INEL, modelo Equinox 2000 con radiacion CoKa, (A=1.78901 A). El
analisis magnético se hizo en un magnetdmetro de muestra vibrante marca Microsence, modelo
EV7. El equipo utilizado para observar la presencia del enlace metal-oxigeno fue mediante un
espectrofotometro FT-IR marca Perkin Elmer, modelo System 2000.

RESULTADOS

Se efectudé DRX a los polvos obtenidos obteniendo el espectro de un material amorfo, asi como la
presencia de picos a 30.72°, 39.32°, 49.39°, 56.12, 64.36° y 71.5°, los cuales no corresponden a la
manganita de calcio dopada con terbio esperada, indicando la presencia de fases secundarias y la
necesidad de cambiar las condiciones de trabajo y tratamiento térmico para sintesis posteriores.
También se obtuvieron micrografias de dichos polvos por MEB (ver Figura 2). En la Figura 2a) la
cual fue tomada a 1000 x, se puede apreciar la formacion de grandes aglomerados de particulas y
en la Figura 2 b) se muestra un acercamiento (a 10000 x) de dichos aglomerados observando
particulas irregulares.

Para conocer el tamafio de particula predominante se efectué un analisis de tamafio de particula
el cual se muestra en la figura 3 mostrando una grafica de tamarfo de particula vs volumen, en la
que se nota que la distribucion de particulas es estrecha, y mayoritariamente homogénea al mismo
tiempo que se observa un tamafo mayoritario de particulas de 245.2 ym.
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Figura 17.-Micrografias de los polvos obtenidos mediante el método poliol a) formacién de
aglomerados (1000x) b) acercamiento de los aglomerados (10000x).
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Figura 3.-Analisis de tamafo de particula

Para corroborar la presencia del enlace metal oxigeno se efectuo FTIR y los resultados obtenidos
se muestran en la figura 4, observando que a 616 cm” se presenta una banda espectral
correspondiente al enlace metal-oxigeno, pero ademas existe Ia presencia de otras bandas
atribuidas a enlaces de tension —OH a 3426 cm , ya1610 cm’ ' otra adjudicada a el enlace de
flexion —OH, por otra parte, a partir de 1350 cm™ se observan varias bandas correspondientes al
enlace N-O.
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Figura 4.- Espectro obtenido por FTIR del material sintetizado por el método poliol.

A pesar de no haber obtenido las fases deseadas, a los polvos se les hizo magnetometria de
muestra vibrante a temperatura ambiente para conocer su comportamiento magnético. Dichos
resultados se muestran en la figura 5 en donde se muestra que para este caso, se trata de un
compuesto paramagnético caracterizado por un comportamiento lineal, al graficar Magnetizacién
(M) vs campo aplicado (H). Una vez obtenido el compuesto deseado se tiene pensado hacer el
mismo estudio pero a temperatura baja ya que se sabe se puede llegar a transitar a un estado
ferromagnético a bajas temperaturas.

M (emu/g)

-20000-15000-10000-5000 0 5000 10000 15000 20000
H (Oe)
Figura 5.-Magnetizacién (M) vs campo aplicado (H) a temperatura ambiente de los polvos
obtenidos por el método poliol, tratados termicamente a 800°C para cuando x=0.4.

CONCLUSIONES

Bajo las condiciones utilizadas de sintesis (pH (basico), lavados con etanol y temperatura de
tratamiento térmico = 800 ° C) por el método poliol se obtuvieron polvos amorfos con fases
secundarias con morfologias irregulares y con comportamiento paramagnético a temperatura
ambiente. Llegando a la conclusion de que es necesario, modificar las condiciones de sintesis,

hasta obtener la manganita deseada para después caracterizarla magnéticamente a bajas
temperaturas.
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RESUMEN

Presentamos un estudio de la inestabilidad termomagnética de una placa superconductora tipo Il
empleando el modelo eliptico de estado critico. Realizamos simulaciones numéricas para obtener
perfiles tanto de la induccién magnética como de la temperatura de una placa en la geometria
paralela. Comparamos nuestros resultados con datos experimentales de una aleacion de NbAl.
Demostramos que con nuestra metodologia es posible identificar las condiciones en las que ocurre
una inestabilidad termomagnética, especificamente, un salto de flujo, asi como las dinamicas de
relajacion de la induccidon magnética y la temperatura. Se logré una concordancia cualitativa con
un experimento reportado en la literatura, considerando modelos mas realistas para las
propiedades térmicas y conductoras de un superconductor de baja temperatura critica.

INTRODUCCION

En 1911 H. Kammerlingh Onnes descubrié accidentalmente que el mercurio se convierte en
superconductor a temperaturas por debajo de los 4 K (-269.15 C). Los superconductores son
materiales fascinantes que se distinguen de los metales y semiconductores por dos propiedades: a
una temperatura T, desaparece su resistencia a la corriente eléctrica--- dejan de perder energia en
forma de calor---y son diamagnetos perfectos. Existen también los superconductores tipo Il que se
caracterizan por presentar un estado mixto normal-superconductor al no ser perfectamente
diamagnéticos. En el intervalo de campos H_. < H < H_,puede penetrarlos un campo magnético

formando un arreglo periédico de tubos, cada tubo posee un cuanto de flujo magnético @, = ic/2e
donde se forma un vortice de supercorriente que concentra el flujo magnético en su centro.

La presencia de una corriente de transporte o de un campo magnético provoca que los vortices
experimenten una fuerza de Lorentz]xCI)O /¢ por unidad de longitud, que provoca su movimiento

en direccion transversal a la corriente, dando lugar a un voltaje “resistivo”. Sin embargo,los vértices
pueden permanecer anclados en inhomogeneidades o defectos estructurales, de tal manera que el
material permanece en un estado que se conoce como “estado critico”, hasta que la densidad de

corriente alcanza un valor critico j, y la fuerza de anclaje excedaa la fuerza de Lorentz [1].Esta

capacidad delos superconductores tipo Il para atrapar un campo magnético, ha sido aprovechado
para construir imanes y solenoides superconductores,que generan campos mucho mas intensos
que los imanes permanentes hechos de hierro, cobalto o niquel.

La carrera para crear superconductores tipo Il con altas temperaturas criticas T. y/o con gran
capacidad de conduccién de corriente critica j_, ha rendido frutos [2] que podemos clasificar como

cupratos, tales como el TI,Ba,TeCuzOg, Bi,Sr,TeCuzOg, YBa,CusO75 los noveles nicturos o
calgenuros de hierro como el GdFeAsO,, y el(Ca,Sr,Ba)Fe,As,. Las aleaciones como el MgB,,
NbTi y el NbzSn son ampliamente usadas a pesar de su baja T.. En aplicaciones tecnoldgicas asi
como en ciencia basica se emplean superconductores tanto de baja como de alta T..

La capacidad de conduccién de corriente y, por lo tanto, las potenciales aplicaciones
tecnoldgicasestan comprometidas porefectos térmicos; especificamente, las fluctuaciones térmicas
originan el régimen de arrastre de flujo (flux creep) y un campo eléctrico en el material. Ademas,
un incremento local de la temperatura puede desanclar a los vértices y producir avalanchas de flujo
que destruyen el estado critico del superconductor o inclusive pueden degradar el material. Al
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mismo tiempo, los saltos de flujo, provocados por el movimiento rapido de los vértices durante las
avalanchas, afiaden ruido en las sefiales de sensores superconductores [3].

Dada la correlacion entre las propiedades conductoras y térmicas de los superconductores, para la
ciencia e ingenieria de estos materiales es de sumo interés el control dela estabilidad
termomagnéticade los superconductores tipo Il. Por ello, en este trabajo estudiamos las
condiciones de estabilidad termomagnética de una placa superconductora tipo Il en estado critico.
Este documento estd organizado de la siguiente manera: En la seccion 2 se presentael modelo
eliptico de estado critico y comose resuelven las ecuaciones de Maxwell junto con la ecuacién de
difusion de calor. En la seccion 3 se presentan las caracteristicas térmicas y conductoras de una
muestra de NbsAl, reportadas en la literatura [4]. En la seccion 4 mostramos simulaciones
numeéricas de perfiles de induccion magnética y de temperatura para una placa superconductora
tipo Il. Analizamos nuestros resultados considerando la informacién experimental de la seccién 3.
Finalizamos con las conclusiones de nuestro trabajo.

TEORIA
Se considera una placa superconductora, con una superficie infinita paralela al plano y—z y

espesor X =d ; es sometida a un campo magnético Ha = Hayj?+Ha22 paralelo a la superficie de

la placa, por lo que la densidad de corriente j(X), la induccion magnética B(x) y el campo

eIéctricoE(x) varian Unicamente a lo largo del espesor. De esta manera,el comportamiento

macroscopico del material es descrito con las ecuaciones de Ampere y Faraday se escriben como
sigue:

OB b

—X =, =y, 1
ax IUOJZ ax IuOJy ()
8E_y:_aBz, ai:a‘l, )
ox ot ox ot

La entrada y salida del flujo magnético, mediada por el anclaje de los vortices, se modela a través
del modelo eliptico de estado critico, este incorpora el caracter superconductor del sistema a través
de la ley material

Ji=JuEy | E 3

donde J, =j.0, (i,k=y,z) son los elementos de un tensor diagonal y la magnitud del campo
eléctrico se describe a través de la ley vertical

E(J)={°’. o TSEBD
p(]_]c(B’¢))’ ]Z]L(B’¢)

Cuando el superconductor estd en estado critico, se considera que los elementos del tensor
poseen los valores Jyy =Jo Y J_=j.,ie. losvalores criticos de j, en ladirecciéon yyz.

La ley material arroja que la magnitud de la densidad de corriente critica quedaconfinada en una
elipse:

1 cos’ sin?
2 = 2 ¢ + 2 ¢ b (5)
]c ]cy ch
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@es el angulo de la densidad de corriente critica respecto al eje y. Mas aln, la evidencia
experimental conlleva al empleo de la denominada funcién generalizada de Kim-Anderson [6] para
modelar la dependenciaen 7'y B de la densidad de corriente critica.

Josir BT) = T joyy B=0) 1+ B/B° )" (6)
Aqui B*( Y My 80N parametros; «(7) es una funcién que depende de la temperatura, B*H y
yiz y(z

ny(z).Dado que el interés se centra en la estabilidad del estado critico de un superconductor,

relacionada con el efecto de la redistribucion del flujo magnético y la temperatura, se resuelve el
sistema de ecuaciones (1)-(3) junto con la ecuacion de difusién del calor:

c‘;—f = j.(B,T)E +V*(xT), (7)

donde C es el calor especifico y x es la conductividad térmica.

RESULTADOS

Para analizar la validez de nuestros resultados numéricos, elegimos informacion experimental de
una aleacién de NbzAl [4]. Este superconductor duro tipo Il tiene una T,=76.8. Las mediciones se
realizaron a una temperatura T5=5.9 K y en una muestra de espesor d=2 mm. Los resultados
experimentales mostraron que es pertinente considerar al calor especifico en funcion de la
temperatura y el campo magnético:

C(T,B)=a,T> + Aje T, )

CONA(B) = AO(I—BA,, /Ao).En este trabajo, emplearemos el caso particular a(B) = 4,, A(B)=A,;
los valores de los pardmetros reportados en [4] son: . =(3.7£0.]) J/(m3K4),
Ay =(0.145 £0.001)-10° J/(M’K) y A, = (38 +1) K.

Adicionalmente, la conductividad térmica x del Nb3;Al presenta una dependencia anémala de la
temperatura, razén por la que se modela como una funcion lineal x =0.08823 7 —0.13575
dado el rango de temperaturas de nuestro estudio [7].

Usamos el método de lineas para resolver numéricamente las ecuaciones de Maxwell (1) - (2),
junto con la ley material (3) y la ecuacién de difusion de calor (7), mediados por la elipse critica (5).
Esta metodologia transforma el sistema de ecuaciones diferenciales parciales en un problema de
valores iniciales, a través de una discretizacion. Especificamente, empleamos la biblioteca ode113
de Matlab [8,9].

En la figura se presentan los perfiles de induccion magnética y su correspondiente curva de
temperatura. El primer campo magnético aplicado fue de 0.01 T, con incrementos de 0.05 T hasta
alcanzar un campo con valor de 0.76 T.

Nuestro modelo ubica al sistema en la vecindad del estado critico, por lo que el problema inicia con
el superconductor en el régimen de flux flow y, a partir de este estado resistivo, se buscan

. . . . . dB . .
soluciones estacionarias, es decir, cuando se satisfacen m =0,E =0 y se alcanza cierto tiempo
t

de estado estacionario t.. Los paneles (a), (c¢) y (e) muestran la induccion magnética en el material
a los tiempos ¢, =25, 50,125 x 107 s, respectivamente. Se encontrd que la inducciéon magnética del
panel (a), obtenida a un t, =25 x 10° s, aun no alcanza el estado estacionario. La aseveracion
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anterior se debe a que, si se compara el resultado de (a) con los de (c) y (e), la forma y valores de
los perfiles de la induccién magnética en (c) y (e) ya son muy semejantes, aun cuando fueron
obtenidos a dos tiempos t.. Por lo tanto, la induccidn magnética de los paneles (c) y (e) ya se
encuentran en estado estacionario. Adicionalmente, en los tres paneles se aprecian tres saltos del
flujo, que ocurren en campos externos cercanos a los que aparecen en la curva de magnetizacion
experimental.

En los paneles (b), (d) y (f) de la figura se observan los perfiles de temperatura, correspondientes a
los paneles (a), (¢c) y (e). Se observa cédmo se incrementa la temperatura dentro del material
perfiles y como relajan a tiempos diferentes a los correspondientes a la induccién magnética, es
decir, la temperatura presenta otra dinamica de relajamiento. Todos los perfiles de temperatura
tienen, en los bordes de la muestra, el mismo valor de la temperatura del bano térmico Tg=5.9 K.

CONCLUSIONES

En este trabajo se analizé la estabilidad termomagnética de un superconductor duro tipo Il de baja
temperatura critica. Se resolvieron las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de difusion de calor en
el marco del modelo eliptico de estado critico. Para analizar nuestras simulaciones numéricas, se
emplearon resultados experimentales de una aleacion de NbzAl, asi como modelos realistas para
el calor especifico y la conductividad térmica de dicho material. Logramos identificar tres saltos de
flujo, valores a los que ocurre una inestabilidad termomagnética.

Si bien estos resultados son preliminares, obtuvimos una buena concordancia cualitativa con el
experimento. Nuestra proxima investigacion estara dirigida a la identificacién de los parametros
Optimos para una concordancia cuantitativa con resultados experimentales del NbsAl y otros
materiales superconductores.
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Figura. En los paneles (a), (c) y (e) se muestran perfiles de la induccién magnética adimensionada
obtenidas numéricamente para los tres tiempos f, =25, 50,125 x 10° s. Se pueden observar tres
saltos de flujo, que corresponden a la ocurrencia de una inestabilidad termomagnética. Los valores
y forma de los perfiles en los paneles (c) y (e) permiten concluir que la induccién magnética ya esta
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en un estado estacionario Los paneles (b), (d) y (f) son los perfiles de temperatura
correspondientes a (a), (c) y (e), respectivamente. Se observa la variacion de la temperatura a lo
largo del espesor de la placa. Ademas, es evidente que la temperatura relaja a un tiempo diferente
al de la induccion magnética.
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RESUMEN

El objetivo de este trabajo de investigacion es determinar algunas de las principales caracteristicas
espectrales de una crema corporal in vitro para evaluar la factibilidad de emplearla como protector
solar para la piel. Para nuestros experimentos elaboramos una crema que contiene mucilago de
Salvia hispanica (chia) como ingrediente activo para la absorcién de radiacién solar. Esta crema
fue colocada sobre una delgada lamina de vidrio de manera similar a la que una persona la
aplicaria sobre su piel. Medimos la absorbancia y transmitancia de la crema en el rango de 200 a
1000 nm después de compensar los efectos internos del espectrometro y de la lamina de vidrio
usada como soporte para la crema. A través de los espectros de absorbancia y transmitancia
analizamos la posibilidad de emplear esta crema corporal con mucilago de chia como protector
solar organico para la piel. La finalidad de desarrollar una crema corporal con ingredientes activos
organicos es crear un producto que sea mas seguro para las personas y que contribuya a
preservar el medio ambiente, en comparacién con los protectores solares quimicos ampliamente
usados en la actualidad. Aunque la composicidon de los protectores quimicos es considerada
segura para las personas, su uso prolongado e inadecuado puede generar niveles de toxicidad
potencialmente peligrosos para el organismo debido a su asimilacion. Por esta razén, el desarrollo
de un protector solar organico es cada vez de mayor interés.

INTRODUCCION

Los rayos solares que inciden sobre la piel juegan un papel importante en la sintesis de vitamina D
y en la accion terapéutica de diversas enfermedades. En los ultimos afios, la exposicidn al sol se
ha convertido en una de las actividades colectivas més frecuentes, muchas veces exagerada y sin
las precauciones minimas necesarias. La excesiva exposicidon a la radiacién solar, especificamente
la ultravioleta (UV), produce efectos agudos en la piel como quemaduras, envejecimiento
prematuro y padecimientos crénicos como cancer de piel y cataratas en los ojos.

Aproximadamente el 95% de la radiacion que incide sobre nuestra piel es infrarroja (>760 nm) y luz
visible (400-760 nm). Sdlo el 5% o menos es UV de la cual el 98% corresponde a la UVA (320-400
nm) y el 2% a la UVB (290-320 nm). La radiacién UVA puede subdividirse en UVA largos o UVA-I|
(340-400 nm) y UVA cortos o UVA-II (320-340 nm). La radiacién UVC (<290 nm) practicamente no
llega a nuestra piel ya que es absorbida casi en su totalidad por la capa de ozono, aunque ha
empezado a tomar importancia debido a la progresiva disminucion del ozono atmosférico en los
ultimos afos. [1]

Aunque el cuerpo humano ha desarrollado diversos mecanismos de autoproteccién actinica como
la formaciéon de melanina, secrecion del sudor, entre otros, la exposicion prolongada al sol puede
sobrepasar la capacidad defensiva de la piel; por lo tanto, debemos recurrir a la fotoproteccion
artificial o externa. Entre las medidas complementarias de fotoproteccion recomendadas, la
aplicacién de productos tépicos que actian como pantallas o bloqueadores es la mas difundida y
aceptada por el publico. [2-3]

Los fotoprotectores tépicos o productos antisolares, son preparados farmacéuticos, de aplicacion
tépica que tienen la propiedad de reflejar, absorber o refractar la radiacion ultravioleta de origen
solar o de fuentes artificiales, atenuando la accion perjudicial de los rayos solares. Estos se dividen
en fotoprotectores fisicos y quimicos.
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En la actualidad los protectores de tipo quimico son los mas usados, aunque existe controversia
respecto al uso prolongado de estos protectores y el efecto téxico de sus componentes, debido a
que existen indicios de alteracion en las actividades endocrinas. [4-5]

Por lo antes mencionado, es necesario contar con nuevas alternativas de proteccion solar para la
piel que brinden una gran proteccion y menores riesgos de toxicidad; ademas que contribuyan a la
conservacion del medio ambiente, utilizando ingredientes y procedimientos sustentables. Por lo
anterior, modificamos e implementamos un método de extraccién para un mucilago, en este caso,
el mucilago de Salvia hispanica (chia). Luego elaboramos una crema humectante y le
incorporamos el mucilago de chia como ingrediente activo para la absorcidn de radiacion solar.
Para determinar la factibilidad de utilizar el mucilago de Salvia hispanica como ingrediente activo
en un protector solar en forma de crema, medimos su transmitancia y absorbancia en el rango de
200 a 1000 nm, cubriendo las regiones UVC, UVB, UVA, visible y una porcion del infrarrojo
cercano, con el fin de obtener un amplio panorama acerca de las caracteristicas de transmision y
absorcion éptica de este mucilago.

TEORIA

Para este estudio se utilizé el mucilago de Salvia hispanica como ingrediente activo de un protector
solar para la piel, debido a sus caracteristicas organicas y naturales. El mucilago de chia es un
polisacarido de alto peso molecular, entre 0.8x10° y 2x10° Daltons. Este mucilago puede ser
extraido de las semillas de Salvia hispanica al entrar en contacto con el agua, cubriéndolas con un
halo transparente. El mucilago de chia esta formado por diferentes azucares y acidos urénicos
(aproximadamente 25%), ademas es rico en fibra dietética. Adicionalmente es un hidrocoloide
soluble en agua, por lo que el mucilago de chia posee caracteristicas interesantes, como la
capacidad para retener humedad, lo cual puede ayudar a hidratar la piel. [6-9]

El proceso para la extraccion del mucilago de las semillas de chia involucra varias etapas acuosas.
En un principio, este proceso parece ser sencillo porque el mucilago es soluble en agua; sin
embargo, debido a que retiene en su estructura una elevada proporcion de liquido, se dificultan los
procesos de escurrido y deshidratacion por lo que en ocasiones se usa alcohol como solvente para
separarlo por centrifugacion. Para extraer y purificar nuestro mucilago modificamos e
implementamos un método reportado previamente en la literatura. [10-12]

En nuestro caso, obtuvimos el mucilago remojando las semillas enteras de chia en agua (1:10 p/v),
durante 1 hora a temperatura ambiente y con agitacién manual durante 15 minutos para lograr la
completa hidratacion de las semillas y evitar su aglomeraciéon. Posteriormente, dicha mezcla se
calenté a 50°C durante 40 minutos. Transcurrido este tiempo se sometié a filtracidon al vacio para
separar las semillas del mucilago. Finalmente, el liquido obtenido de la filtracion se coloc6 a bafio
Maria hasta evaporar el agua y asi obtener el mucilago seco.

Después de obtener el mucilago en forma de polvo se realizé una crema base humectante. Para
su preparacion se requirié de 60 g de aceite de almendras, 50 ml de agua caliente saturada con
mucilago de chia, 20 g de lanolina, 6 g de cera de abeja rallada y 2 g de manteca de cacao rallada.
El procedimiento consistio en verter en un recipiente de vidrio o metal la cera de abeja junto con la
manteca de cacao y derretir a bafio Maria agitando con un abatelenguas. Una vez que la mezcla
fue derretida e integrada, se afiadi6 la lanolina. Esperamos a que se disolviera y agitamos para
integrarla con los demas ingredientes. Sin dejar de mover, se afiadié poco a poco el aceite de
almendras. Pasados 10 minutos retiramos la mezcla del bafo Maria. Luego agregamos el agua
caliente saturada con mucilago de chia mezclando hasta enfriar y tomar una apariencia cremosa
(aproximadamente 20 minutos). Enseguida afadimos la esencia y agitamos hasta integrar.
Después de elaborar la crema, medimos su absorbancia y transmitancia en el rango de 200 a 1000
nm.

El estudio a nivel bioquimico de cualquier molécula requiere la utilizaciéon de técnicas analiticas que
permitan su determinacién cualitativa y cuantitativa, asi como su caracterizacién fisico-quimica y
biolégica. Uno de los métodos mas utilizados es la espectrometria. [13]
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La medicion de la cantidad de energia radiante que absorbe un sistema quimico en funcion de la
longitud de onda de la radiacion, y a las mediciones a una determinada longitud de onda, se le
denomina espectrometria.

Las teorias ondulatoria y corpuscular de la luz proponen la idea de que un haz de luz es un flujo de
cuantos de energia llamados fotones; la luz de una cierta longitud de onda esta asociada con los
fotones, cada uno de los cuales posee una cantidad definida de energia.

La transmitancia (T) de una sustancia es la relacion entre la cantidad de luz transmitida que llega al
detector una vez que ha atravesado la muestra, I, y la cantidad de luz que incidié sobre ella, /Iy, ¥
se representa normalmente en porcentaje:

%T =j—f100 Ec. (1)
0

La transmitancia nos da una medida fisica de la relacion de intensidad incidente y transmitida al
pasar por la muestra. La relacion entre %T y la concentracion no es lineal sino que asume una
relacion logaritmica inversa.

La absorbancia (A) es un concepto mas relacionado con la muestra puesto que nos indica la
cantidad de luz absorbida por la misma, y se define como el logaritmo de 1/T. En consecuencia:

A=log==—logT = —logll—g Ec. (2)

Cuando la intensidad incidente y la transmitida son iguales, la transmitancia es del 100% e indica
que la muestra no absorbe a una determinada longitud de onda, entonces absorbancia A toma el
valor de log(1)=0. La cantidad de luz absorbida también depende de la distancia que atraviesa la
luz a través de la solucién del cromoéforo y de la concentracion de éste. [14-15]

Con las ecuaciones anteriores es posible determinar el porcentaje de transmitancia y absorbancia
del mucilago en una cierta longitud de onda. Para determinar los espectros de transmitancia y de
absorbancia en el rango de longitudes de onda deseado es necesario repetir las mediciones de
manera manual o automatica, dependiendo del tipo de espectrometro disponible.

PARTE EXPERIMENTAL

Medimos la transmitancia y absorbancia de la crema humectante con mucilago de Salvia
hispanica, colocando una pequefia porcion de la crema en un portaobjetos simulando la manera en
que una persona la colocaria sobre su piel. Extendimos uniformemente la crema sobre el
portaobjetos y le colocamos otro encima. Aplicando diferentes presiones a los portaobjetos
creamos varias muestras con diferentes espesores de crema con mucilago de chia. Para medir el
grosor de la capa de crema utilizamos un vernier.

En este estudio analizamos tres muestras con diferentes grosores de crema con mucilago de chia:
0.14 mm, 0.08 mm, y 0.04 mm. Para caracterizar cada una de las muestras de crema con mucilago
utilizamos un espectrometro Jenway modelo 7305. Este dispositivo 6ptico es un espectrémetro de
haz sencillo con rejilla de difraccién que nos permite analizar la energia radiante que atraviesa la
muestra. El rango en el cual hicimos las mediciones fue de 200 a 1000 nm con resolucién de 10
nm. En la Fig. 1 presentamos el arreglo experimental utilizado para medir la transmitancia y
absorbancia de la crema.
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Lampara \

/Rejilla de entrada

Rejilla de

/ difraccién

Colimador \

Detector \

Muestra —/ Lentes colectores —/

Fig 1. Configuracion experimental del espectréometro empleado para la
caracterizacion del mucilago. Este es un espectrometro de haz sencillo con rejilla de
difraccion. Adaptada de Espectrometros Jenway por Bibby Scientific. [16]

\Rejilla de salida

A continuacion, presentamos los espectros de transmitancia y absorbancia para cada una de las
tres muestras que analizamos.
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Fig. 2. Espectros de transmitancia (izquierda) y absorbancia (derecha) de una capa
de crema humectante con mucilago de Salvia hispanica con grosor de 0.14 mm.

En la Fig. 2 presentamos los espectros de transmitancia (izquierda) y absorbancia (derecha) de la
muestra de crema humectante con mucilago de Salvia hispanica que tiene un grosor de 0.14 mm.
En el espectro de transmitancia es posible apreciar que la maxima transmitancia para esta
muestra es menor que el 2% y se produce cerca de los 250 nm. Para longitudes de onda mas
largas el porcentaje de transmitancia disminuye y eventualmente se estabiliza en un valor de
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0.2%, bloqueando casi en su totalidad la radiacion UV-Visible-IR cercana. Por su parte, en el
espectro de absorbancia es posible observar la alta absorcion de la crema en el rango estudiado y
una ligera disminucion para longitudes de onda que van de los 200 a los 300 nm.
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Fig. 3. Espectros de transmitancia (izquierda) y absorbancia (derecha) de una capa
de crema humectante con mucilago de Salvia hispanica con grosor de 0.08 mm.

La Fig. 3 muestra los espectros de transmitancia (izquierda) y absorbancia (derecha) de la
muestra de crema con mucilago que tiene un grosor de 0.08 mm. Este espectro de transmitancia
presenta caracteristicas similares a las de la muestra anterior, aunque en general los valores de
transmitancia son ligeramente mayores. En este caso el valor maximo de transmitancia es casi del
6% y se produce a los 250 nm, lo cual sigue siendo un valor bajo. Al igual que en la Fig. 2 es
posible apreciar un pico de transmitancia entre los 200 y 300 nm seguido de un comportamiento
casi plano para longitudes de onda mas largas hasta los 1000 nm. Por su parte, el espectro de
absorbancia de esta muestra exhibe una alta absorbancia para longitudes de onda entre 300 y
1000 nm, y una ligera disminucion en la banda de 200 a 300 nm.
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de crema humectante con mucilago de Salvia hispanica con grosor de 0.04mm.

La Fig. 4 muestra los espectros de transmitancia (izquierda) y absorbancia (derecha) de la muestra
de crema con mucilago que tiene un grosor de 0.04 mm. Esta muestra tiene cerca de un cuarto del
grosor de la primera muestra y como es de esperarse en general su transmitancia aumenta,
mientras que su capacidad para absorber radiacién luminosa disminuye. En este caso notamos el
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mismo pico de transmitancia entre los 200 y 300 nm que en las muestras anteriores. Sin embargo,
a partir de los 300 nm la transmitancia comienza en un valor bajo (0.4%) y luego se va
incrementando con la longitud de onda. Para esta muestra, el valor maximo de transmitancia es
cercano al 6% a 230 nm. En el espectro de absorbancia de esta muestra confirmamos que la
absorbancia alcanza su maximo a 320 nm, y que la capacidad de la crema para absorber energia
radiante disminuye ligeramente para longitudes de onda mayores.

DISCUSIONES

Los espectros de transmitancia y absorbancia que obtuvimos, demuestran que el mucilago de
Salvia hispanica como ingrediente activo de una crema humectante es capaz de absorber
significativamente la radiaciéon ultravioleta, visible e infrarroja cercana. Los espectros que
obtuvimos indican que la crema con extracto de chia transmite menos del 6% de la radiacién solar
aun para la muestra mas delgada con grosor de 0.04 mm. Ademas, una de las caracteristicas mas
interesantes de nuestros resultados es que la crema con extracto de chia presenta un maximo de
absorbancia a 320 nm, lo cual es muy util cuando se quiere bloquear la radiacién UVA y UVB como
en nuestro caso ya que la aplicacion pretendida es justamente la proteccién solar de la piel en
contra de la dafina radiacion UV. Otra de las caracteristicas de los espectros de transmitancia es
que presentan un pico entre los 200 y 300 nm; sin embargo, el porcentaje de transmitancia sigue
siendo bajo (entre 2% y 6%). Finalmente, comparando los espectros de transmitancia de las tres
muestras encontramos que en general el porcentaje de transmitancia aumenta a medida que
disminuye el grosor de la capa de crema, lo cual es consistente con la Ley de Beer-Lambert.

CONCLUSIONES

En este trabajo de investigacion estudiamos la transmitancia y absorbancia in vitro de delgadas
capas de una crema humectante con mucilago de Salvia hispanica como ingrediente activo para la
absorcién de radiacion solar. Para este propésito elaboramos tres muestras, cada una formada por
una delgada capa de crema entre dos portaobjetos. Estas muestras fueron fabricadas con
espesores de 0.14 mm, 0.08 mm y 0.04 mm. Los espectros de transmitancia y absorbancia que
obtuvimos indican que las muestras de crema con mucilago de chia permiten una transmitancia
menor al 6% en el rango de 200 a 300 nm, incluso para la muestra mas delgada. Para longitudes
de onda entre 300 y 1000 nm el porcentaje de transmitancia fue atin menor. De hecho, la minima
transmitancia (maxima absorbancia) se presentod cerca de los 320 nm, lo cual es especialmente util
para aplicaciones de proteccién solar de la piel ya que bloquea prioritariamente la dafina radiacion
UVA y UVB. Asi pues, los resultados indican que nuestra crema base humectante con mucilago de
Salvia hispanica como ingrediente activo para la absorcidon de energia radiante puede representar
una excelente alternativa de fotoproteccion debido a que tiene caracteristicas de transmitancia y
absorbancia idéneas para la proteccion solar de la piel. Mas aun, el origen organico del mucilago
de chia y de los demés ingredientes de la crema protectora que elaboramos contribuye al uso
sustentable y seguro de las materias primas y sus productos derivados debido a su baja huella
ecoldgica e inocuidad.
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RESUMEN

En este trabajo muestra el efecto que ofrece la rotacion de un objeto al afectar su trayectoria
cuando este se mueve de manera traslacional y rotacional a través de un fluido, que en este caso
es el aire. Este efecto se conoce como “efecto Magnus” El sistema consta de un plano con un
angulo de inclinacion @ por el cual se deja caer una esfera de radio R, y masa M. Se conoce la
altura H desde la que cae, asi como su rapidez v, en el instante en que pierde contacto con el
plano inclinado, se mide experimentalmente la trayectoria (x vs. y), el tiempo y la distancia
horizontal a la que cae la esfera; este experimento se repite variando tanto el angulo de inclinacion
del plano, como el radio y la masa de la esfera, y se presentan los resultados. Adicionalmente se
realizan experimentos relacionados con una esfera que varia su masa durante todo su recorrido
poniendo especial interés en el comportamiento de la trayectoria por efecto de la masa variable y
en el comportamiento del efecto Magnus

INTRODUCCION

En este trabajo se presenta el efecto creado al hacer girar una pelota en movimiento, a altas
velocidades (llamado “chanfle”), muy conocido en varios deportes. Este efecto se denomina como
Efecto Magnus, en honor al Fisico Heinrich Gustav Magnus (1802-1870). Este efecto se debe a
una fuerza externa generada por el contacto con el aire (u otro fluido), llamada también fuerza
Magnus, la cual modifica la trayectoria del objeto mévil, ya que es creada por una diferencia de
presion en la superficie del objeto, provocada por el giro del mismo. La fuerza esté relacionada con
una constante (denominada constante de Magnus) y la velocidad del objeto en movimiento. La
masa del objeto moévil afecta la fuerza Magnus que se ejerce sobre él, modificando su trayectoria.
Por lo tanto, la masa del objeto debe tener una relacién con la constante de la fuerza. En este
trabajo se analiza cédmo el cambio de masa de una esfera mévil tiene una relacion con dicho
efecto; asi pues presentamos el modelo tedrico, el desarrollo experimental, los resultados y
conclusiones.

Es por ello que en este trabajo se presenta tal efecto experimentalmente con ayuda de dos
sistemas que constan de un plano inclina con cierto angulo de inclinacién & por el cual se deja caer
una esfera de radio R, y de masa M (sistema 1) y de masa variable M(t) (sistema 2), en donde se
considera una altura H, la cual cae con cierta rapidez inicial vy, para el estudio de tal efecto es de
importancia tomar en cuenta cuando la esfera pierde contacto con el plano inclinado tomando las
mediciones correspondiente de la trayectoria en (x vs. y), el tiempo y la distancia horizontal a la que
cae la esfera.

MODELO TEORICO

Consideremos un cuerpo esférico que se mueve rotando por el aire, sobre el cual actuan cuatro
Fuerzas: gravitacional, resistencia, aerodinamica, de flotacion y la Fuerza de Magnus, la cual actua
perpendicularmente a la velocidad y causa la deflexion del objeto giratorio. Una explicacion
comunmente aceptada es que un objeto esférico giratorio lleva un poco de aire a su alrededor,
creando una especie de torbellino de rotacion de aire sobre si mismo. Este aire circulante ralentiza
el flujo de aire mas alld de la esfera en un lado y lo acelera en el otro. Segun el principio de
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Bernoulli, la presion del aire disminuye en los puntos donde la velocidad aumenta. El arrastre en el
lado de la esfera girando retarda el flujo de aire, mientras que en el lado opuesto el arrastre acelera
el flujo de aire. La resultante del desequilibrio de presidon conduce a una fuerza que actua
perpendicularmente a el eje de giro de la esfera y su velocidad, causando la deflexién de la misma
Figura 1.

‘[ Fuerza de Magnus

Figural. Esquema mostrando como la diferencia en la presion da lugar al efecto Magnus.

Modelo Newtoniano
De acuerdo con las Leyes de Newton la fuerza total actuando sobre la pelota es (Figura 2):

Fr=Fy+F,+Fy+F, =ma (1)

Figura 2 Modelo del sistema de estudio
Donde:

Fg=-mgj (2)

Es el peso de la pelota, es la fuerza debida a la accion gravitatoria, entre la masa de la tierra y la
de la esfera. Sin embargo, como esta se va desplazando en un medio que es el aire, se requiere
entonces considerar el efecto del medio sobre el objeto que se desplaza, esta interaccion medio-
sistema tiene tres tipos distintos de interaccion medio-objeto, el primero lo consideramos como la
fuerza de flotacion, o la fuerza boyante que fue descubierta por Arquimedes, dada por:

Fy=p, V9] 3)

Donde p, es la densidad del medio, en este caso, la densidad del aire la cual a temperatura
ambiente es p, = 1.2 kg/m3, V es el volumen del objeto, en este caso es el volumen de la esfera
que se hara girar dado por ¥ = 47R*/3, donde R es el radio de la esfera.

La siguiente interaccion tienen que ver con la velocidad de arrastre de un objeto al caer en un
medio, la fuerza depende del cuadrado de la velocidad y resulta ser opuesta al desplazamiento del
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objeto en su trayectoria, razon por la cual la componente horizontal sera negativa mientras que la
componente vertical sera positiva por oponerse a la caida del objeto.

F; = —K, v?Cos(a) i + K;v%Sen(a) j (4)

Finalmente, la fuerza de Magnus es perpendicular a la velocidad y aparece como resultados del
spin del objeto al rotar sobre su propio eje, aqui supondremos que puede ser expresada de manera
similar a la fuerza de arrastre, quedando entonces lo siguiente:

F,, = —K,,v?Sen(a)! — K,,v? Cos(a) J 5)

Los valores de las constantes dependen de la rotacion del objeto en el medio, por lo tanto, también
dependen de las propiedades del fluido. Generalmente los valores de las constantes son definidos
como:

1
Ky = 2 CqAp, (6)

Donde 4 es la seccién transversal del objeto, para nuestro caso es 4= 1R’ y p, es la densidad del
aire, de manera similar se tendria que:

1
Km = E CmApa (7)

C; y C, son cantidades adimensionales: las cuales deben ser determinadas a través del

experimento. Los valores de los coeficientes correspondientes a la fuerza de arrastre dependen del

numero de Reynolds el cual para este caso esta definido como:

R, = L2 _ VPl 8

=5 = ®)

En donde v es la velocidad de la pelota en el medio, D es el diametro de la pelota y 9la

viscosidad cinematica, definida como 9 = u/p,, con u la viscosidad dinamica. Para el caso de C,,
existe una relacion entre el coeficiente adimensional y el parametro de espin dado por S = wr/v.

wr
Cm = kuS = ku? (9)

Con ello puede quedar determinado solo la constante de proporcionalidad k,, para determinar el
adecuadamente el coeficiente K,
1 owr

Km = Eku 7Apa (10)

Entonces en este modelo Newtoniano, la fuerza total estara dada por la siguiente ecuacién:
F; = —(K4v?Cos(a)+K,,v?Sen(a)) T + (—mg + pa V. g + K4v? Sin(a) — K,,v? Cos(a))j =ma (11)

que nos lleva a dos ecuaciones de movimiento una para cada dimension del desplazamiento de la
esfera (x, y) ver Figura 1.

A
a, = —[C4 Cos(a) + C,, Sen(a)] Zfr: v? (12)
AmR?p, Ap,
a,=4g [ 3 1] + [C4Sen(a) — C,,Cos(a)] >V (13)

Hemos identificado tres casos particulares que son los que vamos a estudiar:

Caso A. Caida en el vacio

El primer caso es cuando la esfera cae después de haberse deslizado sobre el plano inclinado,
entonces deja de percibir el efecto del plano inclinado y Unicamente actia sobre ella la fuerza
gravitatoria, es decir, cae solamente por la accion de la fuerza gravitatoria, como no existe medio,
no habra una interaccion sistema-medio, por lo tanto, las fuerzas propuestas en las ecuaciones (3-
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5), las cuales involucran la densidad del medio, serian nulas. Entonces este primer caso,
corresponde a un movimiento de tiro parabdlico, donde solo habra aceleracién en la direccion
vertical y la rapidez en la direccion horizontal es constante. De acuerdo con las ecuaciones de
movimiento uniformemente acelerado, se tendria que resolver este conjunto de ecuaciones:

Ax = vy t

Ux = on (14)
— 1 2
Ay = voyt+§gt (15)
Ux = UO

X

Caso B: Caida en el aire

El segundo caso de estudio tiene que ver cuando la esfera cae en un medio, en esta ocasion, tal
como lo hemos establecido al considerar las fuerzas que intervienen, el medio es el aire cuya
densidad ya ha sido indicada anteriormente. Al entrar en contacto con el medio, la esfera que se
encuentra girando, tendra una componente de la aceleracion tanto en la direccion horizontal como
vertical dada por las ecuaciones (12-13), por lo que tendremos que ajustar la ecuacion (14) debido
a la interaccion con el medio:
1 2
Ax = vy t + Eaxt (16)

Vy = Vg, + Ayt

Por lo que para obtener las dos componentes de la velocidad debemos resolver la integral
siguiente:

dv, = —;—iLtv(t)z[CdCos((x(t)) + C,Sen(a(t))]dt’ 7

Sin embargo, resolverla es complicado debido a que tanto al angulo como la rapidez de la esfera
son funciones del tiempo, por lo que resolverla no es tan inmediato, ni tan simple.

Caso C: Caida en el aire con masa variable
El tercer caso de estudio tiene que ver cuando la esfera es una esfera de masa variable, esta
esfera pierde cierta cantidad de masa al ir cayendo en un medio, entonces la resolucion de la
ecuacion (17) se complica aun mas al ser agregado un término que también depende del tiempo
en este caso es la masa variable,
Ap (tv(t)?
2 )y, M(t)
La propuesta que hacemos para masa variable es la siguiente:

dv, =

[C4Cos(a(t)) + CSen(a(t?))]dt’ (18)

M) =M, +M;,(1-4t) (19)
Donde M, es la masa de la esfera, la cual es constante, M, es la masa granular, en este caso

utilizamos arena de mar, 1 es la rapidez de salida del medio granular que en este caso lo
trabajaremos como constante.

PARTE EXPERIMENTAL

El montaje experimental consisti6 en un plano inclinado formado por dos varillas de longitud
L = 0.710 m con una inclinaciéon 8 = 30.76°y con altura h = 0.364 m. Se utilizé una esfera de
plastico con una masa m = 0.0149 kg y radio R = 0.029m, la cual se empujoé por el plano
inclinado con ayuda de dos pistones magnéticos los cuales se colocaron en la parte superior. La
altura de la base del plano inclinado respecto al suelo fue H = 1.92 m. En la Figura 3 se aprecia el
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montaje experimental y en la Tabla 1 aparecen los parametros del experimento. El experimento se

grabé con una camara de video Canon AX5. En la Figura 4 se observa la trayectoria de la esfera
para los casos

B y C. Los resultados experimentales de la posicion (x(?), y(?)), velocidad (v, () ,v,(t)) y angulo a(1)
como funcién del tiempo, se obtuvieron con Tracker.

Figura 3. Montaje Experimental a) Vista de perfil.

Tabla 1 Parametros utilizados en la descripcion del experimento para los casos A, By C

En la Figura 4 se observa la trayectoria de la esfera al dejar el plano inclinado para los casos B y
C.

Caso A Caso B Caso C
Param Valor Unida | Param Valor Unida | Param Valor Unida
etros des etros des etros des
a 30.8200 | grado Cy 0.3 ad Me 0.0524 kg
S
g 9.7700 m/s® Cy 0.5 ad Mg 0.0966 kg
h 0.3640 m R 0.0285 m A 0.5 1/s
Vo 2.0658 m/s M 0.1490 kg T 2.0 s
H 2.2000 m
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Figura 4. Trayectoria experimental de la pelota del caso B, y del caso C respectivamente.

RESULTADOS
Resultados Experimentales

La Figura 5a y 5b muestra los resultados experimentales de la posicion x(t) y y(t) obtenidos con
Tracker. Como era de esperarse el movimiento en x es rectilineo uniforme, mientras que el
movimiento en y es uniformemente acelerado. Los puntos corresponden a los resultados
experimentales en cada una de las repeticiones, mientras que la linea continua corresponde al
promedio. Por otro lado, la Figura 5¢ muestra la variacion del angulo a(#) como funcién del tiempo.
Los experimentos se realizaron tres veces para verificar la reproducibilidad.

() Y(t)
18¢ (a) 20
|
1.0} 15 -
s P anp
1.0F + Jeap
°.5 L — A
0.5t
0.0 t Q.0
o0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 o6 0.0 Q1 0.2 0.3 2.4 05 06

Figura 5 a) Resultados experimentales para X(t),5 b) resultados experimentales para Y(t)
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Figura 5 ¢) Variacion del angulo como funcion del tiempo

B B &5 B2 B

CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

Las Figura 6a y 6b -6b muestran los datos de tracker para las componentes de la velocidad como
funcién del tiempo v,(t), v,(t). Los puntos corresponden a la serie de tres repeticiones en tanto que
la linea continua es el promedio. Como puede observarse hay una buena reproducibilidad de los
resultados.

4.0¢

35

3.0}

25¢

20

1.5t

vy(t)

o-b)
« 1exp -2 b)
2 exp
* 3exp -4t
-6t

0.0 0.1 02 03

0.4

0.5 0.6

0.0 041

02 03

04

05

06

« 1exp
2 exp
Jexp

—_— (Vy)

Figura 6 a) Resultados para la componente x de la velocidad. b) Resultados experimentales para la componente y de

la velocidad.

Con los resultados presentados en las graficas 5a y 6¢, se hizo un ajuste, solo expondremos el
caso del angulo, ya que de manera similar se procedio, tanto con v,(t), v,(t), x(t) y y(t). En todos los
casos el ajuste que se considera es un ajuste lineal, por lo tanto por medio de minimos cuadrados,
se obtiene que para el caso del angulo:

60

50+

40}

30

20

Figura 7 Resultados experimentales ajuste X(t), b) resultados experimentales para Y(t)

a(t) = 26.5379 + 56.4495 t

a(t)

00 01 02 03 04 05 06

= Exp1
Exp 2
« Exp3

— <>

— Fit

El resultado obtenido para la componente x y y de la velocidad es el siguiente:

17)
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v, (t) = 2.7724 — 0519235 ¢ (18)
v (t) = —1.23266 — 10.3223 ¢ (19)

Con estos resultados se obtiene una expresiéon como funcién del tiempo tanto para la velocidad v
como para el angulo a, las figuras 8a y 8b muestra estos resultados.

% Sin(a)&Cos(a)
. . 15

a) 7 1.ofb)

? s LR, -
4 I R VVAVAVAVAV

‘ . . . ‘ -15 : : :
00 o1 o0z o3 os o5 00 01 02 03 04 05 06 07

Figura 8 a) Resultados para v(t),obtenidos a partir de los resultados experimentales, b)
Muestra el seno y el coseno del angulo a(t)

Al derivar las ecuaciones 18 y 19 se obtienen las componentes de la aceleracion a, y a, como
funcién del tiempo. Las Figuras 9a y 9b muestras se muestran las componentes de la aceleracién
como funcion del tiempo para los casos de tiro parabdlico en el vacio y con masa variables
respectivamente.

a,(t) & ay(t) ay(t) & ay(t)
15 T T 20

10 @) . b) / _
: /\ /\ /\ i/ -, — at) 1: A\ /\ A I t — agu
T = AR ==

=15 ] -20

' -30
00 01 02 03 04 05 06 07 00 01 02 03 04 05 06

Figura 9 a)Resultados para a(t), a,(t), obtenidos a partir de la integracion de la expresion (17), b)
caso de masa variable con el mismo procedimiento que en a)

Masa Variable
Para el caso de masa variable, la expresion para la componente x y y de la velocidad es la
siguiente:
v, (t) = 2.33344 — 0.127301 ¢ (20)
v, (t) = —1.12304 — 10.0857 t (21)
Con estos resultados se obtiene una expresion para a, y a, que estaran dadas por:

a, = —Ap,[C, Cos(2.33344 — 0.127301¢t) + C,, Sen(2.33344 — 0.127301¢t)]

(—1.12304 — 10.0857¢t)? + (2.33344 — 0.127301¢)? 2
2 (M, +M,;(1 - 21)) (22)
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4mR3p,
=g|l———-1
ay g[ 3m ] +
Apq
2 [C;Sen(2.33344 — 0.127301t) — C,,Cos(2.33344

(—1.12304 — 10.0857¢t)% + (2.33344 — 0.127301¢)?
M, +M,(1—At)

—0.127301¢t)] (23)

Por integracion directa se obtiene los resultados para v,(1), y v,(1), asi como x(2) y y(t)
Resultados del modelo y de la simulacién

El procedimiento anterior se realizé para los casos B y C mientras que el caso A nos sirve como
referencia. La Figura 10 muestra los resultados para la velocidad como funcion del tiempo en los
casos B y C. Se muestra un acuerdo con la correspondiente velocidad en un tiro parabdlico, la cual
es creciente con el tiempo, sin embargo se aprecia claramente que ambas curvas difieren tanto en
la ordenada al origen, la pendiente, asi como en la curvatura de la funcién, la curva
correspondiente al tiro parabdlico esta siempre por debajo de las correspondientes a los casos B y
C. Se observa que la curva de masa variable siempre esta por debajo de la de masa constante, y
por arriba de la del tiro parabdlico, sin embargo se aprecia que va tendiendo mas a la curva
correspondiente donde existe interaccion con el medio pero sin masa variable.

v
R —
5|
st .
| i m.cte.aire
4 ! —m.var.aire
31 ’,,-// it _ m.cte.vacio
1i, .—-'"'J

00 01 02z 03 04 05

Figura 10 a) Resultados para v(t), para los tres casos mostrados, de arriba abajo A, C B

La figura 11a muestra los resultados para el caso las componentes de la velocidad, mientras que la
figura 11 b muestra el caso de masa variable, en ambas graficas se aprecia que el modelo
obtenido describe correctamente los resultados experimentales.

vie(t) & Vy(t) ) vy (t)
] « Exp Data VM
4 vi(t) b) Py . e ..‘_‘.‘_' o
\/\/W\/‘\/\/\_/\ P | e S M SRl ha { — o
29) ] w()
0 t Exp Data 0 — Fit
-2 ] — <> - "NN . ¢ Exp Data VM
A
-4 ] Exp Data \"Ng_ — <>
-4 :
2 — Fit
_5 4 — <V_V> 3
- ) \‘ —‘f-d, Vigyy (Model
00 01 02 03 04 05 06 07 = Yy () Model
-8 (X i

0.0 0.1 02 03 0.4 05 06

Figura 11 a) Resultados v(t), v,(t), para el caso B resultados experimentales, promedio, ajuste, y modelo dado por ec 16
¥ 17,b) Resultados v.(t), v(t), para el caso C, se muestran resultados experimentales, promedio ajuste y modelo el cual
describe adecuadamente los resultados.

En la figura 12 se muestran los correspondientes resultados para los alcances tanto en x como en
y para los dos caso trabajado, se observa un muy buen acuerdo entre los resultados
experimentales el modelo propuesto. Finalmente en la figura 13 se presenta la comparacién con el

2675



AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

caso A para los resultados x y y.de los casos B y C, mostrando un buen acuerdo en modelo
propuesto.

X(1) & Y(1) a5 X(t)
2.5 g
a) boee Exp Data 20 b) « Exp Data VM
2.0} s SN :
2 —_ x> 15 —_— <X>
1.5 b .
’ ) il Exp Data « Exp Data VM
-~ 1.0
1.0f o y> —_—<y>
o —_—
o 0.5
08¢ e x(t) — )
il % t 0o t Yuv(t)
0.0 t ¥(t) !
-05

00 01 02 03 04 05 06 00 01 02 03 04 05 06

Figura 12 a) Resultados X(t), Y(t), para el caso B, se muestran los mismos casos que en figura 11,b) Resultados X(t), Y(1),
para el caso C.

—_— X
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N 7 — <y
— xuv(t)
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Exp Data
— K>
Exp Data
X P
—_— Y>>
88 ¢ X
y(t)
— X
-0.5 —y
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06

Figura 13 Comparacion entre los casos A, By C.

CONCLUSIONES

En este trabajo se estudid, como afecta la masa variable la trayectoria, de un cuerpo esférico que
se mueve en un medio, en ese caso aire. Se describe la clase de interaccién considerando la
fuerza de sustentacion del aire, la fuerza de arrastre, la fuerza de gravedad y la fuerza de Magnus,
se obtienen resultados experimentales, se propone y resuelve un modelo que considera el
comportamiento tanto de la velocidad como del angulo respecto de la horizontal, como funcién del
tiempo, esto con la finalidad de obtener las integrales de las propiedades. Como se aprecia el
modelo se ajusta adecuadamente a los resultados experimentales. Asimismo se observan cambios
significativos cuando la esfera es de masa constante en comparaciéon con una de masa variable.
Se aprecia que el alcance en x entre un tiro parabdlico en el vacio y uno con interaccién del medio
y principalmente considerando la fuerza de Magnus, el cambio es significativo, sin embargo al
considerar la masa variable la curva descrita para el alcance en x parece ir tendiendo al caso
donde la interaccién con el medio desaparece, este efecto es congruente por la pérdida de masa y
el caso donde no se considera la interaccion con el medio tampoco toma en cuenta el valor de la
masa, pues recordemos que las ecuaciones de la cinematica no consideran la masa. Resultado
que no esperabamos y que consideramos debe ser investigado con mayor detenimiento el efecto
de la masa variable sobre esta clase de sistemas.
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CALCULOS DE PRIMEROS PRINCIPIOS EN NANOTUBOS DE CARBONO CON ADSORCION
DE FLUOR.

Méndez Escobar Luz Elena, Mejia Sanchez Jorge Enrique, Mesa Cornejo Viviana Matilde.

Centro Universitario de los Lagos
Universidad de Guadalajara.

RESUMEN

El fldor es el elemento quimico mas electronegativo de la naturaleza, es muy comun en la corteza
terrestre, sus bajas concentraciones son benéficas para la salud, sin embargo estudios demuestran
que las altas concentraciones halladas principalmente en el agua, pueden desencadenar
enfermedades como la fluorosis dental, dafios a nivel hepatico, renal y pulmonar. Actualmente una
de las técnicas mas utilizadas para la remocién de este elemento es el uso de nanoparticulas. El
presente trabajo describe el calculo de nanoestructuras de carbén para la remocién de fldor.

Los calculos fueron desarrollados en la plataforma ABINIT [1], que se basa en la teoria de primeros
principios, utilizando la teoria del funcional de la densidad y la aproximacién de densidad local, a
partir de un conjunto base de ondas planas y pseudopotenciales relativistas.

A través de los calculos obtenidos se puede verificar la formacion de estructuras de nanotubos de
carbono ideales para la adsorcion de flior, esto al realizar la optimizacion de nanotubos de pared
Unica carbon-carbon, en la estructura zigzag (2,0).

Los calculos nos permiten concluir que los atomos de fluor se absorben en pares, para nuestro
nanotubo zigzag (2,0), fue posible la absorcidn de maximo 4 atomos de flior y 2 como minimo en
una celda unitaria.

INTRODUCCION

El fldor es el elemento quimico de numero atémico 9 y de peso atémico 19 situado en el grupo de
los haldgenos (grupo VIIA) de la tabla periodica de los elementos. Por sus propiedades quimicas
es el elemento mas electronegativo de la naturaleza, muy comun en la corteza terrestre,
especialmente en aguas subterraneas donde la composicion geolégica del suelo favorece su
infiltracion y disolucion [2]. Las bajas concentraciones de fluor son benéficas para la salud, debido
a que se requiere para la formacién de huesos y para la calcificacion del esmalte dental. Sin
embargo, la ingesta excesiva de flior en el agua puede desencadenar enfermedades como
fluorosis dental, fluorosis esquelética, deformaciéon de huesos, fracturas, dafios a nivel hepatico,
renal y pulmonar [3], ademas de lo anterior esta reportado que reduce el coeficiente intelectual de
los nifios [4]. Este padecimiento esta presente en 25 paises a nivel mundial, como en el caso de la
India, donde 6 millones de personas estan afectas y 62 millones estan expuestas a ella [5]. En
México, la presencia de altas prevalencias de fluorosis ha sido reportada en Aguascalientes, Baja
California, Chihuahua, Durango, Jalisco, Sonora, Estado de México, Hidalgo, Veracruz y
Campeche [6].

Existen diversas alternativas que han sido analizadas en torno a la manera en la que se pudiera
disminuir las concentraciones de flior en agua potable, algunos de estos métodos son el uso de
alimina activada, materiales naturales como arcillas y semillas, hidroxiapatita, nanofiltracion,
absorbentes de carbon activado.

Un nanotubo de carbono de pared sencilla (SWNT) es, simplemente, grafeno enrollado en forma
de un tubo hueco. Los enlaces presentes en un SWNT son principalmente del tipo sp2 deformado y
debido a su curvatura, posee tres enlaces o ligeramente desviados del plano con un orbital 1 fuera
del plano. la configuracion hexagonal caracteristica del grafeno y unicamente presenta defectos
como pentagonos o heptagonos en sus puntas [7].

Para generar el nanotubo a partir de la hoja de grafeno, definimos tres vectores: el vector quiral
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(Cp), el vector translacional (T) y el vector de simetria (R). El vector quiral C;, puede expresarse por
los vectores unitarios de la red de translacion a; y a, de la red hexagonal como:

C, = na; + ma, = (n,m) (1)

donde n, m son enteros. Un nanotubo de armchair corresponde al caso, n = m, esto es, C;, =
(n,n); un nanotubo de zigzag corresponde al caso de m = 0, C;, = (n,0) y para un nanotubo quiral
se tiene €, = (n,m) es decir n, m #0 [8].

TEORIA

La teoria funcional de la densidad (DFT), propuesta por Hohenberg y Kohn en 1964, Kohn y Sham
en 1965 [9], aplicado a sistemas eléctricos, es un procedimiento variacional alternativo a la
solucién de la ecuacion de Schrodinger, se basa en la estrategia de que la energia del estado
fundamental de un sistema polielectrénico puede determinarse a partir de la densidad electrénica
p(¥), en lugar de referirse a la funcion de onda del sistema.

Integrando respecto a las coordenadas de espin se obtiene p(f) la denominada “funciéon densidad
electronica” o “funcion distribucion de la densidad electronica”, que también puede determinarse
experimentalmente mediante la técnica de rayos x.

La normalizacion requiere que
Jp@)di=N (2)

donde N es el numero total de electrones [10].

El método mas sencillo para describir la energia de correlacion e intercambio de un sistema
electrénico es conocido como aproximacion de densidad local (LDA), la cual se usa en calculos de
la energia total con el uso de pseudopotenciales. En la aproximacion de densidad local, la energia
de correlacion e intercambio de un sistema electrénico se calcula asumiendo que la energia de
correlacion e intercambio por electron, en el gas de electrones,exy(r), es igual a la energia de
correlacion e intercambio por electrén, ™ [n(r)], en un punto r, en un gas de electrones
homogéneo que tiene la misma densidad que el gas de electrones en el punto r. De tal forma:

Exc[n(M)] = [ excrIn(r)dr 3)
SExc[n(r)] _ d[n(r)exc(r)]
on(r) - on(r) (4)
con
exc(r) = i [n(r)] (5)

La aproximacion de densidad local asume que la funcional de la energia de correlacion e
intercambio es puramente local [9].

Un pseudopotencial se usa como una aproximacion para la descripcidon simplificada de sistemas
complejos. El pseudopotencial es introducido para simplificar los célculos de estructuras
electrénicas, eliminando los estados de los iones atémicos y los potenciales fuertes responsables
de enlazarlos [11].
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Los pseudopotenciales Ab Initio se construyen utilizando solo informaciéon de los atomos que
forman el cristal desde primeros principios, es decir, sin emplear datos experimentales. La
aproximacion del pseudopotencial elimina los electrones del nucleo y reemplaza el potencial de
interaccioén electron-ion por un pseudopotencial mas débil, que actua sobre un conjunto de pseudo
funciones de onda, en lugar de las verdaderas funciones de onda de los electrones de valencia
[12].

ABINIT realiza los calculos de la teoria funcional de la densidad en las propiedades de los
materiales, utilizando una base de onda plana y pseudopotenciales. Cubre un amplio espectro de
propiedades entre las cuales se encuentra, propiedades Opticas no lineales, propiedades
vibratorias (para infrarrojos y analisis Raman), propiedades elasticas, dieléctricas y piezoeléctricas,
etc [13].

ABINIT esta disponible bajo la Licencia Publica General de GNU, referido como un "Copyleft",
donde el usuario recibe cuatro libertades:

Uso ilimitado del paquete para cualquier propdsito.

La libertad para estudiar y modificar las fuentes para que coincidan con sus necesidades.
La libertad de copiar el paquete.

Distribucion de versiones modificadas, si estan adecuadamente anunciado como tal.

En ABINIT, se apoya de las siguientes aproximaciones funcionales de densidad: las aproximacion
de densidad local (spin-) de Perdew-Zunger, Teter y colaboradores, la aproximacién de gradiente
generalizado (GGA) de Perdew, los potenciales de GGA de van Leeuwen-Baerends, asi como las
mas antiguas aproximacion de densidad local (LDA) de spin no polarizado de Gunnarsson-
Lundqvist, Wigner , y Slater [14].
Los pseudopotencial, que ABINIT es capaz de utilizar, son [14]:
e Troullier-Martins pseudopotenciales generados por A. Khein y DC Allan
e Pseudopotenciales Hartwigsen- Goedecker-Hutter, cuya forma analitica es particularmente
compacta.
e Pseudopotenciales Fritz-Haber-Institute (FHI), puede ser utilizado para generar nuevos
pseudopontenciales.
e Pseudopotenciales Goedecker-Teter-Hutter
e pseudopotenciales core-hole, es necesarios para estudiar el nucleo de nivel de cambios
quimicos.

METODOLOGIA

Se utilizo un servidor Mac Pro 6.1 con Procesador a 2.7 GHz 12-Core Intel Xeon E5, con 12
nucleos y 4 memorias RAM de 16 GB.

Se usaron las posiciones de los dtomos generadas del programa Avogadro [12] que es un editor
molécula avanzada y visualizador disefiado para el uso de plataforma cruzada en la quimica
computacional, el modelado molecular, la bioinformatica, ciencia de materiales, y areas
relacionadas.

Se utilizé6 el método ab initio para determinar la relajacion de la constante de red, para
posteriormente calcular la relajacién de los nanotubos de carbono. El método se basa en el marco
de Kohn-Sham DFT dentro de la aproximacion de densidad local (LDA). Los calculos se han
obtenido utilizando el cédigo ABINIT. El potencial del nucleo iénico fue sustituido por un
pseudopotencial Goedecker-Teter-Hutter y se utilizé un corte de energia de onda plana de 10 Ha.
Una vez obtenidas las posiciones ideales del nanotubo del carbono, se realizaron calculos de
primeros principios, para los nanotubos de carbono y los atomos de fldor en diversas posiciones.

RESULTADOS

El nanotubo de carbono zigzag (2,0), como parte de una celda unitaria contiene 8 atomos, su
diametro es de 1.77°A, la magnitud del vector de translacional es de 4.92°A. En el calculo se usa
una energia de corte de 10 Ha. El valor de la energia total es de -4.3 Ha. Se obtuvo un nanotubo
de carbono zigzag (2,0) con 2 atomos de fltor, con un diametro de 2.49°A y su valor de la energia
total es de -8.59 Ha, ademas de un nanotubo de carbono zigzag (2,0) con 4 atomos de fltor, con
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un diametro de 2.45°A y su valor de la energia total es de -128.7 Ha.
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Fig. 2 Celda base de nanotubos de carbdn zigzag (2,0) con 4 atomos de fluor a) vista XY b)vista ZX c) vista YZ
CONCLUSIONES

- Los célculos no son lo suficientemente concluyentes para comprobar la factibilidad de la
adsorcién de atomos fluor sobre la superficie del nanotubo de carbono.
- En la celda unitaria no es posible que se lleva a cabo una estabilidad al agregar especificamente

1y 3 atomo de fluor.

- Para una estructura de celda unitaria zigzag (2,0), se da la convergencia en la absorcion de
maximo 4 atomos y un minimo de 2 atomos de fluor.

- A mayor numero de atomos de flior en la superficie del nanotubo, menor es su energia total, la
energia total con un atomo de fluor es -8.59 Ha y para cuatro atomos de fluor es de -128.7 Ha, por
lo tanto, el nanotubo de carbono sin adsorcién de fluor, cuenta con una energia total menor que

con atomos de fluor.
- La presencia de fldor en la superficie, ocasiona una variacién en el diametro del nanotubo.
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RESUMEN

El Tenebrio molitor es un escarabajo cuya larva se ha propuesto como una alternativa para el
enriquecimiento de alimentos para combatir desnutricion dado su contenido proteico (hasta 58% en
peso seco, ademas aminoacidos y acidos grasos esenciales como el Q3 y Q6). Su produccion es
de bajo costo en masa de la larva y la crianza relativamente sencilla basada en granos, frutas y
vegetales, ademas tiene un crecimiento de poblacién de 8 000% en un periodo de 6 meses.
Comercialmente se requiere de sistemas invernadero que permitan su crecimiento y reproduccion.
A fin de poder monitorear el crecimiento controlado del Tenebrio molitor, se generé un sistema
invernadero, en el que se realiz6 una preparacion de nutrientes. De acuerdo a la ley de
enfriamiento de Newton es de esperar que la velocidad de cambio de la temperatura de la
poblacién del Tenebrio molitor sea directamente proporcional a la diferencia entre la propia
poblacién y la del propio invernadero. Particularmente, se encontré que debido al intercambio de
nutrientes, producto de la alimentacion, la variabilidad del modelo tedrico con respecto al modelo
experimental presenta diferencias significativas en las primeras horas, con una prueba t-student,
con 47 grados de libertad y una p=0,05, al inicio de los primeros dias; cuyo analisis después de 72
horas llevan al cumplimiento de la ley de enfriamiento de Newton generando un ecosistema y con
ello un equilibrio térmico, lo que hace sustentable el proceso.

INTRODUCCION

Actualmente y a nivel mundial se requiere de nuevas y mejores opciones de nutriciéon para el ser
humano debido a varios causales tales como el cambio climatico, el mal uso de tierras,
contaminacion, desabasto de alimentos, baja calidad nutrimental de alimentos, que ponen en alerta
a la comunidad cientifica a buscar alternativas que satisfagan las necesidades nutrimentales que
ademas debe ser barato y de facil acceso . El Tenebrio molitor es usado como fuente de proteina
y aminodcidos por criaderos de animales asi como de deportistas que requieren una gran cantidad
de éstos, ademas ha sido propuesto como una alternativa de enriquecimiento de alimentos debido
a que la larva en peso seco tiene un 58 % de proteina que es bastante bueno considerando que el
contenido proteico de la carne roja es de un 20% aproximadamente. La produccion de Tenebrio
molitor es realizada a pequefia escala y es que tiene una tasa de crecimiento alta en la que llegan
a incrementar hasta en un 8000 % de su poblacién en 6 meses considerando que tengan espacio,
alimentacion y aseo adecuados®. La importancia de hacer uso de tenebrio molitor como fuente de
proteina y aminoacidos es tal que para una produccidon mayor de éste es necesario saber coOmo se
comporta la poblacién en la que uno de los factores importantes a estudiar son los cambios de
temperatura y humedad que producen por una parte los alimentos secos y humedos que se le
proporcionan asi como el insecto mismo. En un sistema aislado, los componentes interiores
tienden al equilibrio térmico*®. En un ecosistema el intercambio de calor de un cuerpo con su
medio esta dada por la Ley de enfriamiento de Newton que dice que el intercambio térmico entre
un cuerpo y su medio cambia de manera proporcional a la diferencia de temperatura de éstos
cuando las diferencias de temperatura entre ambos no es demasiado grande. Asi determinando el
comportamiento térmico del Tenebrio molitor en el sistema usado, podriamos proponer el
ecosistema como sustentable para su posterior uso en una produccion a escala. De forma
particular, en el modelo de la ley de enfriamiento de Newton se deben de consideran que existen
dos posibilidades, una de ellas que exista o un enfriamiento o calentamiento, en cualquiera de ellas
se habra generado un sistema invernadero, particularmente a fin de tener un sistema eficiente se
espera que las isotermas generadas lleven a un mejor aprovechamiento en la actividad bioldgica
realizada por la poblacién de larvas.
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TEORIA
Para que un ecosistema sea sustentable se requiere entre otras cosas que cumplan con la ley de
enfriamiento de Newton que describe el intercambio de calor entre un cuerpo y su ecosistema
cuando la diferencia de éstos no es demasiado grande ademas de que éste intercambio es
proporcional a la diferencia de temperaturas entre ambos. Para hacer uso de esta ecuacion es
necesario tomar en cuenta la ley de conservacién de energia y hacer uso de ella para el calculo de
transferencia de calor que se dara entre el cuerpo y el medio ambiente en el que se desenvuelve.
Cuando un cuerpo es introducido en un sistema o medio uno espera que por equilibrio térmico en
algun momento los dos cuerpos igualen su temperatura. Sin embargo, para que dicha relacién se
cumpla se requiere que los objetos mantengan un contacto directo o por lo menos del medio
circundante, de lo contrario el sistema generara un sistema aislado.
Las consideraciones iniciales para el modelo de la ley de enfriamiento parte de la condicién de
colocar un objeto a una temperatura 7, en un medio ambiente que se mantiene a una temperatura
T, constante, con 7, # T,, A medida que transcurre el tiempo podemos determinar que la
temperatura del cuerpos buscaran un equilibrio, por ejemplo, pensando en que la temperatura de
cambio que nos interesa es la del cuerpo introducido dentro del sistema, la temperatura inicial 7,
evolucionara hasta en el tiempo buscando el equilibrio, es decir, T(¢) es la temperatura del cuerpo
en el tiempo ¢, entonces T(t) — T, cuando ¢ crece. Finalmente, Newton observo que el cambio de
temperatura a medida que pasa el tiempo, dado el intercambio energético, se observa la relacién:
dT () (1)

BT k[T () — Tl

Donde k es una constante proporcionalidad.
Finalmente, resolviendo la ecuacién diferencial (1), obtenemos la siguiente expresion de la
temperatura del cuerpo introducido en el sistema dado como:

T(t) =T, + Ce** (2)
Desde luego, para la obtencion de la solucion, por variables separables, de la ecuacion (1),
requiere que la diferencia entre las temperaturas 7,-7, >0. De igual manera, la constante de
proporcionalidad en el sentido de la evolucién del sistema requiere que tanto para el caso de
enfriamiento o calentamiento sea definido k<O0.
A diferencia de los sistemas térmicos, que mantienen isotermas, el equilibrio de Newton requiere
condiciones de equilibrio entre dos aparentes sistemas.
En el caso de los sistemas invernaderos, finalmente lo que se requiere es que la ley de
enfriamiento de Newton no se dé y para ello se busca que efectivamente los sistemas sean
aislados, es decir, por lo menos debemos de considerar dos sistemas diferentes. Una forma facil
de construirlos es considerando por lo menos un sistema intermediario que aislé a ambos
sistemas. Sin embargo, se espera que al interior de cada sistema pueda darse las condiciones de
equilibrio y con ello leyes de conservacion, evolucionando las temperaturas como es descrito por la
ecuacion 2 hasta lograr el equilibrio energético.

PARTE EXPERIMENTAL

Para llevar a cabo la parte experimental de esta investigacion se requirié la elaboraciéon de un
sistema que permitiera el crecimiento de la poblacion de Tenebrio molitor previamente probado con
crecimiento éptimo y una vez teniendo estas condiciones se realizé una linea base representada
por el comportamiento de la temperatura dentro del sistema que involucraba los componentes del
ecosistema tales como alimentos secos y humedos.

Para garantizar, el efecto invernadero en el que se introdujo la poblacién de Tenebrio molitor, se
realizdé una curva de temperaturas, Grafica 1, entre ambos sistemas a fin de garantizar sistemas
aislados, como se puede observar, las curvas evolucionan de manera diferente tanto para la
temperatura al interior como al exterior.
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DIAGRAMA DE DISPERSION PARA T°F (IN) & T°F(OUT)
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Grafica 1. Temperaturas monitoreadas al interior de invernadero en que se encuentra el Tenebrio
molitor y el contenedor aislante.

Después se introdujo al sistema el sujeto de estudio, se realizaron mediciones de temperatura y
humedad relativa dentro y fuera del sistema de manera simultanea por un periodo de 72 horas
cada 5 minutos. Pero solo nos centraremos en el analisis de las temperaturas en el presente
trabajo.

RESULTADOS

Considerando los resultados obtenidos en el sistema, ademas de garantizar que nos movemos
sobre una isoterma, se obtuvo el siguiente grafico, Grafica 2, de temperaturas tanto experimentales
como tedricas. Encontrdndose que se presentan diferencias significativas tanto para los resultados
tedricos con respecto a los valores experimentales, considerando una prueba t-student, con 47
grados de libertad y una p=0,05
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Grafica 2. Comparacion de valores tedricos y experimentales para temperaturas al interior del
sistema invernadero.

CONCLUSIONES

Aun cuando, tanto el modelo teérico como experimental generaron diferencias significativas, se
observa que dados los valores experimentales aumentan, lo que en realidad puede llevarnos a
otras investigaciones en el que podamos observar si el entorno bioldgico del Tenebrio molitor es
modificado al incrementar sus nutrientes.
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